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Introduction

un des plus vieux problèmes de la statistique non paramétrique consiste à

estimer la densité de probabilité f(:) à partir d�un échantillon de variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X1; X2; :::; Xn: Il s�agit d�un

problème fondamental qui a connu, durant ces derniéres années, des développements

théoriques et pratiques à la fois rapides et nombreux. Le problème de l�estimation

de la densité de probabilité est important.

Dans le cadre de la statistique paramétrique, On suppose que la loi recherchée à une

forme particulière. Il su¢ t d�en estimer quelques paramètres (moyenne, variance...)

pour la décrire complètement. Si l�on n�a pas d�apriori sur la forme de la loi inconnue,

on doit alors estimer des fonctions, et non plus des paramètres. C�est l�objet de la

statistique non paramétrique, qui nécessite moins de connaissances préalables de la

loi. En contre partie, il faut plus de données pour obtenir une précision d�estima-

tion équivalente à celle du cadre paramétrique, à l�aide les méthodes d�estimation

paramétriques comme la méthode des moments ou celle du maximum de vraisem-

blance. les méthodes non paramétriques que nous privilégions ici sont plus �exibles

et constituent toujours un complément utile. Nous nous intéressons dans ce mémoire

à des problèmes d�estimation non paramétrique de la densité de probabilité. Nous

regarderons brièvement en quoi consiste la méthode d�estimation par histogramme

et en détail la méthode du noyau.

C�est Rosenblatt en 1956, suivi de Parzen en 1962, qui ont proposé une classe
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Introduction

d�estimateurs à noyau d�une densité univariée. Les estimateurs à noyau sont fonc-

tion de deux paramètres K, appelé noyau, et h dit paramètre de lissage (largeur

de fenêtre). Rosenblatt reprenait l�idée de Fix et Hodges en 1951, qui consistait à

estimer la densité en un point, en comptant le nombre d�observations situées dans

l�intervalle de longueur 2h et centrées en ce point. Les propriétés de convergence de

l�estimateur à noyau ont été établies par Parzen, Silverman et Nadaraya. De-

vroye en 1985 a fait une étude complète sur la convergence L1. Les théorèmes relatifs

à l�erreur quadratique asymptotique et l�erreur quadratique intégrée asymptotique

ont été obtenus sous forme élémentaire par Parzen. En�n, c�est Epanechnikov en

1969 qui s�est rendu compte de l�existence d�un noyau asymptotiquement optimal

Kopt. Mais l�erreur quadratique moyenne asymptotiquement intégrée varie peu en

fonction du choix de K.

A�n d�atteindre nos objectif, nous avons structuré notre travail en trois cha-

pitres ;

Le premier chapitre est consacré aux quelques notations et dé�nitions de base en

statistique, ensuite nous étudions les deux types d�estimation paramétrique et non

paramétrique.Dans le deuxième chapitre nous concentrons sur les méthodes d�es-

timation de la densité : la méthode d�estimation par histogramme et la méthode

d�estimation par noyau (estimateur de densité Parzen-Rosenblatt) qui peut être

vue comme une extension de la méthode d�estimation par histogramme. Nous pré-

sentons également, les propriétés statistiques de chaque méthode d�estimation. Nous

terminons notre mémoire par un troisième chapitre, qui représente la simulation, où

nous donnons des exemples de simulation par le programme R, qui exprime l�im-

portance du coe¢ cient de lissage h, la valeur de la taille d�échantillon n et le noyau

K.

2



Chapitre 1

Généralités et rappeles

Ce chapitre est consacré à un rappel des notations de base du statistique

mathématique comme : l�échantillon, variables aléatoires, l�estimateur et

leurs propriétés, di�nition de les deux types d�estimation paramétrique et non para-

métrique.

1.1 Dé�nitions et notations

1.1.1 Rappels fondamentaux sur les variables aléatoires

Dé�nition 1.1.1 soit (
;F) un espace mesurable. On appelle mesure de probabilité

ou probabilité sur (
;F) tout mesure P sur (
;F) de F dans [0; 1] qui véri�er :

1. P (
) = 1:

2. 8 (An)n2N � F telque Aj \ Ai = ? 8 (i 6= j) ; P ([n2NAn) =
P

n2N (An) :

Remarque 1.1.1 Le triplet (
;F ;P) s�appelle espace de probabilité ou espace pro-

babilisé.

Dé�nition 1.1.2 Soient (
;F ;P) un espace probabilisé et (E; �) un espace mesu-

3



Chapitre 1.Généralités et rappeles

rable. On appelle variable aléatoire de 
 vers E, Toute fonction mesurable X de 


vers E.

Loi de probabilité

Cette condition de mesurabilité de X assure que l�image réciproque par X de tout

élément B de la tribu � possède une probabilité et permet ainsi de dé�nir, sur (E; �)

une mesure de probabilité, notée PX , par

PX (B) = P (X
�1 (B)) 8B 2 �

PX (B) = P (X 2 B) = P (! 2 
; X (!) 2 B) 8B 2 �:

La mesure PX est l�image, par l�application X, de la probabilité P dé�nie sur (
;F).

Dé�nition 1.1.3 La probabilité PX est appelée loi de probabilité de la variable aléa-

toire X:

Densité de probabilité d�une variable aléatoire continue

Dé�nition 1.1.4 Une fonction f : R ! R est appelé densité de probabilité si elle

est positive (en tout x 2 R où elle est dé�nie, f(x) > 0). Intégrable sur R et si

Z
R
f (x) dx = 1:

Pour tout ensemble A � R; tell que : A est le domaine de la dé�nition de la fonction

f on a alors Z
A

f (x) dx = 1:
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Chapitre 1.Généralités et rappeles

Lorsque A est un intervalle de la forme A = ]a; b] : la probabilité

P (X 2 A) = P (X 2 ]a; b]) = P (a < X � b) =
Z b

a

f (x) dx = 1:

Espérance mathématique

Dé�nition 1.1.5 L�espérance mathématique est une valeur statistique, utilisée en

économie, notamment dans le domaine des jeux de hasard ou des assurances, qui

consiste à faire la moyenne de probabilités pour déterminer si le résultat est équitable.

Soit une variable aléatoire X absolument continue de densité de probabilité f(x).

L�espérance mathématique de X est dé�nie par

E (X) =

Z
xf(x)dx:

Variance mathématique

Dé�nition 1.1.6 La variance d�une variable aléatoire est la mesure de la dispersion

des échantillons autour de la moyenne, autrement dit, elle caractérise sa capacité

à prendre des valeurs plus ou moins éloignées de son espérance. La variance d�une

variable aléatoire X absolument continue est dé�nie par

var (X) = E
�
(X � E (X))2

�
= E

�
X2
�
� E (X)2 :

Biais

Dé�nition 1.1.7 Le biais d�un estimateur f̂h de f est l�écart

biais
�
f̂h (x)

�
= E

�
f̂h (x)� f (x)

�
:
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Chapitre 1.Généralités et rappeles

1. On dit que l�estimateur est sans biais si

E
�
f̂h (x)

�
= f (x) :

2. On dit qu�un estimateur f̂h (x) de f (x) est asymptotiquement sans biais si

lim
n!1

supE
�
f̂h (x)� f (x)

�
= 0:

1.1.2 Lois usuelles

Lois continues :

La loi X la densit�e f(x)

uniforme X  U [a; b] b�a
2
Ix2[a;b]

normale X  N (�; �2) 1
�
p
2�
exp

�
�1
2

�
x��
�

�2�
Ix2R

exponentielle X  " (�) � exp (��x) Ix�0

gamma X  � (k; �)
xK�1 exp(�x� )

�(k)�K
Ix�0

chi2 X  X2(k)
x(

k
2�1) exp(�x2 )
2
K
2 �(k2 )

Ix�0

Student X  �(k) 1p
k�

�( k+12 )
�( k2 )

�
1 + x2

k

�� k+1
2
si (k > 0)

Tab. 1.1 �Lois de probabilité usuelles

1.2 Estimation paramétrique

L�approche paramétrique suppose que les données sont issuses d�une loi de pro-

babilité de forme connue dont seule les paramètres sont inconnus. Son objectif est

de connaître l�estimateur de ces paramètres.
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Chapitre 1.Généralités et rappeles

1.2.1 Estimateur

En mathématiques, un estimateur est une statistique permettant d�évaluer un para-

mètre inconnu relatif à une loi de probabilité (comme son espérance ou sa variance).

Il peut par exemple servir à estimer certaines caractéristiques d�une population to-

tale à partir de données obtenues sur un échantillon comme lors d�un sondage. La

dé�nition et l�utilisation de tels estimateurs constituent la statistique inférentielle.

La qualité des estimateurs s�exprime par leur convergence, leur biais, leur e¢ cacité et

leur robustesse. Diverses méthodes permettent d�obtenir des estimateurs de qualités

di¤érentes.

Dé�nition 1.2.1 On cherche à connaître un paramètre � qui dépend de la loi de

X (par exemple son espérance ou sa variance). Pour cela, on dé�nit un estimateur

comme une variable aléatoire mesurable par rapport à un échantillon à n éléments

d�X. En d�autres termes, un estimateur est une fonction qui fait correspondre à

chaque réalisation possible X1; :::; Xn de l�échantillon à n éléments la valeur �̂ que

l�on nomme estimé ou estimation.

�̂n = f (x1; x2; ::::; xn)

Formellement, un estimateur ne peut prendre qu�un nombre �xe n d�arguments. En

pratique, on considère généralement une suite d�estimateurs �̂n pour chaque taille

d�échantillon, qu�on appelle également estimateur. Un estimateur ne doit évidem-

ment jamais dépendre de �, il ne dépend que des observations empiriques (I.e. de la

réalisation de l�échantillon).

Exemple 1.2.1 Les paramètres d�une loi de normale �; �2 peut-être estimés par �x

et s2 respectivement.
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Chapitre 1.Généralités et rappeles

modèle statistique

Un modèle statistique est une description mathématique approximative du méca-

nisme qui a généré les observations, que l�on suppose être un processus stochastique

et non un processus déterministe. Il s�exprime généralement à l�aide d�une famille

de distributions (ensemble de distributions) et d�hypothèses sur les variables aléa-

toires X1; :::; Xn. Chaque membre de la famille est une approximation possible de

F : l�inférence consiste donc à déterminer le membre qui s�accorde le mieux avec les

données.

modèle paramétrique

Dé�nition 1.2.2 Un modèle paramétrique est un modèle où l�on suppose le type de

loi de X est connu, mais qu�il dépend d�un paramètre inconnu, de dimension n.

Exemple 1.2.2 les modèles suivants Sont des modèles paramétriques.

1. Le modèle gaussien fN (�; �2) ; � 2 R; �2 > 0g

2. Le modèle exponentiel f" (�) ; � > 0g

Remarque 1.2.1 Le problème est celui de l�estimation du paramètre � grâce à la-

quelle on obtiendra. Il existe plusieurs façons de construire un estimateur pour un

paramètre donné. Les plus populaires sont la méthode des moments et celle du maxi-

mum de vraisemblance.

1.3 Estimation non paramétrique

Estimation non paramétrique est que la loi de probabilité inconnue, c-à-d on uti-

lise directement l�échantillon comme un estimateur. Dans cette section nous parlons

sur l�estimation non paramétrique de la fonction de densité et quelques propriétés

statistiques.

8



Chapitre 1.Généralités et rappeles

modèle non paramétrique

Dé�nition 1.3.1 Un modèle non paramétrique est un modèle qui ne peut pas être

décrit par un nombre �ni de paramètres. On a quelques exemples de modèles non

paramétriques les plus connus : la fonction de densité, la fonction de répartition, la

fonction caractéristique et la fonction de quantile.

1.3.1 Critères d�erreur

Erreur quadratique intégrée

ISE
� bfh(x) bfh(x)� = Z

R

�
f(x)� bfh(x)�2 dx

=

Z
R

h
f 2(x) + f̂ 2h(x)� 2f(x) bfh(x)i dx

=

Z
R
f 2(x)dx+

Z
R
f̂ 2h(x)dx� 2

Z
R
f(x) bfh(x)dx:

9



Chapitre 1.Généralités et rappeles

Erreur moyenne quadratique

MSE
� bfh(x)� = E �� bfh(x)� f(x)�2�

= E
h
f̂ 2h(x) + f

2(x)� 2 bfh(x)f(x)i
= E

�
f̂ 2h(x)

�
+ E

�
f 2(x)

�
� E

�
2 bfh(x)f(x)�

= E
�
f̂ 2h(x)

�
+ f 2(x)� 2f(x)E

� bfh(x)�
= E

�
f̂ 2h(x)

�
+ f 2(x)� 2f(x)E

� bfh(x)�+ E� bfh(x)�2 � E� bfh(x)�2
=

�
E
�
f̂ 2h(x)

�
� E

� bfh(x)�2�+ �E� bfh(x)�2 � 2f(x)E� bfh(x)�+ f 2(x)�
= var

� bfh(x)�+ hf(x)� E� bfh(x)�i2
= var

� bfh(x)�+ biais2 � bfh(x)� :
Erreur moyenne quadratique intégrée

MISE
� bfh(x)� = Z

R
MSE

� bfh(x)� dx
=

Z
R
E

�� bfh(x)� f(x)�2� dx
=

Z
R

h
var

� bfh(x)�+ biais2 � bfh(x)�i dx
=

Z
R
var

� bfh(x)� dx+ Z
R
biais2

� bfh(x)� dx:
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Chapitre 2

Estimation non paramétrique de la

densité de probabilité

Pour estimer la fonction de densité qui on suppose connue par l�estimation

paramétrique, nous utilisons par exemple la méthode de l�estimation de

vraisemblance ou bien la méthode de moindre carré. . . etc., mais si cette fonction de

densité est inconnue nous utilisons l�estimation non paramétrique.

Soit x1; x2;:::; xn. n observation équipondérées issues d�une variable aléatoire réelle

X de densité de probabilité réelle f(x) inconnue. Comment obtenir une estimation

de f(x) à partir de la seule information contenue dans l�échantillon ?

Ce problème, que l�on désigne généralement par estimation non paramétrique de la

densité de probabilité a fait l�objet de multiples travaux par des méthodes diverses,

citons ;

1. L�estimateur par histogramme.

2. L�estimateur par la méthode du noyau.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude détaillée de l�estimateur par la

méthode du noyau ainsi que ses propriétés statistiques.
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

2.1 Estimation de la densité par histogramme

En statistique, l�histogramme est une représentation graphique de la répartition

d�une variable aléatoire X (Pearson, 1895). Supposons que f est à support com-

pact inclus dans [0; 1], soit C1; ::::::; Cm une partition uniforme de [0; 1[

Ck =

�
k � 1
m

;
k

m

�
k = 1:::::m,

Pour estimer cette densité f par la méthode de l�histogramme revient à approcher f

par une fonction en escalier, constantes par morceaux sur les intervalles Cj. Posons

h = 1
m
. On approche f par la fonction

fh(x) =
mX
k=1

Pk
h
Ick(x),

avec

Pk =

Z
ck

f(x)dx = E(Ick(x)),

d�autre part, Pearson a été estimé Pk par

P̂k = Ê(Ick(x)) =
1

n

nX
i=1

Ick(Xi):

On observe que chaque P̂k représente la proportion des observations Xi se trouvant

dans l�intervalle Ck.

Nous dé�nissons l�estimateur de f par histogramme à m classes comme suit

bfh(x) = mX
k=1

P̂k
h
Ick(x). (1)

Remarque 2.1.1 On dit que chaque Ck est une classe de longueur (ou fenêtre) h.

La hauteur des rectangles représente les fréquences absolues (nombre d�observations

12



Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

dans chaque classe) ou bien il s�agit des fréquences relatives comme dans la �gure

(2:1)suivante

x

f(x
)

 2  1 0 1 2

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Fig. 2.1 �Estimation par histogramme basée sur un échantillon de taille n = 500,
X ! N(0; 1), m = 30, h = 0; 2

2.1.1 Propriétés asymptotiques de l�histogramme

Erreur quadratique moyenne

La qualité d�ajustement par histogramme Il est clair que dépend fortement de la

fenêtre h, d�étudier le risque quadratique de f̂h au point x 2 [0; 1] comme étant

13



Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

l�erreur quadratique moyenne (MSE) dé�ni par

MSE(f̂h) = biais
2( bfh(x)) + var( bfh(x)): (3)

D�aprés L�équation (1) et pour tout x 2 Ck on a

bfh(x) = p̂k
h
=
1

nh

nX
i=1

Ick(Xi): (2)

Remarque 2.1.2

Ick(Xi) =

8><>: 1 si xi 2 ck

0 sinon
 B(pk) )

nX
i=1

Ick(Xi)  B(n; pk)

On pose Zn =
Pn

i=1 Ick(Xi), L�equation (2) devient

bfh(x) = Zn
h
;

avec 8><>: E(Zn) = npk

var(Zn) = npk(1� pk):

Nous faisons le calculMSE(f̂h).

A cet e¤et, nous calculons biais2( bfh(x)),

14
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on a

biais( bfh(x)) = E( bfh(x))� f(x)
= E(

Zn
nh
)� f(x)

=
E(Zn)

nh
� f(x)

=
npk
nh

� f(x)

=
pk
h
� f(x);

donc

biais( bfh(x)) = pk
h
� f(x):

Alors

biais2( bfh(x)) = (pk
h
� f(x))2: (4)

En revanche, nous calculons var( bfh(x))
var( bfh(x)) = var(Zn

nh
)

=
var(Zn)

n2h2

=
npk(1� pk)
n2h2

=
pk(1� pk)
nh2

:

Donc

var( bfh(x)) = pk(1� pk)
nh2

: (5)

En remplaçant (4) et (5) dans (3), on trouve

MSE(f̂h) = (
pk
h
� f(x))2 + pk(1� pk)

nh2
:

15



Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

Erreur quadratique moyenne intégrée

Pour avoir une évaluation globale valable pour tout point x 2 [0; 1], on considère le

risque (MISE) tel que

MISE(f̂h) =

Z 1

0

MSE(f̂h)dx =

Z 1

0

biais2( bfh(x))dx+ Z 1

0

var( bfh(x))dx (6)

Pour
R
biais2( bfh(x)), on a
Z 1

0

biais2( bfh(x))dx = Z 1

0

(
pk
h
� f(x))2dx

=

Z 1

0

p2k
h2
dx+

Z 1

0

f(x)2dx� 2
Z 1

0

pk
h
f(x)dx:

On a

x 2 [0; 1] = [mk=1
�
k � 1
m

;
k

m

�
= [mk=1ck;

Alors

Z 1

0

biais2( bfh(x))dx = Z
[mk=1ck

p2k
h2
dx+

Z
[mk=1ck

f(x)2dx� 2
Z
[mk=1ck

pk
h
f(x)dx

=
mX
k=1

Z
ck

p2k
h2
dx+

mX
k=1

Z
ck

f(x)2dx� 2
mX
k=1

Z
ck

pk
h
f(x)dx

=

mX
k=1

p2k
h2

Z
ck

dx+

mX
k=1

Z
ck

f(x)2dx� 2
mX
k=1

pk
h

Z
ck

f(x)dx

=
mX
k=1

p2k
h
+

Z 1

0

f(x)2dx� 2
mX
k=1

p2k
h

Puisque 8><>:
R
ck
dx = 1

m
= hR

ck
f(x)dx = E(Ick(Xi)) = pk

16
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Donc Z 1

0

biais2( bfh(x))dx = Z 1

0

f(x)2dx� 1

h

mX
k=1

p2k: (7)

D�autre part, nous calculons
R 1
0
var( bfh(x))dx

Z 1

0

var( bfh(x))dx = Z 1

0

pk(1� pk)
nh2

dx

=

Z 1

0

pk � p2k
nh2

dx

=

Z 1

0

pk
nh2

dx�
Z 1

0

p2k
nh2

dx

=

mX
k=1

pk
nh2

Z 1

0

dx�
mX
k=1

p2k
nh2

Z 1

0

dx

=
mX
k=1

pk
nh
�

mX
k=1

p2k
nh

=
1

nh

mX
k=1

pk �
1

nh

mX
k=1

p2k

=
1

nh

mX
k=1

E (Ick)�
1

nh

mX
k=1

p2k

=
1

nh

mX
k=1

Z
ck

f(x)dx� 1

nh

mX
k=1

p2k

=
1

nh

Z 1

0

f(x)dx� 1

nh

mX
k=1

p2k

=
1

nh
� 1

nh

mX
k=1

p2k:

Donc Z 1

0

var( bfh(x))dx = 1

nh
� 1

nh

mX
k=1

p2k: (8)
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

En remplaçant (7) et (8) dans (6), on trouve

MISE(f̂h) =

Z 1

0

f(x)2dx� 1

h

mX
k=1

p2k +
1

nh
� 1

nh

mX
k=1

p2k

=

Z 1

0

f(x)2dx+
1

nh
� 1

h
(
1

n
+ 1)

mX
k=1

p2k:

Théorème 2.1.1 Supposons que la densité f de X est deux fois continûment di¤é-

rentiable et s�annule en dehors de l�intervalle [0; 1]; sous la condition h ! 0 quand

n!1, on a

MISE(f̂h) =
h2

12

Z 1

0

f 0(x)2dx+
1

nh
+O(h3) +O(

1

n
):

Erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique

AMISE(f̂h) =
h2

12

Z 1

0

f 0(x)2dx+
1

nh
:

2.1.2 Choix de la fenêtre optimale de l�histogramme

Corollaire 2.1.1 Ce résultat nous permet de calculer la fenêtre h optimale notée

h�opt. En minimisant la MISE asymptotique

h�opt = arg
h
min(AMISE(f̂h))

= arg
h
min(h

2

12

R 1
0
f 0(x)2dx+ 1

nh
):

Alors

h�opt = cn
�1
3 :

Remarque 2.1.3 En remplaçant, la valeur de h�opt dans l�expression AMISE; on

18
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obtient donc

AMISE(f̂h�opt) =

�
h�opt
�2

12

Z 1

0

f 0(x)2dx+
1

n
�
h�opt
�

=

�
cn

�1
3

�2
12

Z 1

0

f 0(x)2dx+
1

n
�
cn

�1
3

�
=
(c)2

R 1
0
f 0(x)2dx

12
2n

�2
3 +

1

cn
2
3

=

 
(c)2

R 1
0
f 0(x)2dx

12
+
1

c

!
n
�2
3

= C 0n
�2
3 :

Alors la vitesse de convergence de l�estimateur par l�histogramme est n
�2
3 :

2.2 Estimation de la densité par la méthode du

noyau

Le premier qui a proposé l�estimateur à noyau est Rosenblatt (1956) et Parzen (1962).

La méthode d�estimation par noyau est une méthode non paramétrique d�estimation

de la densité de probabilité d�une variable aléatoire, Elle est basée sur un échantillon

d�une population statistique et permet d�estimer la densité en tout point du sup-

port. En ce sens, cette méthode généralise astucieusement la méthode d�estimation

par histogramme, en e¤et, la fonction indicatrice utilisée pour histogramme est ici

remplacée par une fonction continue, L�estimateur à noyau est une fonction de deux

paramètres : le noyau K et le paramètre de lissage h.

Dé�nition 2.2.1 (Fonction de répartition empirique) Soit (x1; :::; xn) un échan-

tillon de loi f(x) sur R, de fonction de répartition F (x) =
R x
�1 f(t)dt: On ap-
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pelle fonction de répartition empirique associé à (x1; :::; xn), la fonction aléatoire

Fn : R! [0; 1] dé�nie pour tout x 2 R par

Fn(x) =
1

n

nX
i=1

IfXi�xg:

À partir de la dé�nition d�une densité de probabilité et en utilisant la distribution

empirique (basée sur la dérivée de la fonction de répartition) on aura pour h assez

petite ( h! 0 quand n!1)

f(x) = F 0(x) = lim
h!0

F (x+ h)� F (x� h)
2h

w F (x+ h)� F (x� h)
2h

:

En remplaçant F par son estimateur Fn, d�où

fn(x) =
Fn(x+ h)� Fn(x� h)

2h

=
1
n

Pn
i=1 Ifxi�x+hg � 1

n

Pn
i=1 Ifxi�x�hg

2h

=

Pn
i=1 Ifxi�x+hg �

Pn
i=1 Ifxi�x�hg

2nh

=

Pn
i=1 Ifxi�x+hg � Ifxi�x�hg

2nh

=

Pn
i=1 Ifx�h<xi�x+hg

2nh

=

Pn
i=1 If�1<xi�x

h
�1g

2nh

=
1

2nh

nX
i=1

If�1<xi�x
h

�1g

=
1

nh

nX
i=1

1

2
If�1<xi�x

h
�1g (9)
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On pose

k (t) =
1

2
If�1<t�1g:

On peut écrire (9) sous la formule

f̂n(x) =
1

nh

nX
i=1

k

�
x� xi
h

�
: (10)

Alors K(t) = Ifjtj<1g tel que K est le noyau uniforme.

Dé�nition 2.2.2 Un estimateur à noyau de la densité f est une fonction dé�nie

par : (10) où h est un paramètre appelé paramètre de lissage, il dépend de n et il

véri�e "hn ! 0" lorsque "n ! 1", avec K est une densité de probabilité appelée

noyau, tel que véri�e les conditions suivantes

C(1) : K est une densité Z
R
K(t)dt = 1:

C(2) : K est carré intégrable Z
R
K2(t)dt <1:

C(3) : K est symétrique autour de zéro, c.à.d

K(t) = K(�t))
Z
R
tK(t)dt = 0, E(t) = 0:

C(4) : K possède un moment d�ordre 2 �ni, c.à.d

Z
R
t2K(t)dt <1, E(t2) <1:

C(5) : Z
R
t2 jK(t)j dt <1:
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Remarque 2.2.1 f̂n possède les mêmes propriétés de continuité et de di¤érentiabi-

lité que le noyau K,

Exemple 2.2.1 a) Si K est le noyau gaussien alors f admet des dérivées de tous

ordres.

b) Si K est une densité alors f̂nest une densité.

Preuve(b).

R
R f̂ndt =

R
R

1
nh

Pn
i=1K

�
x�xi
h

�
dt

= 1
nh

R
R
Pn

i=1K
�
x�xi
h

�
dt:

On pose

u =
x� xi
h

) hdu = dt;

donc R
R f̂ndt = 1

nh

R
R
Pn

i=1K (u)hdu

= 1
n

R
R
Pn

i=1K (u) du

= 1
n

Pn
i=1

R
RK (u) du:

De C(1); on trouve Z
R
f̂ndt = 1 , f̂n est une densité.
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2.2.1 Noyaux usuelles

Noyau crit�ere K(t)

Uniforme (rectangulaire) 1
2
It2[�1;1]

Triangulaire (1� jtj) It2[�1;1]

EpanechniKov 3
4
(1� t2) It2[�1;1]

biwEight 15
16
(1� t2)2 It2[�1;1]

GaussiEn 1p
2�
exp

�
�t2
2

�
It2R

TriwEight 35
32
(1� t2)3 It2[�1;1]

Tab. 2.1 � Noyaux classiques

La représentation graphique des quelques noyaux dé�nis ci-dessus est donnée par la

�gure (2:2) suivante

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0
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x

K
(x

)

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

Biweight

x

K
(x

)

4 2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Gaussien

x

K
(x

)

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Epanec hik o v

x

K
(x

)

4 2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

unif orme

x

K
(x

)

3 2 1 0 1 2 3

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

T riweight

x

K
(x

)

Fig. 2.2 �Courbes des noyaux.

2.2.2 Propriétés asymptotiques d�un estimateur à noyau

1. L�espérance mathématique de bfh(x) est
23
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E
� bfh(x)� = E

�
1
nh

Pn
i=1K

�
x�xi
h

��
= 1

nh

Pn
i=1E

�
K
�
x�xi
h

��
= 1

h
E
�
K
�
x�y
h

��
= 1

h

R
RK

�
x�y
h

�
f(y)dy:

Par changment de variables

�u = x� y
h

) y = x+ uh) dy = hdu;

Alors

E
� bfh(x)� = 1

h

R
RK (u) f(x+ uh)hdu

=
R
RK (u) f(x+ uh)du:

On utilise le développement deTaylor de f au voisinage de x à l�ordre 2:f (x+ uh) =

f (x) + uh
1!
f 0 (x) + u2h2

2!
f 00 (x) +O(h2);

alors

E
� bfh(x)� =

R
RK (u)

�
f (x) + uh

1
f 0 (x) + u2h2

2
f 00 (x) +O(h2)

�
du

=
R
RK (u) f (x) du+

R
RK (u)

uh
1
f 0 (x) du+

R
RK (u)

u2h2

2
f 00 (x) du+O(h2)

= f (x)
R
RK (u) du+

h
1
f 0 (x)

R
R uK (u) du+

h2

2

R
R f

00 (�)u2K (u) du+O(h2)

= f (x) + h2

2

R
R f

00 (x)u2K (u) du+O(h2):

Donc

E
� bfh(x)� = f (x) + h2

2

Z
R
f 00 (x)u2K (u) du+O(h2):

2. Le biais de bfh(x) est

biais
� bfh(x)� = E� bfh(x)�� f (x)
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On trouve :

biais
� bfh(x)� = f (x) + h2

2

Z
R
f 00 (x)u2K (u) du� f (x) +O(h2)

=
h2

2
f 00 (x)

Z
R
u2K (u) du+O(h2)

=
h2

2
f 00 (x)U2 (K) +O(h

2);

avec

U2 (K) =

Z
R
u2K (u) du:

Proposition 2.2.1 Si la densité f est bornée et f 00 existe et bornée. Sous (C (1) ; C (2) ; C (3) et C (4)),alors

���biais� bfh(x)���� = ����h22
Z
R
f 00 (�)u2K (u) du

���� , où � 2 [x; x+ uh]
� h2

2
jf 00 (�)j

Z
R
u2 jK (u)j du

� h2

2
sup
�
jf 00 (�)j

Z
R
u2 jK (u)j du;

on pose C1 = 1
2
sup
�
jf 00 (�)j

R
R u

2 jK (u)j du.

Alors ���biais� bfh(x)���� � C1h2: (11)
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3. La variance de bfh(x) est
var

� bfh(x)� = var 1

nh

nX
i=1

K

�
x� xi
h

�!

=
1

n2h2

nX
i=1

var

�
K

�
x� xi
h

��

=
1

n2h2

nX
i=1

"
E

 
K

�
x� xi
h

�2!
� E

�
K

�
x� xi
h

��2#

=
1

nh2

"
E

 
K

�
x� y
h

�2!
� E

�
K

�
x� y
h

��2#

=
1

nh2

Z
R
K

�
x� y
h

�2
f(y)dx� 1

nh2

�Z
R
K

�
x� y
h

�
f(y)dx

�2

on pose

�u = x� y
h

) y = x+ uh) dx = hdu;

ce trouve

var
� bfh(x)� = 1

nh

Z
R
K (u)2 f(x+ uh)du� 1

n

�Z
R
K (u) f(x+ uh)du

�2
:

En utilisant le développement de Taylor de f au voisinage de x à l�ordre 0 alors

var
� bfh(x)� = 1

nh

Z
R
K (u)2 [f(x) +O(1)] du� 1

n

�Z
R
K (u) [f(x) +O(1)] du

�2
=
1

nh

�Z
R
K (u)2 f(x)du+O(1)

�
� 1

n

�Z
R
K (u) f(x)du+O(1)

�2
=
f(x)

nh

Z
R
K (u)2 du+O(

1

nh
)� 1

n

�Z
R
K (u) f(x)du+O(1)

�2
=
f(x)

nh

Z
R
K (u)2 du+O(

1

nh
)�O( 1

n
)

=
f(x)

nh

Z
R
K (u)2 du+O(

1

nh
)

=
1

nh
f(x)R(K) +O(

1

nh
);
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avec R(K) =
R
RK (u)

2 du:

Proposition 2.2.2 Si la densité f est bornée et f 00 existe et bornée. Sous (C (1) ; C (2) ; C (3) ; C (4) et C (5)) ;

alors

var
� bfh(x)� � E� bfh(x)2�

=
1

nh2

Z
R
K2

�
x� y
h

�
dx

=
1

nh

Z
R
K2 (u) f(x+ uh)du

� 1

nh
sup
�
f(�)

Z
R
K2 (u) du

� C2
nh
;

avec C2 = sup
�
f(�)

R
RK

2 (u) du.

Remarque 2.2.2 On dit que l�estimateur bfh(x) est sans biais si
1. h! 0; biais( bfh(x))! 0; quand n!1:

2. nh!1; var
� bfh(x)�! 0; quand n!1

2.2.3 Erreur quadratique moyenne et intégrée

Erreur quadratique moyenne

MSE( bfh(x)) = biais2( bfh(x)) + var� bfh(x)�
=
h4

4
(f 00 (x))

2
U22 (K) +

1

nh
f(x)R(K) +O(

1

nh
) +O(h2):
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Notons par AMSE l�estimateur asymptotique deMSE

AMSE( bfh(x)) = h4

4
(f 00 (x))

2
U22 (K) +

1

nh
f(x)R(K):

Remarque 2.2.3 On déduit de (11) et (??) que le risque MSE de bfh(x) admet la
majoration suivante

MSE( bfh(x)) � C2
nh
+ (C1)

2 h4:

Donc

hopt =

�
C2
3C21

� 1
5

n
�1
5 :

On peut calculer la vitesse de convergence, en substituant l�expression de hopt dans

MSE( bfh(x)) que nous obtenons
MSE(f̂hopt(x)) � C3n

�4
5 avec C3 est une constante.

Donc la la vitesse de convergence de l�estimateur à noyau est n
�4
5 .

Remarque 2.2.4 la vitesse de convergence de l�estimateur à noyau est de n
�4
5 . Elle

est donc meilleure que la vitesse n
�2
3 obtenue par les histogrammes.
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Erreur quadratique moyenne intégrée

MISE
� bfh(x)� = Z

R
MSE( bfh(x))dx

=

Z
R
biais2( bfh(x))dx+ Z

R
var

� bfh(x)� dx
=

Z
R

�
h4

4
(f 00 (x))

2
U22 (K) +

1

nh
f(x)R(K) +O(

1

nh
) +O(h2)

�
dx

=
h4

4

Z
R
(f 00 (x))

2
dxU22 (K) +

1

nh

Z
R
f(x)dxR(K) +O(

1

nh
) +O(h2)

=
h4

4
R(f 00)U22 (K) +

1

nh
R(K) +O(

1

nh
) +O(h4):

Notons par AMISE l�estimateur asymptotique deMISE

AMISE
� bfh(x)� = h4

4
R(f 00)U22 (K) +

1

nh
R(K):
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2.2.4 Choix théorique de la fenêtre h

Choix de la fenêtre h optimale locale

hopt = arg
h
minAMSE( bfh(x)

)
d
�
AMSE( bfh(x))�

dh
= 0

) h3f 00(x)2U22 (K)�
1

nh2
f(x)R(K) = 0

) h3f 00(x)2U22 (K) =
1

nh2
f(x)R(K)

) h5 =
f(x)R(K)

f 00(x)2U22 (K)
n�1

) hopt =

�
f(x)R(K)

f 00(x)2U22 (K)

� 1
5

n
�1
5 :

Choix de la fenêtre h optimale globale

h�opt = arg
h
minAMISE( bfh(x))

)
d
�
AMISE( bfh(x))�

dh
= 0

) h3R(f 00)U22 (K)�
1

nh2
R(K) = 0

) h3R(f 00)U22 (K) =
1

nh2
R(K)

) h5 =
R(K)

R(f 00)U22 (K)
n�1

) h�opt =

�
R(K)

R(f 00)U22 (K)

� 1
5

n
�1
5 :

Remarque 2.2.5 Les deux variantes de fenêtres hoptet h�opt sont des choix théo-

riques, qui ne sont pas utilisables en pratique car ils dépendent des quantités incon-
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

nues f et f 00.

2.2.5 Choix du noyau

Pour désigner un noyau optimal dans l�estimation non paramétrique de la den-

sité, il su¢ t d�insérer la valeur du h�opt dans la AMISE
� bfh(x)�

AMISE
�
f̂h�opt(x)

�
=

(h�opt)
4

4
R(f 00)U22 (K) +

1

n(h�opt)
R(K)

= 1
4

�
R(K)

R(f 00)U22 (K)

� 4
5
n
�4
5 R(f 00)U22 (K) +

�
R(K)

R(f 00)U22 (K)

��1
5
n
�4
5 R(K)

=
1
4
R(K)

4
5R(f 00)

�4
5 U

�8
5
2 (K)n

�4
5 R(f 00)U22 (K)

+R(K)
�1
5 R(f 00)

1
5U

2
5
2 (K)n

�4
5 R(K)

= 1
4
R(K)

4
5R(f 00)

1
5U

2
5
2 (K)n

�4
5 +R(K)

4
5R(f 00)

1
5U

2
5
2 (K)n

�4
5

=
�
1
4
+ 1
� �
R(K)

4
5R(f 00)

1
5U

2
5
2 (K)n

�4
5

�
= 5

4

�
R(K)

4
5R(f 00)

1
5U

2
5
2 (K)n

�4
5

�
On minimise AMISE

�
f̂h�opt(x)

�
par rapport à K se donne

Kopt (t) =
3

4

�
1� t2

�
Ijtj�1:

Ce noyau s�appel noyau de l�Epanechinkov.

L�e¢ cacité relative d�un noyau

Nous pouvons donc considérer l�e¢ cacité d�un noyau K (notée E�(K)) quel-

conque en le comparant à Kopt puisque ce dernier minimise l�AMISE si h est choisi

de façon optimale, donc

E�(K) =
AMISE(Kopt)

AMISE(K)
=

�
U22 (Kopt)R

4(Kopt)

U22 (K)R
4(K)

� 1
5

� 1:
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noyau E�(K)

Epanechinkov 1

Quartique(biweight) 0:944

Triweight 0:987

Triangulaire 0:986

Gaussien 0:951

Uniforme 0:930

Tab. 2.2 � Quelques noyaux et leur e¢ cacités

2.3 Choix pratique du paramètre de lissage

Dans cette partie, Elles comparent plusieurs méthodes pour choisir le paramètre

de lissage pour plusieurs distributions di¤érentes.

1. Méthodes de validation croisée (Cross validation) (CV):

�Méthode validation croisée non biaisée (UCV).

�Méthode validation croisée biaisée (BCV).

�Méthode validation croisée par le maximum de vraisemblance (LCV).

2. Les méthodes Plug-in(ré-injection).

� Estimateur Rule of Thumb (règle de référence).

� Surlissage (Oversmoothing).

Toutes ces méthodes nous donnent un paramètre de lissage qui est optimal pour la

distribution à estimer, on va étudier la méthode suivante

2.3.1 Estimateur Rule of Thumb (règle de référence)

On a hopt et h�opt dépend des quantités inconnues (f , f
00
), donc pratiquement

n�est plus calculable. la méthode a été développée pour résoudre ce problème ; la
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règle de référence. C�est cette dernière qu�on va donner en détail dans la suite

Règle de référence à une loi normal

Silverman (1986) à proposer de se référer à une loi normale pour le calcul de

h�opt : soit (X1; :::; Xn) une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f ,

supposons que f appartient à une famille de distributions normales N (�; �2) alors

f(x) = 1
�
'
�
x��
�

�
avec

' (x) =
1p
2�
exp

�
�x

2

2

�
f 00(x) =

1

�3
'00
�
x� �
�

�
'00 (x) =

1p
2�

�
x2 � 1

�
exp

�
�x

2

2

�

La quantité inconnue R(f
00
) s�écrit alors

R(f
00
) =

R
R f

00
(x)2 dx

=
R
R

�
1
�3
'00
�
x��
�

��2
dx

= 1
�6

R
R

�
'00
�
x��
�

��2
dx:

On pose

y =
x� �
�

) dx = �dy;

alors

R(f
00
) =

1

�5

Z
R
'00 (y)2 dy;

on a

'00 (y) =
1p
2�

�
y2 � 1

�
exp

�
�y

2

2

�
:
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Donc

R(f
00
) = 1

�5

R
R

h
1p
2�
(y2 � 1) exp

�
�y2

2

�i2
dy

= 1
�5
p
2�

�R
R y

4 exp (�y2) dy +
R
R exp (�y

2) dy � 2
R
R y

2 exp (�y2) dy
�

= 1
�5
p
2�

�
�1
2

R
R y

2 exp (�y2) dy +
R
R exp (�y

2) dy
�
:

On pose

y =
vp
2
) dy =

1p
2
dv;

alors

R(f
00
) = 1

�5
p
2�

h
�1
2

R
R
v2

2
exp

�
�v2

2

�
1p
2
dv +

R
R exp

�
�v2

2

�
1p
2
dv
i

= 1
�5
p
2�

�
�1
4

p
� +

p
�
�

= 1
�58

p
�

Donc, l�expression du paramètre de lissage optimal devient

h�opt =

�
8
p
�R (K)

3�22 (K)

� 1
5

�̂n�
1
5 (2.1)

De plus si on utilise

� Un noyau gaussien

R (K) =

Z
R
K (x)2 dx

=

Z
R

�
1p
2�
exp

�
�x

2

2

��2
dx

=
1

2�

Z
R
exp

�
�x2

�
dx

=
1

2
p
�
;
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et

�22 (K) = 1:

alors

h�opt =

 
8
p
� 1
2
p
�

3

! 1
5

�̂n�
1
5

=

�
4

3

� 1
5

�̂n�
1
5

= 1:06�̂n�
1
5 :

� Un noyau d0epanechniKov

h�opt = 2:43�̂n
� 1
5 :

� Un noyau quartique

h�opt = 2:78�̂n
� 1
5 :

ou �̂2est la variance empirique (estimateur sans biais) de la variance �2de X,

�̂2 =
1

n� 1

nX
i=1

(Xi �X)2 :

�X =
1

n

nX
i=1

Xi:
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Chapitre 3

Simulation

On termine ce mémoire par une étude de simulation ; dont l�objectif est

de renforcer les notions que nous avons déjà énumérées dans le chapitre

précédent ( la grande in�uence de paramètre de lissage "h", l�importance du noyau

"K" et aussi celle de la taille de l�échantillon "n" ), utilisant le logiciel d�analyse

statistique R.

3.1 Plan de simulation

Dans cette section, nous avons présenté les résultats obtenus pour les di¤érents

jeux de données ainsi que pour di¤érentes valeurs de h strictement positives (h �xé ou

h varié), di¤érents noyaux K (noyau Gaussien et noyau d�Epanechnikov) et la taille

de l�échantillon (n �xé ou n varié). On suppose que l�on a observé un échantillon X1;

:::; Xn et f̂n l�estimateur à noyau de la densité donné par la formule

f̂n(x) =
1

nh

nX
i=1

K

�
Xi � x
h

�
:

Nous allons donc étudier les cas suivants
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Chapitre 3. Simulation

1. Paramètre de lissage h �xé, noyau normal et n varié.

2. Paramètre de lissage h �xé, noyau d�Epanechnikov et n varié.

3. Paramètre de lissage h varié, noyau normal et n �xé.

4. Paramètre de lissage h varié, noyau d�Epanechnikov et n �xé.

3.1.1 Paramètre de lissage h �xe, et n varié

Dans ce premier cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est �xé
�
h = n

�1
5

�
et

nous prenons di¤érentes valeurs de la taille de l�échantillon

(n = 50; n = 100; n = 500; n = 600; n = 900 et n = 1000), K est un noyau normal

(3:1)

Fig. 3.1 �Estimateur à noyau de la densité : h �xé, n varié et K noyau normal.

Dans ce deuxième cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est �xé
�
h = n

�1
5

�
et

nous prenons di¤érentes valeurs de la taille de l�échantillon
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Chapitre 3. Simulation

(n = 50; n = 100; n = 500; n = 600; n = 900 et n = 1000),K est un noyau d�Epanechnikov.(3:2)

Fig. 3.2 �Estimateur à noyau de la densité :h �xé, n varié et K noyau d�Epanech-
nikov.

Remarque 3.1.1 on voit que la courbe de l�estimateur f̂n se rapproche de la courbe

de la densité de probabilité f quand le nombre d�observation n augmente (n = 1000) :

3.1.2 Paramètre de lissage h varié, et n �xé

Dans ce premier cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est varié(h = 0:1 à 0:9)

et la valeur de la taille de l�échantillon (n = 1000),

K est un noyau normal (3:3)
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Fig. 3.3 �Estimateur à noyau de la densité :h varié,n �xé et K noyau gaussien.

Dans ce deuxième cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est varié(h = 0:1 à 0:9)

et la valeur de la taille de l�échantillon (n = 1000),K est un noyau d�Epanechnikov.(3:4)
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Fig. 3.4 �Estimateur à noyau de la densité :h varié,n �xé et K noyau d�Epanechni-
kov.

Remarque 3.1.2 On remarque que la valeur optimale pour h est h = 0; 4:
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3.1.3 Choix du noyau

1) Dans ce premie cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est �xé(h = 0:4) et

nous prenons di¤érentes valeurs de la taille de l�échantillon n = 1000, K est un

noyau normal(3:5) :

2) Dans ce deuxième cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est �xé(h = 0:4)

et nous prenons di¤érentes valeurs de la taille de l�échantillon n = 1000, K est

un noyau d�Epanechinkov(3:6) :

3) Dans ce troisième cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est �xé(h = 0:4) et

nous prenons di¤érentes valeurs de la taille de l�échantillon n = 1000, K est un

noyau Quartique(3:7) :

4) Dans ce quatrième cas, le paramètre de lissage ou la fenêtre h est �xé(h = 0:4)

et nous prenons di¤érentes valeurs de la taille de l�échantillon n = 1000, K est

un noyau Rectangulaire(3:8) :

Remarque 3.1.3 On remarque que le meilleur noyau est noyau d�epanechin-

kov.On remarque aussi, qu�il n�y a pas une grande d�e¤et signi�catif dans la di¤é-

rence des noyaux.
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Fig. 3.5 �Estimateur à noyau de la densité pour : K est un noyau normal.

Fig. 3.6 �Estimateur à noyau de la densité pour : K est un noyau d�Epanechinkov.
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Fig. 3.7 �Estimateur à noyau de la densité pour : K est un noyau Quartique.

Fig. 3.8 �Estimateur à noyau de la densité pour : K est un noyau Rectangulaire.
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Conclusion

En conclusion, l�estimation par la méthode de noyau a l�avantage d�obtenir

une densité continue (le noyau) à partir d�un suit de variable aléatoire, cette

méthode dépend du nombre d�observation n et de certain paramètre (paramètre de

lissage h et le noyau K).

Dans ce mémoire, j�ai mentionné plusieurs méthodes pour démonter l�importance

de paramètre de lissage sur la qualité de l�estimateur, mais j�ai concentré sur la

méthode du noyau (Rosenblatt en 1956, Parzen en 1962) à l�aide d�un langage de

programmation R pour comparé entre les résultats obtenus.

D�autre parte, il existe d�autres méthodes dont je n�ai pas discuté en raison de la

grande quantité d�information sur le sujet, par exemple la méthode d�estimation par

des séries orthogonales.
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Annexe A : Logiciel R

3.2 Qu�est-ce-que le langage R?

� Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique

utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques

aussi bien simples que complexes comme des modèles linéaires ou non linéaires, des

tests d�hypothèse, de la modélisation de séries chronologiques, de la classi�cation,

etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques très utiles et de qualité

professionnelle.

� R a été créé par Ross Ihaka et Robert Gentleman en 1993 à l�Université

d�Auckland, Nouvelle-Zélande, et est maintenant développé par la R Dévelopement

Core Team.

L�origine du nom du langage provient, d�une part, des initiales des prénoms des deux

auteurs (Ross Ihaka et Robert Gentleman) et, d�autre part, d�un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous

E(:) : Espérence mathématique:

var (:) : Variance mathématique.

biais(:) : Biais d�un estimateur.bfh (:) : Estimateur de la fonction de densité

X1; :::; Xn : Échantillon à n éléments

� : Espace des paramètres:

�̂n : Suite d�estimateurs

ISE (:) : Erreur quadratique intégrée

MSE (:) : Erreur moyenne quadratique

AMSE (:) : Erreur moyenne quadratique asymptotique

MISE (:) : Erreur moyenne quadratique intégrée

AMISE(:) : Erreur quadratique moyen intégré asymptotique

F (:) : Fonction de répartition

Fn(:) : Fonction de répartition empirique

F
0
(x) : Dérivée de lafonction de répartition

K(:) : Fonction de noyau.
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Annexe B : Abréviations et Notations

h : Paramètre de lissage

hopt : Fenêtre h optimale locale

h�opt : Fenêtre h optimale globale

E�(:) : E¢ cacité relative

Kopt : Noyau optimal

�̂2 : Variance empirique

�X : Moyenne empirique.
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Résumé :

       L’objectif de ce mémoire est d’étudier une des méthodes 

d’estimation non paramétrique pour l’obtention du meilleur 

estimateur possible d’une fonction de densité, qui est la méthode 

d’estimation à noyau, introduite en (1964) séparément par 

Nadaraya et Watson.

Mots-clés   :   Estimation non paramétrique, Densité de probabilité, estimateur

à noyau.

Abstract   :  

The objective of this memory is to study one of the 
nonparametric estimation for the obtaining of the best 

possible valuer of the density function, wich is the kernel 

method, introduced in (1964) separately by Nadaraya and Watson.

Key words : nonparametric estimation, probability density, kernel 

estimators.  

  ملخص   :

الهدف من هذه المذكرة هو دراسة أحد أساليب التقدير اللامعلمي للحصول على أفضل
( بشكل1964تقدير ممكن لدالة كثافة الاحتمال، التي هي طريقة النواة، قدمت في )

.منفصل من طرف نادارايا وواطسون

التقدير اللامعلمي، كثافة الاحتمال، مقدرات ذات نواة :الكلمات المفتاحية .


