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Introduction

Un systeme de controle du point de vu mathématique est un systéme dynamique dépendant d’un para-
meétre dynamique appelé le controle. Pour le modéliser, on peut avoir recours & des équations différen-
tielles, intégrables, fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles, stochastique, etc. Pour
cette raison la théorie du controle est a l'interconnexion de nombreux domaines mathématiques. Les

controles sont des fonctions ou des parameétres, habituellement soumis & des contraintes.

Notre objectif dans ce travail est I’étude d’un probléme de controle optimal stochastique. Nous abordons

le probléme de controle stochastique dont le but est de minimiser une fonction de cott J (u,) définie par

I =B | [ 1wt + glor)

ot X (T') est la solution prise au temps terminal 7' d’un systéme gouverné par I’équation différentielle

stochastique suivante

dﬂft =b (t, T, Ut) dt +o0o (t, Ty, 'LLt) dBt vVt € [0, T]
z(0) = zo € R™
La fonction de valeurs associée a ce probléme de controle est définie par V' (¢, X) = inf (¢, X, u.).
wel[0,T]
Il existe deux approches majeures pour aborder la résolution des problémes de controles, le principe du

maximum de Pontryagin et la programmation dynamique appelé aussi principe de Bellman.
Principe du maximum de Pontryagin : les premiers travaux sur le principe du maximum stochastique
a été fait par Kushner puis dans les années 1970, Haussmann a développé une version puissante du

principe du maximum stochastique et appliqué pour résoudre certains probléme importante dans le



Introduction

controle. Il fournit (principe du maximum) les condition nécessaires d’optimalité pour minimiser une
fonctionnelle cott J (u,) tout en utilisant ’approche de Lagrange en calcul des variation. La dérivée de la
fonctionnelle J (u,) par rapport a un certain parameétre de perturbation doit étre positive. Ceci entraine

que %;f“ > 0. Ce principe consiste & introduire un processus adjoint p (t) solution d’une certaine

équation différentielle stochastique rétrograde et d’une inégalité variationnelle.

Principe de la programmation dynamique : Le principe de la programmation dynamique de Bellman
permet de résoudre, au travers d’une équation aux dérivées partielles, appelé équation de Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB) , certain probléme analytiquement.

L’idée principale de la méthode de la programmation dynamique consiste a considérer une famille de
controles a différents états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions valeurs associées. L’équa-
tion de la programmation dynamique conduit & une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire
appelée équation d’Hamilton Jacobi-Bellman (HJB). Lorsque cette EDP peut étre résolue par ’obten-
tion explicite ou théorique d’une solution réguliére, le théoréme de vérification valide I'optimalité de ce

candidat, la solution de HJB permet aussi de caractériser un controle optimal.
Notre travail et s’organisé comme suit

Le premier chapitre : en fait un rappel sur des notions trés importantes en théorie de probabilité, nous
commencons par les processus stochastique et processus de Lévy, ensuite en passe & la définition du
mouvement Brownien. Nous abordons ensuite la notion d’intégrale stochastique et ses propriétés, a la

fin processus d’Ito et formule d’Ito6.

Le deuxieme chapitre : est consacre & une introduction au controle stochastique on indiquant égale-
ment des différentes classes de contréles stochastique en suit en passe a la solution forte de 1’équation

différentielles stochastique.

Le troisiéme chapitre : contient la partie essentielle de notre travaille, nous commence par donnée
une formulation de probléme, en suite en passe aux conditions nécessaires d’optimalité ou bien on dit
le principe du maximum de Pontryagin, finalement on s’intéresse au principe de la programmation

dynamique.



Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions nécessaire en théorie du calcul stochastique, nous
commencons par la définition de processus stochastique, processus de Lévy, mouvement Brownien, mar-

tingale, 'intégrale stochastique et EDS...ect.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Soit I un ensemble d’indices non vide, on appelle processus stochastique (ou fonction

aléatoire) une famille de variables aléatoire {X;,t € I} indexée par I.

Remarque 1.1.1 o Si I C N, on dit que le processus est a temps discret.
Si I C R, on dit que le processus est a temps continu.
o Pourw € Q) fize, t € I — X, (w) est une fonction & valeurs réelles appelée trajectoire du processus.

o Pourt el fire, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité (Q2, F,P) .

1.1.1 Filtration

Définition 1.1.2 Une filtration sur un espace de probabilité (2, F,IP) est une famille croissante (F)

de sous tribus tell que pou tout s <t on a Fs C Fy.
- La filtration naturelle d’une processus {X;,t € 1} est {]—"tX,t € I} tell que FX =0 (X;,0<i<t).

3



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

- Le quadruplet (Q, F, (ft)tzo ,JP’) est appelée un espace de probabilité filtré.
Définition 1.1.3 Un processus { X;,t € I} est dit adapte & une filtration {F;,t € I} si X; est F;—mesurable.

Définition 1.1.4 (Mesurable) Un processus (X;) est mesurable si ’application suivante (t,w) — X, (w)

de (Ry x Q,B(R;) ® F) est mesurable.

Définition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X,),.; est dit progressi-
vement mesurable par rapport a F si pour tout t € I Uapplication (s,w) — X, (w) est mesurable sur

[0,t] X Q muni de la tribu produit B([0,t]) @ F;.

Définition 1.1.6 (Processus a trajectoire continue) Un processus (X;) est a trajectoire continue

ou stmplement processus continue si
P{w et — X, (w) est continue}) = 1.

Définition 1.1.7 (Processus adapté) Un processus (X;),., est dit adapté par rapport & F; si pour

toutt € I, X; est F;—mesurable.

Définition 1.1.8 Le processus X est dit processus prévisible pour la filtration F; ou F;-prévisible s
Vit e N, X, est F; — mesurable.

Définition 1.1.9 (Modification d’une processus, Indistingubilité) - Soient X etY deux proces-
sus stochastique dans (Q, F,P), X est modification de Y si pour tout t > 0 les variables aléatoires

X (t) et Y (t) sont égales, c’est-a-dire
Vi>0, P(X({t)=Y(t)=1 P—p.s.
- X etY sont indistinguables si leurs trajectoires sont le méme P-p.s c’est-a-dire

P(X(H)=Y (t); t>0)=1.



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.1.10 (Processus cadlag) Un processus est dit cadlag (continu & droite, limité a gauche)

st ses trajectoires sont continues a droite pourvues de limite & gauche.

Définition 1.1.11 (Processus caglad) Un processus est dit caglad (continu & gauche, limité o droite)

st ses trajectoires sont continues a gauche pourvues de limite o droite.

Définition 1.1.12 (Accroissement stationnaire) Soit X un processus stochastique adapté a la fil-

tration F, On dit que

1. X est a accroissement indépendant, st pour tous s < t, la variable aléatoire X;— X, est indépendante
de FX =0 (X,,u<s).
2. X est aaccroissement stationnaire si la loi de variable aléatoire X; — X, pour s < t, ne dépend

quedet —s, X, — X, ~ X, ,— X, Vs<t.

1.1.2 Mouvement Brownien

Le Mouvement Brownien a été découvert en 1827 par le botaniste Robert Brown (1773-1858). C’est en
observant sous un microscope du pollen dispersé dans de I'’eau qu’il remarqua que les grains microsco-
piques le constituant étaient soumis a un mouvement continuel et irrégulier. Il crut, a I’époque qu’il
avait découvert << la molécule primitive >> responsable de la vie. Il s’apercut plus tard que I'on pouvait

observer ce méme phénomeéne avec toutes sortes de particules de taille suffisamment petite.

Définition 1.1.13 (Mouvement Brownien) On dit que le processus stochastique & valeur réelles

B (t) est un mouvement Brownien standard si
1. By=0.
2. Les trajectoires t — B (t) est continue P—P.S.

3. Pour 0<s<t B (t) — B(s) est mndépendante de la tribu o (B (w),u < s)

4. Yt > 0 la variable aléatoire B (t) suit la loi gaussienne centrée de variance t de densité

1
ex
V2 p< 2t



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.2 Intégrale stochastique

Définition 1.2.1 (Intégrale stochastique) L’intégrale stochastique est une intégrale de la forme

b
/Xsst

oua ethbe€ Ry, (Xy), est processus stochastique et (By),, est Mouvement Brownien.

Définition 1.2.2 (Bon processus) On dit que {0;,t > 0} est un bon processus, il est F-adapte, cadlag

et st Vit >0
t

E /Hsds < 00.
0

1.2.1 Propriétés d’intégrale stochastique

Proposition 1.2.1 1l y’a plusieurs propriétés sur l'intégrale stochastique les plus important sont
1. Linéaire : Soit X = (X;),5, et Y = (Yi),5, deuz bon processus, Va, 8 € R

t

/ (X, () + BY: () dBs () = a / X, (w)dB, (w) + 3 / Y, () dB, (w).

0

2. Additivité : Pour 0 < s <u <t<T

t
u t
/XudBu—/ XudBu—i—/XudBu.

3. Appartenance a I.” : Soit X = (X,),», un bon processus”et (B;),, est un mouvement Brownien
s%

E (X2) dt < oc

St~

alors pour tout t < T on a

]E/Xsst =0
0

6



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

2 t

t
E /XsdBS = /E (X2)ds
0

t
de plus le processus / X dB, est une martingale.
0

4. Centrage : Soit X = (X),5, un bon processus et (By),, est un mouvement Brownien

E /tXS(w)st(w) =0 et var /th(w)dBS(w) = ijf(w)ds

t
5. Le processus / X (w)dBs (w) est a trajectoires continue.
0
t
6. Le processus /XS (w)dBs (w) est adapté a Fr.
0

1.2.2 Processus d’Ito

Définition 1.2.3 Soient (Q,]—", (Ft) 0 ,IP’) un espace de probabilité muni d’une filtration, (Bi),s, est

un F; mouvement Brownien. On appelle X = <Xt)0§t§T processus d’Ité a valeur dans R tell que

t t

Vi<T X(t):Xo—I—/b(s)ds—i—/a(s)ds(s)dB(s) P—p.s

0 0

avec

1. Xog JFop—mesurable.

2. (b)ogtg et (0),_,., des processus adapté a F;.

b(s)|ds < oo P—p.s.

e~

lo(s)|ds < oo P —p.s.

/
/



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

On écrit généralement le processus d’It6 sous la forme différentielle

dX (t) = b(t)dt + o () dB (1)
XOZ.T

le processus b (s) s’appelle le dérivé (drift) du processus X et o (¢) s’appelle le coefficient de diffusion ou

volatilité.

Proposition 1.2.2 — La décomposition d’une processus d’Ité est unique, ce qui signifie que si, pour

toutt < T
X (t) = X (0) +/b(s)ds+/a(s)ds(s)dB(s) :X’(O)+/b’(s)ds+/a’(s)dB(s)
alors
X (0)=X(0) dP—p.s o(s)=0'(s) ds®@dP—pp =b(s)=0b'(s) ds®dP— p.p.

t t

— 81 (Xt)o<y<p €st une martingale de la forme X (t) = X (0) + /b (s)ds + /0 (s)dB(s) alors b(s)=0 d.

0 0

1.2.3 Formule d’Ito6

C’est un outil qui permet du calculer I'intégral différentiel.

Théoréme 1.2.1 (Premiére formule d’Ito) ’

Soit f une fonction de R dans R, de classe C? & dérivée bornée alors
/ ! 1 / "
FOEO) = £ @)+ [ £ X)X (9)+ 5 [ 1 (X (9)d(x. ), E8Y
0 0

ou par définition

d(X,X), = dX,dX; = o}dt

avec la table multiplication
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dt | dB,
d |0 |0
dB, | 0 | dt

TAB. 1.1 — Table Caption

alors la formule (1.1)) s’écrite sous la forme différentielle

& (X (1) = I (X (0)dX (1) + 5 " (X (1) d{X),
= F(X ()X (1) + 31" (X (1) ot

= (7O @bk (X 0)0?) de+ 1 (X (1) o

Théoréme 1.2.2 (Deuxiéme formule d’Itd) Soit f une fonction de RxR,, de classe C' par rapport

at de classe C* par rapport a X, on a

ou sous la forme différentielle

1d%f
2 dx?

df (t, X (1)) = df (¢, X (t))dt + % (t, X (1) dX (t) +

2 (1, (5)d (X),

Théoréme 1.2.3 (3" formule d’Itd) Soient X etY deux processus d’Ité issus de x et vy, soit f une

fonction de R? — R de classe C? a dérivées bornée, on a

Fx @Y=+ [ Leyoas [[Eoe e

3 | HEE YN, [ e e,




Chapitre 2

Formulation du probléme de controéle

optimal stochastique

La théorie du controle a été initialement développée dans le but d’obtenir des outils d’analyse et de
synthése des systémes de controle et de systéme dynamique (c’est a dire I’évolution du systéme au cours

du temps), cette grande théorie a de nombreuses applications en gestion et en fiance.

Dans ce chapitre, nous allons introduire les formulations du probléme de controle et on donne une

introduction aux équations différentielles stochastiques.

2.1 Introduction au controle stochastique

D’une maniére générale, un probléme de controle se construit par les caractéristiques suivantes

Etat du systéme : Soit un systéme dynamique caractérisé par son état a tout instant, le temps peut

étre continu ou bien discret. L’horizon (I'intervalle de variation du temps) peut étre fini ou infini.

L’état du systéme représente I’ensemble des variables quantitatives constituant une description totale

du systéme. On notera X; (w) I’état du systéme a 'instant .

Une fois I'état soit défini, il s’agit de décrire les lois d’évolution de cet état en fonction du temps.

L’application ¢ — X; décrit I’évolution du systeme.

Controle : La dynamique X; de I’état du systéme est influencée par un controle que nous modélisons

10



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

comme un processus u; dont la valeur peut étre décidée & tout instant ¢ en fonction des informations
disponibles a cet instant, c’est & dire que u; est adapté par rapport a une certaine filtration et prend ses

valeurs dans un espace de controle.

Définition 2.1.1 Soit (Q, F, (ft>t§0 ,IP’) un espace de probabilité filtré on appelle controle tout processus
u = (ut)te[o,t] adapté par rapport d une filtration, de carré intégrable et prend ses valeurs dans un borélien

A de R™.

2.1.1 Classe des controles stochastiques
Controéle admissible

On appelle controle admissible tout processus u = <ut)te[0,T] mesurable et F;-adapté a valeur dans un

borélien A de R™. Notant U,y ’ensemble de tout les controles admissibles.

Uug ={u:1[0,T] x Q2 — A, tel que u est mesurable et F; — adapté} .

Controle optimal

On dit que u* est un controle optimal ssi
J(u*) < J(u), Yu € Uy ([0,7]).

le but de cette controle est de minimiser la fonction de cotit J (u), sur un ensemble de controle admissible

U,q alors un contréle u* est optimal si

J(u*) = inf J(u).

u€Ugqq

11



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

Controle presque optimal

Pour tout € > 0, le controle u€ est dit presque optimale (ou e-optimal) si
Vu € Ugg: J (u) < J(u) + e

Controle feed-back

Soit u un controle F;—adapté et soit {ftX } la filtration naturelle engendrée par le processus X. On

>0

dit que u; est un controéle feed-back si u; est aussi adapté par rapport a la filtration {}"tX } >0 - On dit

aussi qu’un controle u est feed-back si et seulement si u dépend de X.

Arrét optimal

Généralement, dans les modéles de controles en finance, I’horizon du probléme est fixé, soit infini. Il existe
de nombreuses applications ot le controleur a aussi la probabilité de décider ’horizon de son objectif.
La décision de stopper le processus est modélisée par un temps d’arrét et le probléme d’optimisation est
appelé probléme d’arrét optimal. Dans la formulation générale de tels problémes. Le controle est existe

constitué du couple controle temps d’arrét (u (.),7) est la fonctionnelle & optimiser s’écrit

E /f(t,X(t),u(t))dt+h(X(T))

Remarque 2.1.1 Les classes de controle exposé ci-dessus n’est bien entendu pas exhaustive. il existe

nombreuz autres classes de controle (Controle relaxé , Controle ergodique et Controle risk-sensitive...).

2.2 Equation différentielles stochastique

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité complet, on donne B un mouvement Brownien sur cet espace.
On considere également un variable aléatoire X de carrée intégrable et indépendant du mouvement

Brownien. Soit 7" un réel strictement positive. On considére deux fonctions b : [0,7] x R™ et ¢ : [0, T] X

12



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

R" — R™*? qui sont mesurable.
Définition 2.2.1 Une équation différentielles stochastique (EDS) est une équation de la forme

dXt =b (t, Xt) dt +o (t, Xt) dBt
XO =X

ol sous forme intégral

t t
Xt:Xo+/b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)st, vt >0
0 0

o {By;t > 0} est un mouvement Brownien. Le coefficient b(t, X;) est appelé dérive et le coefficient

o (t, X;) est appelé terme de diffusion.

2.2.1 Solution forte de I’équation différentielles stochastique

Définition 2.2.2 Une solution fort de l’équation (2.1)) est un processus X = {x;,t € [0.T]} continu qui

est Fy-adapté tel que
¢ t
1. Pour tout t > 0, les intégrales / b(s,xs)ds et /O’ (s, Xs)dBs sont bien définies, c’est-a-dire
0

0

¢
t

/ b (s,2,)ds|” < oo et [ |o (s, X,)|?dB, < .
0

0

2. (Xy),t >0 vérifie (2.1])

t

t
Xt::UO—{—/b(s,xs)ds—i-/a(s,XS)st.
0
0

On va citer maintenant des inégalités qu’'on va les utilises.

13



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

Lemme 2.2.1 (Lemme de Gronwall) Soit g : [0,7] — R une fonction continue tel que pour t > 0

t
g(t) < a++b/ g (s)ds.
0
Alors pour tout t >0 : g (t) < aexp (bt).

1 1
Proposition 2.2.1 (Inégalité de Holder) — Soit p et ¢ deux nombres conjugués (— +-= 1) avec
P q

pgelloof, X €L etY €L alors XY € L' et | XY, < [ X, Y],

— Pour p = q = 2, on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwartz
1 1
E[XY] < [E[|X]]]? [B[Y]]]*.

2.2.2 Existence et unicité

Le théoréme suivant donne les conditions sur b et ¢ sous les quelles on peut avoir un résultat d’existence

et d’unicité de la solution de I’équation (2.1)) .

Théoréme 2.2.1 Soient b et o deux fonctions continues. On suppose qu’il existe une constante K < oo

telle que pour tout t € [0,T], xz,y dans R™

1. Condition de Lipchitz
b(t,2) =b(t,y)| +lo(t,x) —ot,y) < Kz —y|.
2. Condition de croissance linéaire
b(t,2)] = o (t,2)] < K (14 [z]).

3. E(X?) < co.

Alors pour tout t > 0, l’équation (2.1) admet une solution unique dans l'intervalle [0,T]. D’autre part

14



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

la solution (X;)y< < vérifie :

E ( sup | Xi|* < oo)

0<t<T

Preuve. On définit I'espace S? comme suit :

Les processus progressivement mesurables tel que [E ( sup \Xt|2) < 0o continue
0<t<T

52 =

C

2
muni de la norme : || X|| =E ({ sup \Xt\z] < +00
0<t<T
pour X € S2, posons pour tout t € [0, 7]
t t
U (X)) —Xg—l—/b(s,Xs)ds—i-/a(s,Xs)st
0 0

le processus W est bien définie est continue si X € S2.

Soient X et Y deux éléments de S?, on utilisant le fait que (a+b) < 2a? + 2b%, on a pour tout
0<t<u<T

2

W (X,) — 0 ()2 = / (b(s, X.) — b(s,Ys)) ds + / (0(5,X,) — 0 (5.Y2)) dB,

2
+2

2
<2

/0 (b(s, X.) — b(s,Y.)) ds / (0/(5,X,) — 0 (5.Y2)) dB,

2
+ 2 sup

0<t<u

2

< 2 sup
0<t<u

/0 (b (s, X.) — b(s,Y) ds / (0(5.X.) — 0 (5,Y.)) dB,

par I'inégalité de Doob

2

sup
0<t<u

E{sup ]\If(XQ—\If(YQf] < 2K

0<t<u

/0 (b(s, X,) — b(s,Y,))ds

2

+ sup
0<t<u

/(; (U (SaXs) — 0 (S,Y:g)) dBS

en utilise les propriétés de l'intégrale stochastique, on obtient

(

E| sup |\P<Xt>—\1f<yt>\2] < 9B

0<t<u

/0 C(b(s, X.) — b(s.Y.)) ds

>2+4E (/0“\0(8,)(8) —a(s,ys),?ds)]

15



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

I'inégalité de Holder nous donne alors la majoration

B | sup 19060 - )| <28 |7 ([T 060 - p(s. v as) + 48 ([l 60— 0 s 0 Pas )|

0<t<u

comme les fonctions b et o sont Lipchitzienne, alors

? { up 11 (%)~ WQ] < 2TE [/ K?|X, - Ysﬁds} 1 8E U K2|X, - Ysm}
0 0

0<t<u

< 2TK’E [/ ]XS—YSFds}JrSKQE U |X5—YS\2ds}
0 0

<2K*(T+4)E {/ | X _Y9|2d8:|
0
on pose C' = 2K? (T + 4), alors

B | sup [0(%) ~ ¥ 00| < 0B | [ 1x.- Vi)

0<t<u

< CE {sup / | X — Ys|2d3] : (2.2)
0

0<t<s

Maintenant on va montrer que la fonction ¥ (X) € S2. Notant ¥ (0) le processus nul

U (0) :X—i—/otb(s,O)ds—i—/ota(s,O)st

alors

t 2

¢
b(s,0)ds + / o (s,0)dB;
0

W (0)f < '“/o

et comme (a + b)* < 2 (a® + b?), on a, pour tout 0 <t < T

/Otb(s,()) ds
/Otb(s,O) ds

2 2

1@ (0)]* <3|X|°+3 +3

t
/ o (s,0)dBs
0
2

+ sup
0<t<T

2

t
/ o (s,0)dB
0

<3 [ sup |X|* 4 sup
0<t<T 0<t<T

16



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

alors

B sup 9 0]

0<t<T
2

+ sup
0<t<T

2

<3E | sup |X|>+ sup

0<t<T 0<t<T

t
/ o (s,0)dB;s
0

/Otb(s,O) ds

on utilise 'inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et o

E [ sup | (O)F] <3 (E[|X[’] + T2K* + 4K>T)
0<t<T
et d’une autre part, l'inégalité (2.2)) donc ce qui suite

E { sup |W (X;) — \IJ(O)|2} < CE Uou sup | X, —0|2ds]

0<t<T 0<t<s

< C’/ E [sup |XS|2] ds
0

0<t<s

donc

E l sup |\11(Xt)|2] <E [ sup yxp(oﬂ +C/OUE [Sup \Xﬂ ds

0<t<T 0<t<T 0<t<s
alors ¥ (X) € S? des que le processus X € 52

On définit alors par récurrence une suite de processus de S? en posant
X'=0 et X" =¥ (X") pourtoutn >0

on montrer que la suite (X"™) converge vers une limite qui représente la solution de I'EDS ([2.1)) pour
2 .
cela nous allons majorer sup |X1ZHl - X ‘ et montrer que la série de terme générale X" — X7 est

0<t<T
uniformément convergence sur [0, 7], alors on a

X = X = | x) - e (xpY)|

17



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

En utilisant la condition de Lipchitz, on obtient

E | sup |XIZ”L+1 — th‘z] =E [ sup “I’ (X{) — v (X:LI)‘Q]

0<t<T 0<t<T

T
§2K2(T+4)E[/ sup |Xt”—Xt”‘1\2dsl}
0

0<t<s1
< C/ [ sup X” thlf] ds;

U<t<51

et par récurrence on a

T ps1 ps2 Sp—1
E { sup | X! —Xt"ﬂ < C”/ / / / E{ sup |X§}2} dsp...dssds,
0<t<T 0 JO 0 0 0<t<sn

donc on trouve que

crr
E { sup |X"+1 Xfﬂ < E { sup |X1} ]
0<t<T n! 0<t<T
ce qui signifie que
C'VLT’VZ
n!

E [ sup ‘Xf“ - Xt”ﬂ <L
0<t<T

avec L est la majorant de E [ sup ]thﬂ , il résulte de cette derniére inégalité que
0<t<T

b ey b
(el 1)< ()
0<t<T n!

(CT)?
B <VL N

alors

sup | X, — X7

0<t<T

en sommant sur n, il vient

<\/—ZCT3

L2 n>0

2

n>0

sup ‘Xt"H — X”
0<t<T

<X

Lt n>0

sup } Xn-‘rl Xn
0<t<T

1
alors la série Z sup |X P = X7 ’ converge P — p.s et donc P — p.s X" converge uniformément sur

>00 t<T

[0, T] vers un processus continue. De plus X € S2.

18



Chapitre 2. Formulation du probléme de controle optimal stochastique

On vérifier que X est solution de 'EDS ([2.1) en passant & limite dans la définition

X = lim (X™) = Tim @ (X") = w (lim X") = ¥ (X).

n—oo n—oo n—oo

Si X; et Y; deux solution de ’EDS avec les conditions initiales respectivement dans Xo = X et Yy =Y,
on pose f(t)=b(t,X,) —o(t,Y) et g(t)=b (t,X,) — 0o (t,Y;) alors
2

t t
E[|Xt—Yt\2] =K [X—Y+/ f(s)ds—/g(s)dBS]
0 0
comme (a + b+ ¢)* < 3(a®+ %+ ¢2), alors
t 2 t 2
E [| X, —Yt\g] <3E|X -Y|*+3E [/ f(s)ds} + 3E [/ g(s)dBS}
0 0
et d’apres 'inégalité de Cauchy Schwartz et le propriété d’Isométrie de 'intégrale stochastique
t t
E[|X, - Y] <3E[|X —Y[’] +3tE [/ f(s)? ds} +3E [/ g9(s)? ds]
0 0
et comme b et o sont Lipchitziennes, alors
t
B[|X, — Yi] <3E[(X —Y)?] +3(1+)C?E V X, — V| ds]
0
lemme de Gronwall donne

E[|X;, - Yi[)] <3E[(X -Y)*|exp{3(1+1¢)C%}

alors X; =Y; P — p.s, ce qui montre I'unicité. m

19



Chapitre 3

Principe du maximum et programmation

dynamique

Dans ce chapitre nous présenterons des méthodes de résolution tell que il ya deux méthode de réso-
lution de problémes de controle optimal stochastique : le principe du maximum de Pontryagin et la

programmation dynamique.

L’objectif des deux méthodes de résolution est minimiser (ou maximiser) sur I’ensemble des controles

une fonctionnelle J.

3.1 Formulation de probléme

Soit (Q, F o (Ft) im0 ,]P’) un espace filtré tel que (F;) satisfaisant aux condition habituelles. Soit (B;),

un mouvement Brownien dans R, on a I’équation différentielle stochastique d’état

dl‘t =b (t, Ty, ut) dt +o (t, T, Ut) dBt vVt € [O, T] (3 1)

X():.T
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

avec

b(t,x(t),u(t):[0,T] x R x U — R"

o(t,z(t),u(t)):[0,T] x R* x U — R™,
1. Condition de croissance linéaire
b (t, z,u)| + |o (t,z,u)] < M (1+ |x]). (3.2)
2. Condition de Lipshitz globale telle qu’il existe une constante L > 0; telle que
|b(t,x,u) —b(t,y,u)|+ |o(t,x,u) — o (t,y,u)| < L|x —1y]. (3.3)

sous les conditions(3.2)et([3.3)), 'équation (3.1)) admet une solution unique pour condition initiale donnée.

On considére la fonction de cott

1@ =B [[ Feranis+ o). (3.4)

ou B = E"* est Popérateur espérance conditionnelle sachant z; = z et f: [0, T]xR"xU — R, g : R" —

R, sont des fonctions mesurable. On suppose que
2
| (2, w)| + g (2)] < M (1 +[z])
pour une constante M la condition de croissance quadratique implique que J est bien définie.

Hypothéses H;
1. Les dérivées by,by,04,00u,fz,[u €t g, sont continues en (x,u) et uniformément bornee.

2. b,o et f sont bornées par M (1 + |z|+ |u|) et g est bornée par K (1 + |z|) tel que : M > 0 et
K >0.

sous les conditions précédentes, le probléme de controle admet un contréle optimal.

21



Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

3.1.1 Formulation du probléme du contréle optimal stochastique
Formulation forte

Définition 3.1.1 Un contréle u. est dit admissible et (x_,u.) une paire admissible si :

1. uw €U[0,T].
2. xy est l'unique solution de ['équation (3.1) et vérifie les éventuelles contraintes imposées.

8. f(t,x(t),u(t) e Lx(0,T,R) et g(zx;) € Ly (% R).

On note U,y [0, T] l’ensemble de tout les controles admissibles.

Notre probléme de controle optimal stochastique sous la formulation faible peut étre énoncé comme

suite

Probléme 3.1.1 (FF) : ((Minimiser (3.4) sur Uuq[0,T]))

L objectif est trouver u* € U,q [0,T] tel que

Jw)= inf J(u). (3.5)

u.€UE[0,T)

Alors u* sera appelé contréle optimal. Et le probléme est dit fini si le membre de droite de (3.5)) est fini.

Formulation faible

Dans la formulation fort I’espace filtré et le mouvement Brownien sont tous fixé, dans certaines situations
il sera pratique on nécessaire de faire varier (Q, FAF} =0 ,IP’) ainsi que B; et u; les considérer comme

les parties du controle.

Définition 3.1.2 Un 6—uplets m = (Q, F, {f}tzo P, B, u) est appelé un controle admissible ( au sens
faible ) et (z.,u.) un couple admissible ( au sens faible ) s’il satisfaisant les condition suivantes
1. (Q, FAF}is0 ,IP’) est un espace de probabilité filtré satisfaisant les condition habituelles.

2. {Bi},5¢ est un mouvement Brownien standard définie sur (Q,F, {Fliso ,P).
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

8. u. est un processus {F},5, —adapte sur (€2, F,P) a valeur dans U.
4. x_ est la solution de Uéquation (B.1)) sur (€, F, {Flso ,P).
5. Les contraintes éventuelles sur x; sont satisfaites.

6. f(,z,u)€ LE0,T,R)etg(zr) € Ly (% R). LE(0,T,R) et Ly, (4 R) sont définies sur (0 F A{F} o0

associé au 6—upltets .

L’ensemble de toute les controle admissible sous la formulation faible est noté par U, ({ 410, 77.

Notre probléme de controle optimale stochastique sous la formulation faible peut étre énoncé comme

suite

Probléme 3.1.2 <<Mim’miser B4) sur U/, [O,T]>>

Lobjectif est de trouver m* € Ucfd [0, T s’l existe tel que

J(m) = if J(r).

TrGU({d[O,T]

Remarque 3.1.1 On s’intérésse a l’existence du controle optimal dans le cas de la formulation fort.

3.2 Principe du maximum stochastique

Dans cette section, nous étudions les conditions nécessaires d’optimalité sous la forme d’un principe du

maximum, on va utiliser la méthode de perturbations convexes du contréle optimal.

Nous allons maintenant nous munir d’outils nécessaires pour énoncer notre principe du maximum.

3.2.1 Hamiltonien et équation adjoint

L’Hamiltonien associé a notre probleme de controle, noté H telle que

H:0,T|xR"xUx LR") x L(R™) —-R

H (t, 24, ug, pr, qe) := [t 2, u) 4+ pib (8, 20, 1) + 0 (L, 24, ug) -
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Soit u;y un controle optimal et soit x; la trajectoire optimale correspondant. Ensuite, nous considérons

un couple (py, ¢;) des processus adaptés de carrés intégrables associés a (z*, u*).

[’équation adjointe est une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire donnée sous la forme
dpy = — [fo (t, 27, u)) + pibs (8, 27, u)) + qoy (8, 7, uy)] dt + ¢d By
pr = gz (27)

en utilisant la définition du Hamiltonien, nous obtenons 1’équation adjoint suivante

dp, = —H, (t, %7, 0}, py, t) dt + d By (3.6)

Condition nécessaire d’optimalité

Pour trouver les conditions nécessaire d’optimalité on se donne un contréle optimal «* minimisant le
cotut J sur U,y et soit x; la trajectoire optimale c’est a dire la solution de I’équation d’état associée a

*
uy.

Théoréme 3.2.1 Soit u* un controle optimal, alors il existe un processus adapté (p,q;) qui est la

solution unique de ’EDSR (3.6)) tell que

H, (t,z;,uf,pe,qr) (vp—uy) >0 P—ps Vo €U

Estimation de solution

On perturbe le controle u; a I'aide du controle uf défini comme suit

u; =uy +evy, €€][0,1].

Par définition u§ est un processus mesurable et F;-adapté a valeurs dans A, donc uj € Ugg.
On note par z{ la solution de (3.1]) et par J (uf) la fonction cott associée au ui. Notre objectif est

I'estimation des solution z} et xf, on se base sur le lemme suivant
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Lemme 3.2.1 Soient z} et x5 les solutions de (3.1) associées respectivement a u; et u§ alors on a

E( sup |25 — 2 | <cé
t€[0,T

Preuve. Par hypothese on a

t t
m::q;_|_/b(S,{L‘:,U:)dS—f—/O'(S,JZZ,U:)st
0

0

t t
x;:x+/b(s,xg,ug)ds—l—/a(s,x;,u;)st
0 0

alors

t t
25— ot = / b (s, 2%, uS) — b(s,a% u?)] ds + / 0/ (5,25, 45) — o (s, 2%, u")] dB,

t t
en ajoutant et en retranchant le terme / b(s,x%,ul)ds et / o (s, 2%, us) dBs, on trouve
0 0

t ¢
Ty —xf = / [0 (s, 5, ug) — b (s, 7%, ug)] ds +/ [b(s, x5, us) — b(s, w3, u)] ds
0 0
¢ ¢
+/ [0 (s,25,us) — o (s, 2%, ul)] dBy +/ [0 (s, 2%, uS) — o (s, 2%, u)] dB;
0 0
en passant aux espérances et comme (a 4 b)* < 2 (a2 + b?) alors
¢ ¢
E ’l’; - $I|2 S 4/ E‘b<sax§7u§) - b(S,.ﬁE:,U,Z)‘QdS +4/ E|b(s>$:7u§) - 5(3755:,“:”2 ds
0 0
¢ ¢
+4/ Elo(s,z5,us) — U(S,$:,u§)|2d8 +4/ Elo (s, 2%, us) — a(s,xz,u2)|2ds
0 0

puis que b et o sont lipchitzienne en x et en u, on a :

t t
E[xi—xff§8/E\xi—xf|2ds+8/E\uf—uffds
0 0
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et par passage au sup sur [0, 77, on obtient

t
<s[B
0

E

sup |z§ — |
te€[0,7

sup |z§ — |
te€[0,7

t
ds+8/E
0

2
sup |uj —uf|”| ds
t€[0,T]

puisque u = u} + ev, alors

t€[0,T

t
E | sup |z§ — | < 8/E sup |zf — z7|?| ds + M
t€[0,T] 0 t€[0,T7]
ou
t
My = 862/ E | sup |vs|*] ds
0 t€[0,T]
t
comme E / sup |vs|2 ds| < 0o, on obtient que Mf < N.€%, ce ci implique que
0

E ds + Ne2.

sup |z§ — 27’
t€[0,T

t
sup \xi—l’ﬂQ] 38/E
t€[0,T) 0

En appliquant le lemme de Gronwall on obtient le résultat

E( sup |25 — 2 | <cé
te[0,7

Linéarisation de I’équation d’état

On introduit I’équation variationnelle suivante

dyt = [bx <t7x;7uzﬁ) Yt + bU (t,x;‘,u;‘) Ut] dt + [O.CE (tjffauf) Yt + 0oy (taxiau:)vt] dBt (3 7)

Yo=10

avec y est la solution unique de 1’équation (3.7)) .
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Posons

€ *
Fe_xt_:ct
¢ =

— Yt (3.8)

€

on veut approcher I'f par une forme linéarisée de 1’équation (3.1)), pour cela nous avons le lemme suivant

Lemme 3.2.2 On considére x; et x§ les trajectoires associées respectivement a uy et u; on a

2
=0.

hmE

e—0

_yt

€

Preuve. En dérive I'y, on obtient

1
dly = = [dx§ — dx}] — dy,
€

en remplagant dxf, dzf et dy, par leurs valeurs, ceci que nous donne

1 1
dry = - [b(t, zy,up) — b (t,xf, uf)] dt + - o (t, xy,up) — o (¢, x], u;)] dB; (3.9)

- [bﬂﬂ (t7$:7u:>yt +bu (t7x:7u:)vt] dt — [UI (taxrau:)yt_'_gu (taxrau:) Ut] dBt

par le développement de Taylor avec reste intégrale aux points (z,u) a 'ordre 1 des fonctions b (¢, x4, u;)

et o (t, x4, u;), on a

1
bt g ) = bty f) = [ [ (6t 0 (= ) 5 0 (uf = ) (o — 7)) 9
0

T / bu (b 4+ 0 (2% — ) i+ 0 (uf — 7)) (sl — )]
0

et

0<t7$§7u§) _U(t7$r7u:‘f) - [Uw (tv‘r;ﬁk +9(I§ _‘T;ﬁk)ﬂu;‘k +‘9(u§ _u:)) (I; _*T:‘,k)] do

o — _

+ [ lou(t,z; + 0 (x§ —xF) ,uf + 0 (uf — uf)) (uf — uy)] do

O\H
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en remplagant ces deux inégalités dans (3.9)), on obtient

1

1
ars = 1 / bu (o p + 0§ — ) + 0 (uf — ) (af — )] dB|

€

0
1
| [ i 0 = )i+ 0 = ) (a = ) 9
0

) -
—I—% /Uxta:t+9 xy —xf) ,up + 6 (uf —uy)) (xf —x7)|df | dB,

L0 _
—l—% /O‘u (t,xf +0 (x5 — 7)), uf + 0 (u§ — uf)) (uf — uy)] do| dB;

0 _

— [b (t, 27, uf) ye + by (t, 27, uf) v dt — [0, (8, x5, u)) yp + 04 (t, 27, uf) ve] dBy

en remplacant ¢ — x; = €. (I'S + ;) et u — u} = €.v; et en passe & I’espérance carrées on a
t t t t t

t 1 2

E |05 <M/ / s,xs + 0 (x5 — %), us + Oevy) I'SdO| ds
0

—i—M/ / (s,x% +0 (x5 — %), us + Oevs) I'dl| ds +1°

ol [ est donne par

2

by (s, 2% + 0 (x5 — x%) ,ul + Oev) — by (s, 2%, us)| ysdf| ds

) ,37

2

[by (s, 2% + 0 (x5 — x%) ,ul + Oevs) — by (s, 2%, us)| vsdB| ds

Y 57

2

[0z (5,25 + 0 (25 — %), ul + Oevs) — 0, (s, 2%, ul)| ysdf| ds

)8y s

+
=
—
=
T — e T o—

—l—M/E/ (s, 40 (x5 — x%) ,ul + evs) — oy (s, 25, uy)| vedf| ds
0
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puis que b, et o, sont continue et avec passage a limite quand e tend vers 0, on obtient lim/¢ = 0. Comme

e—0

b, et o, sont bornées, alors on a

t
E D5 < 2Mc/E|r§|2ds + 1€
0

en appliquant I'inégalité de Gronwall on obtient le résultat. m
Lemme 3.2.3 Sous I’hypothése (H1), on a

lim J (ut>

e—0

T
=E /f:c tory,ug) ye + fu (L, xt,ut)vt)dt—{—gz(:(:T)yT
0

Preuve. Comme g, f sont de classe C!, alors pour presque tout ¢ il existe € (w) € [0, 1] tel que

T
Dt | [0 ) ) d g (1) — g0 05) (3.10)

e—0 € e—0¢€
0

en remplacant = — x} = € (I'{ + y;) et uf — uj = ev; on a

1

T
lirr(l)J(ut) — J (i) = hr%— E / / [fo (t,xf +0e (T + ye) ,uy + Oevy) € (T 4+ )] dO | dit
€— € e—0€

0

T /1
+B / /[fu (t, 2+ 0c (TS + 1) , ul + Oevy) ev,] dO | di
0 \0

1

+ B | [ g (55 + 0 (T5 + yr)) e (T + yr)] df

0

finalement

(fr (t7x>tk=u:) Y + fu (t7x>tk=u:) Ut) dt+gr (CL‘}) Yr

<
=
-
5
I
=
D\ﬂ
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Preuve. (Théoréme 3.2.1)

Comme u; est optimal alors
J (ug) = J (u)

€

>0

d’aprés cette inégalité et lemme 3.2.3 précédent, on obtient

T

/ (o (t ) g+ fu (b tod) o) dt + go () yr| >0
0

en appliquant la formule d’intégration par parties d’It6 & (p;q;), on obtient :

d (peyr) = pedys + yedpe + d (p, y),

= pi[(be (25, 07) Yo+ bu (627, wg) v) dt + (0 (8 2, u7) Yo + 0w (L 27, 07) 0r) d By

oy [= (o (G2, u) 4 bo (827, up) pe+ 00 (8,27, 07) 1) dE + gid By

+ @ fow (627, up) ye + ou (8 27, up) v dt

+ o, (27, up) qyedt + o (t, 27, up) qrupdt

= —fo (6, ), uf) yedt + by (¢, 27, uf) prodt + o (£, 27, w7) rovdt + quyed By

+ o, (t,x},uy) pryed By + o, (t, ), uy) progd By

d’ou

T

T T
DYt = PoYo —/f (t, oz}, u; ytdt+/bu (t,zy, uy ptvtdt‘i‘/au (t,zy, up) quudt
0 0

T T
/C]tytdBt + /U:c t l}»“,: ptytdBt + /Uu t l}»“,: ptvtdBt
0 0

en passant a l’espérance

T T

T
E[py:] = E /f (t,z},uy ytdt—i-/bu t,xy,uy) tvtdt—i-/au (t, z}, uy) g dt
0 0 0
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

avec le condition pr = g, (), on trouve

T T
E[g. (z7) ye] = /fx t,x;, uy) ytdt—{—/bu (t,x}, uy ptvtdt+/au (t,zy, uy) grogdt
0 0
donc
T T T
0<E /fx (t, xf, uf) vedt + /bu (t,x}, uy) podt + /am (t, xf, up) quedt
0 0 0
c’est-a-dire
T
OSE /Hu(tux:au:7pt7Qt)(/Ut_u;tk)dt
0
m

3.3 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique ou le principe de Bellman est I'un des fondamentals prin-

cipes dans la théorie de controle optimal stochastique ou déterministe.

Le but de cette méthode est la minimisation de

v(t,r) = IILIGISE {/t f(s,xs,us)ds + g (xr) (3.11)

ce qui est appelé la fonction valeur du probléme(3.1]) et (3.4])

3.3.1 Principe de Bellman

Théoréme 3.3.1 Soit (t,x) € [0,T] x R™ donnée, alors pour tout h € [0,T — t] nous avons
v(t,x) = in(f}E [/ f(s,xs,us)ds+ v (t+ h,zi1p) (3.12)
ue t

Preuve. Soit h > 0, on considére par uf = u* (s, x) le controle optimal pour le probleme (3.1 et (3.4))
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

sur l'intervalle de temps [¢,T] & partir du point z;,, ie :

T (t+ Ry Tesn, uiyy) = v (t+ hy Topn)

maintenant, nous considérons

u(s,x) si s € [t,t + hj

I
Il

u* (s, x) st s € [t+h,T]

pour un controle quelconque u.
Par définition de v (¢, x) et en utilisant (3.4) on obtient
t+h T
v(ta) <7 (o) =B | [ () ds + f(s,xs,u:>ds+g<asT>]
t t+h

h t,x
par 'unicite de la solution de ’EDS . nous avons pour s >t + h, zb xH ‘et alors

— [ [ ’ t+h, ifh t+h AN
J(t,z,u) =E t f(s,m4,us)ds + t+hf S, Ts ds+g

- pt+h T
=E / f (s, x5, us)ds + E [ f(s,xs,ul)ds+ g (zr) /mifh”
¢ t+h

=E / f (s, zs,us) d8+v(t+hxt+h):|

donc nous obtenons

v (t,x) <E[/ f (s, w4, us) ds+v(t+hxt+h)}

on obtient I’égalité si u = u*, ce qui prouve (3.12) m

3.3.2 Equation de Hamilton Jacobi Bellman(HJB)

Soit H : [0,7] x R x R™ x R™4 — R, définie par
T 1 T
H(t,ZIZ,T,p,A):b(t,ZE,U) p+§TT [O-O- (t,[L’,U)A} +f(t,.l’,U)
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

nous avons aussi présenter £, le deuxiéme opérateur de command linéaire associé au processus x;, t > 0

comme suite

1
L% (t,2) = b(t,z,u)" D (t,2) + STr [00” (t,2,u) Dy (1 2)]

ou D,, D?_ désigne le gradient et le Hessien par rapport a la variable .

Lemme 3.3.1 Supposons que la fonction de valeur v € C%?([0,T],R) et f(.,.,u) continue en (t,x)

alors pour tout u € U

_% (t,z) — gellf] (L% (t,z) 4+ f (t,2,u)] = 0.

Preuve. D’aprés la formule d’Ito6

ov

t+h t+h
v(t+h,xn) =v(t,T)+ / (E + L'“v) (s,25%) ds + / Du (s, xim)T o (s, 25", u) dB
t t

en prenant l’espérance :

Elv(t+hzeun)] =0t x)+E Vtm (% + £“v> (s,2%7) ds] :

Par (3.11)) nous avons

t+h
osal[ (o) o)

par passage a la limite quand h tend vers a zéro nous obtenons

0< %(t,x)—l—ﬁ“v(t,x)—i—f(t,x,u)

ceci étant valable pour tout u € U, on a alors

v , u
5 = —irel(f] (L (t,x) + f (t,x,u)] <0 (3.15)
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

maintenant on suppose que u* € U et en utilisant la méme procédure ci-dessus, nous concluons que

v

— (t,x) — L v (t,z) — f (t,z,u) =0

ce qui combiné avec (3.15]) prouve que v satisfait

—% (t,x) — HellfJ (L (t,x) + f(t,z,u)] =0, V(t,z)€[0,T] xR
comme
~ 9 ) — L0 (1 a) — f (bru) =~ (@) — inf (£ (L2) + f (¢, 0)
5 (0@ v(t,x 2yu) 2 =2 (t,2) — inf [ (¢ 2 LT, U
et
ov u
_E(tax)_‘c v(t,w)—f(t,:z:,u):()
donc
ov , "
~%5 (t,x) _irellf} (L (t,z) + f(t,x,u)] =0
m

Théoréme de vérification

Dans cette section, on s’intéresse a citer des conditions suffisantes qui nous permet de conclure que la

solution de I’équation coincide avec la fonction de valeur.

Proposition 3.3.1 Soit

T
v(t,z) = infE l/ f(s,2b ug)ds+g (z3°) |, (t,z) €[0,T] x R"
t

uelU

alors v doit résoudre

_% (t,x) — inf [L% (t,z) + f (t,z,u)] =0, V(t,x)€[0,T] x R"

uelU

v(t,x)=g(x), xeR"
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

ol

1
Ll (t,z) =b(t,z,u)" Dyp(t,z) + §T7“ loo™ (t,2,u) D2p

de plus si pour (t,z), u*(t,z) est un point de minimum sur A de inf [—L"v (t,z) —

uelU

{u* (s,2%) ,t < s < T} est un controle optimal feedback, ow

det =b(zfu* (s,2%)) + o (xf,u* (s,2%))dBs, t<s<T

s

*

Ty = T.

(t, 93)} )

f(t,z,u)] alors

Proposition 3.3.2 Il eziste une constante C > 0 (dépondant de T') tell que pour tout s, t € [0,T] et

z,y € R"

o t.2) = v (s, ) < C (Jt= sl + e —y).

Preuve.

1. En notant que linf; a; — inf; b;| < sup, |a; — bil, alors

v (t,x) —v(s,y)l =

T
<omp (B [ |7 (1) = 5 () ds B [l () — o (52)])

uelU

par la condition de Lipschitz sur f et g, en déduit que

T
o(ta) o (s.)| =sup B [ fat -t s+ B ot - a3}
t

uelU

- T
5gﬁ[lif@x?ﬂwd8+g®$ﬂ‘ﬂ§ﬁ[11f@

|

xt7y

Y s 7

w)ds + g (x;y)] ‘

<Ol [ e ol =) s+ (07— 1)

<Clor—yl.

2. Soit 0 <t < s < T, d’apres le principe de la programmation dynamique avec t + h = s, on a

v(t,z) = infE {/ f(s,zp,up) dr + v (s,257)
¢

uelU
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d’ou

v (t,x) —v(s,z)| =

inf B [/f (s, xr,up) dr 40 (s5,257) — v (s, w)] '

uelU

SsupE/ If (s, 2, u, |d7“+supE‘v s azi“’) —U(S,:L‘)‘

uelU uelU

comme f est bornée et d’apres 'inégalité précédente, on en déduit que

v (t,2) = v (s,2)] < C (s — t) + supl |z, — ]
uelU

N

<C(s—t)+C(s—1)2 <C'(s—t).

Théoréme 3.3.2 Soit W une fonction de classe C? ((0,T),R") N C ([0, T],R"™). Supposons que f et

g sont a croissance quadratique, c’est-a-dire
|f (8, w)| + g (2)] < M (1+|a?)

pour tout (t,x,u) € [0,T] x R" x U
1. Supposons que W (T,.) < g et

aa—vf +H (t,z, W (t,z), D,W (t,x), Dy W (t,z)) >0 (3.16)

sur [0,T] x R™ alors W < wv sur [0,T] x R™.

2. Supposons en outre que W (T,.) = g et il existe un minimisant u* (t,z) de L (t,x) + f (t,x,u),

de telle sorte que

0= 8(;/;/ (t,x) + H(t,x,W (t,z), D,W (t,x), DyuW (t,))

oW

5 (t, x)+£“ (o)) W(t,z)+ f(t,z,u)
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

alors W = v sur [0,T] x R".
Théoréme 3.3.3 (Théoréme de vérification) Soit W € C? ((0,T),R™)NC° ([0, T],R™) on suppose
que [ et g sont a croissance quadratique.

1. Supposons que W (T,.) < g et

%_VZ+H(t 2, W (t,x), D,W (t,2) , Dy W (t,2)) = 0

sur [0,T] x R™, alors W < v sur [0,T] x R™.

2. Supposons en outre que W (T, .) = g et il existe un minimisant u* (t,z) de L' (t,x) + [ (t,x,u),

tell que
ow

o (t2) + LW (1 2) + f (¢ 2,u) = 0.

St l’équation différentielle stochastique
drs =b(s,z5,u” (t,x))ds + o (s, x5, u* (t,z)) dB;

admet une solution unique pour chaque donnée initiale xo = x et processus u* (s,x) de controle,

alors W = v et u*est un processus de controle Markovien optimal.

Preuve.

1. La fonction W € C*2 ([0, T],R™) N C([0,7],R"), pour tout 0 <t < s < T et par le lemme d’It6

nous obtenons
W(t,xﬁ"”) :/ <aa_vf+£w ) r xtz dT+/D W ( T, ?I’ur) dB,
t

) r o

le processus / D W (t,z5") o (r, xL", u,) est une martingale, en prenant ’espérance
t,x ° aW u t,x
]E(W(s,xs’ )):W(t,w)+E E—FETW (r,:cr’)dr
t
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

puisque W satisfait (3.16)), alors on trouve

O () + LW () 4 ] (8 0,) 20, VueU

d’ou
B (W (s,0%)) = W (t,2) — [/f ]

comme W est continue sur [0,7] x R™, en faisant tendre s vers T

E[g(z3")] > W (t,z) — E MTf (r, 2", u,) dr]

et donc W (t,z) < v (t,x) sur [0,7] x R".

2. Notons par %* la solution de 'EDS

dis =b(s,Ts,u* (t,x))ds + o (s,Ts,u* (t,x))dBs, Vs>t

i‘o =T
et en appliquant la formule d’Ttd & W (s, £4%) , on trouve

%_I;/( ) + L () (r, 25" dr

»rr

B[W (s,87)] = W (t,2) + B [/

par définition de u* (t,z) on a

oW

v — Loy W(t,z) — f(x,u* (t,x)) =0

d’ou

B[W (s,7)] = W (t,2) — E { £ (@t (7)) dr

r o
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Chapitre 3. Principe du maximum et programmation dynamique

en faisant tendre s vers 1", on obtient ainsi

W (t,z) =E U (@ () dr + g (357)

= J(t,z,u")

ou uf = u*(s,75") avec I'état correspondant Z. Donc 1/ (t,z) = J (t,z,u*) > v (t,z) et finale-

ment w = v avec u* comme controle optimal Markovien.

Théoréme 3.3.4 On suppose que

3C >0/ ool (t,z,u)€>ClEP Y (tz,u) € [0,T] x R* x U
U est compact
b,o et f sont dans C**((0,T),R")

geC(R")
alors l'équation d’HJB (3.15)) avec le conditionv (t,z) = g (z) a une solution uniquev € C»? ((0,T) ,R").

Preuve. Voir fleming et Rischel [2] m
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-dessous :

(Q,F,P) . Espace de probabilité.

(Ft) =0 . Filtration.

(Q F,(F) t>0, ) . Espace de probabilité filtré.
(B

()0 : Mouvement Brownien.
551 . si et selement si
P—np.s : Presque surement pour la mesure de probabilite P.
EDS . Equation différentielle stochastique.
Uaa [0.7] : L’ensemnle des controles admissibles
J(u(.)) : La fonction de cotit minimiser dans le cas sans contrainte..
U : Processus de controle.
u* . Controle optimal.
u€ . Controle perturbé
H(t,x,u,p,q) :  Hamiltonien du probléme de contréle optimale.
HJB . Equation Hamilton-Jacobi-Bellman.
(e, @) : Les processus adjoints.
v (s,x) : Fonction de valeur.
Lo
A : Un borélien de R".
min :  Minimisation.
1€ . Cest-a-dire.
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4 Resume I

Dans ce travail, nous étudions le probleme de contréle optimal
stochastique. Notre objectif principal dans ce travail est trouver les
condition nécessaires d’optimalité, tel qu’il existe généralement deux
méthode de résolution de ce problémes le principe du maximum de
Pontryagin et la programmation dynamique de Bellman , impliquant un
processus adjoint et la fonction de valeur respectivement.

N /
4 Shitract N

In this work, we study the stochastic optimal control problem. Our main

objective in this work is to find the necessary conditions of optimality
such that there are generally two methods of solving this problem the
principle of the maximum of Pontryagin and the dynamic programming
of Bellman, involving an assistant process and the function of value

. /

4 ol N
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