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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le modèle stochastique et ses application dans le

domaine Biologie.

En Biologie beaucoup de questions restent à ce jour, en suspens et en tant que scientifique

cet état de fait m’interpelé et attirer mon attention.

C’est un domaine que je n’ai jamais exploité pouvant apporter un plus à ma formation et

acquérir aussi de nouvelles compétences. Il représente un défi intellectuel.

Ce pas vers l’inconnu m’a incité à choisir ce sujet. Qui plus est pour analyser et comprendre

des phénomènes biologiques, une approche mathématique est souvent souhaitable.

La modélisation est un outil de plus en plus utilisé en Ecologie, Agronomie et en Biologie

moléculaire, donc il est très important pour les doctorants et post-doctorants en sciences

de la vie. Pour cela, nous présenterons des exemples dans des domaines d’applications

variés.

Dans ce mémoire ce compose trois chapitre :

- Le premier chapitre, on présente des rappels sur le calcul stochastique (définitions,

généralité de processus stochastique "tribu, filtration, martingale, espérance condition-

nelle, loi gaussienne, mouvement brownien", formule d’Itô,..., etc). On parlait aussi sur les

équations différentielles stochastiques (EDS), l’existante et l’unicité de sa solution.

Le but de ce chapitre est de présenter brièvement les résultats de processus stochastique

dont nous aurons besoin dans la suite du ce travail.

- Le second chapitre on a présenté premièrement la définition de la chaîne de Markov
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Introduction

dans la biologie, et on parlait aussi sur le processus de Poisson,

- Le troisième chapitre on se consacre l’étude de processus de naissance et de mort et

processus stochastique associes à la mutation de la bactérie, en suit on conclure se travail

par une application d’équations différentielles stochastiques, en Oncologie.
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Chapitre 1

Introduction aux calcul Stochastique

.

On va s’intéresser à des phénomènes qui dépend du temps t. Ce qui est connu à la date t

est rassemblé dans une tribu Ft, c’est l’information à la date t.

Dans la suite (Ω,F ,P) est un espace de probabilités. Tout au long de ce chapitre, on se

réfère aux : ([1],[3],[6], [8] et [9]).

1.1 Tribu

Soit Ω est un ensemble, Un élément ω ∈ Ω est appelé une éventualité.

Définition 1.1.1 Tribu (ou algebra en Anglais) sur Ω est une famille F de sous en-

semble de Ω tell que :

i) Ω ∈ F .

ii) A ∈ F ⇒ AC ∈ F (stabilité par passage au complémentaire).

iii) (An)n∈ N ⊂ F ⇒
(⋃
n∈N

An

)
⊂ F (stabilité par réunion dénombrable).

Exemple 1.1.1 1) F = {Ω, φ} est une tribu la plus petite (tribu trivial).

2) F = {P (Ω)} est une tribu la plus grande (tribu grossière).

3) F = B (R) est une tribu borélienne.

3



Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

Proposition 1.1.1 1) Toute intersection des tribus (
⋂
n∈N

F) sur Ω est une tribu sur Ω.

2) La réunion des tribus sur Ω n’est pas forcement une tribu sur Ω.

Définition 1.1.2 L’espace (Ω,F) est dit un espace mesurable si et seulement si F est

une tribu sur Ω.

Définition 1.1.3 Une probabilité P sur (Ω,F) est une application de (Ω,F) dans ([0, 1],B

[0, 1]) tel que :

i) P (Ω) = 1.

ii) Si (Ai)i∈Nest une famille dénombrable d’ensembles deux à deux disjoint (c’est-à-

dire Ai ∩ Aj = φ si i 6= j), alors :

P

(⋃
i∈N

Ai

)
=
∑
i∈N

P (Ai) .

1.2 Filtration

Définition 1.2.1 Une filtration (Ft)t≥0 est une famille croissante de sous tribus de F ,

c’est-à-dire, telle que Fs ⊂ Ft ⊂ F pour tout s ≤ t.

Définition 1.2.2 (Filtration naturelle) La filtration naturelle d’un processus stochas-

tique X = {Xt, t ≥ 0}, notée FX , est la famille croissante de tribus engendrées par

{Xs, 0 ≤ s ≤ t}, t ≥ 0 , c’est-à-dire :

FX =
{
FXt = σ({Xs, 0 ≤ s ≤ t}), t ≥ 0

}
.

Définition 1.2.3 (Ω,F , (Ft)t≥0,P) le quadruplet est appelé la base stochastique (où l’es-

pace de probabilité filtré).

Définition 1.2.4 Un espace de probabilité (Ω,F ,P) muni de la filtration (Ft)t≥0 est sa-

tisfait les conditions habituelles si :
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Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

i) Les ensemble négligeable sont contenu dans F0.

ii) La filtration est continue à droite i.e : Ft = F+
t tels que F+

t =
⋂
s≥ t

Fs.

1.3 Processus stochastique

Définition 1.3.1 Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de

variable aléatoire. X = (Xt)t∈T , définie sur un même espace de probabilité (Ω,F ,P) à

valeurs dans un espace mesurable (E, ζ), et indexée par un paramètre t appartenant un

ensemble T ⊂ R+.

X : T× Ω→ E

(t, ω)→ Xt (ω)

Remarque 1.3.1 Si on a T = N correspond aux processus à temps discret,

T = R+ ou [0, 1] pour les processus à temps continue.

Définition 1.3.2 (Trajectoires d’un processus) Les fonctions t→ Xt(ω) sont appelées

les trajectoires du processus stochastique.

Définition 1.3.3 (Processus mesurable) Un processus (Xt)t∈T est dit mesurable si,

l’application :

X : (T× Ω)→ B (T)×F

(t, ω)→ Xt (ω)

est mesurable.

Définition 1.3.4 (Processus adapté) Un processus stochastique (Xt)t∈T est adapté par

rapport à la filtration (Ft)t≥0 si Xt est Ft -mesurable pour tout t.

Définition 1.3.5 (Processus continue) On dit qu’un processus X = (Xt)t∈R+ est conti-

nue si les trajectoires t→ Xt(ω) sont continues pour presque tout ω.

Définition 1.3.6 (Modification et Indistinguable) Soient (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0 deux pro-

cessus stochastiques définie sur un même espace (Ω,F ,P) on a:

5



Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

i) X est une modification (ou une version) de Y si : pour tout t ≥ 0, les variables Xt et

Yt sont égales :

P− p.s, ∀t P (Xt = Yt) = 1.

ii) X et Y sont indistinguables si P− p.s, les trajectoires de X et Y sont les mêmes i.e :

P(Xt = Yt , ∀t ≥ 0) = 1.

Définition 1.3.7 (Processus croissant) Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est un processus

croissant si X0 = 0 et t → Xt est une fonction croissant c’est -à-dire Xt ≤ Xs, ∀t ≤ s,

P− p.s : sauf mention du contraire, les processus croissant sont pris continus à droite.

Définition 1.3.8 Soit (Xt)t≥0 un processus stochastiques :

1) Pour 0 ≤ s ≤ t, les variables aléatoires Xt − Xs sont appelées des accroissements du

processus (Xt)t≥0.

2) Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est à accroissements indépendants si pour toute suite 0 ≺

t1 ≺ . . . ≺ tn , les variables aléatoires Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1 sont indépendantes.

3) Un processus X = (Xt, t ∈ R+) est à accroissements stationnaire si, la distribution de

la variable Xt+s −Xt ne dépend pas de t. En d’autre terme pour tout t ≥ 0, h ≥ 0 la loi

de Xt+h −Xt est égale à la loi de Xs −X0.

4) Un processus X = (Xt, t ∈ R+) est gaussien si, pour tous t0 ≺ t1 ≺ . . . ≺ tn,

(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) est un vecteur gaussien à valeurs dans Rn.

Définition 1.3.9 (Processus Gaussien) Un processus stochastique X = (Xt)t∈R+est

un processus Gaussien ssi ∀n ≥ 1 : ∀t0, t1, . . . , tn ∈ R+,∀a0, a1, . . . , an :

n∑
i=1

aiti = 1 est

un v.a Gaussien.

6



Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

1.4 Martingale

Définition 1.4.1 Soient un processus (Mt)t∈ T définie sur un espace filtré (Ω,F , (Ft)t∈ T,P)

est une Ft-martingale si :

1- Mt est Ft-adapté, pour tout t.

2- Mt ∈ L1(Ω), (i.e : E( |Mt|) < +∞,∀t).

3- E [Mt | Fs] = Ms pour tout s ≤ t.

Une sur-martingale et une sous-martingale sont des processus qui vérifient les deux pre-

miers propriétés et pour tout s ≤ t respectivement :

E [Mt | Fs] ≤Ms et E [Mt | Fs] ≥Ms.

Proposition 1.4.1 Si M est une martingale alors : E[Mt] = E[M0], ∀t ≤ T.

Preuve. On a pour tout t ≤ T :

E[Mt] = E[E (Mt | F0)] = E [M0] .

D’où la réponse.

Proposition 1.4.2 Soit M une F-martingale et Φ : R→ R une fonction convexe mesu-

rable, si Φ(M) est intégrable, alors Φ(M) une sous-martingale.

Proposition 1.4.3 Soit M une F-martingale de carré intégrable (i.e : E[M2
t ] ≺ ∞, pour

tout t ), alors pour s ≤ t on a,

E[(Mt −Ms)
2 | Fs] = E[M2

t −M2
s | Fs].

1.5 Espérance conditionnelle

Ici (Ω,F ,P) est un espace de probabilité complet, (Voir [6]).
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Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

Définition 1.5.1 (Probabilité conditionnelle) La probabilité conditionnelle de A sa-

chant B est P (A | B) = PB (A) = P(A∩B)
P(B)

où P (B) 6= 0.

1.5.1 Espérance conditionnelle par rapport à une tribu

Soit X est une v.a.r (intégrable) définie sur (Ω,F ,P) et G une sous-tribu de F .

Définition 1.5.2 L’espérance conditionnelle E [X | G] de X quand G est l’unique variable

aléatoire :

i) G-mesurable,

ii)
∫
B

E [X | G] dP =

∫
B

XdP ; ∀B ∈ G. C’est aussi l’unique variable G-mesurable telle

que :

E (E [X | G]Y ) = E(XY ).

Pour tout variable Y , G-mesurable bornée. Il en résulte que si X est de carré intégrable.

E(X | G) est la projection de X sur l’espace des variables aléatoires G mesurables, de carré

intégrable, c’est-à-dire la variable aléatoire G- mesurable qui minimise E[(X − Y )2] parmi

les v.a. Y,G- mesurables.

1.5.2 Espérance conditionnelle par rapport à une variable

On définit l’espérance conditionnelle d’une variable X (intégrable) par rapport à Y comme

étant l’espérance conditionnelle de X par rapport à la tribu σ(Y ) : On la note E(X | Y ).

C’est une variable mesurable par rapport à la tribu engendrée par Y , donc c’est une

fonction de Y : Il existe de Ψ : R dans R borélienne telle que E(X | Y ) = Ψ(Y ).

Définition 1.5.3 L’espérance conditionnelle E(X | Y ) est caractérisée par la :

i) variable σ(Y ) mesurable.

ii)
∫
A

E [X | G] dP =

∫
A

XdP , ∀A ∈ σ(Y ). La deuxième propriété est équivalente :

E[E(X | G) Ψ(Y )] = E [X Ψ(Y )] ,

8



Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

pour tout fonction borélienne bornée, et pour tout B ∈ G :

∫
Y ∈B

E [X | G] dP =

∫
Y ∈B

XdP.

Propriété 1.5.1 de l’espérance conditionnelle Soient X et Y deux v.a et G1 et G2

sous-tribus de F tel que : G2 ⊆ G1, on a :

1) (Linéarité) ∀a, b ∈ R alors : E[a X + b Y | G] = a E[X | G] + b E[Y | G].

2) (Croissance) Si X ≤ Y , alors : E [X | G] ≤ E [Y | G] .

3) Si X est G-mesurable, alors : E [X | G] = X.

4) E[E (X | G)] = E[X].

5) E[E (X | G1) | G2] = E[E (X | G2) | G1] = E[X | G2].

6) Si X est indépendant de G, E[X | G] = E[X].

7) Si Y est G-mesurable et bornée, alors : E[XY | G] = Y E[X | G].

8) (Inégalité de Jensen) Si Φ convexe et mesurable, E[Ψ(X) | G] ≥ Ψ(E[X | G]).

9) Si X une v.a telle que X ∈ Lp(Ω,F ,P), ∀p ≥ 1, alors : ‖E (X | G)‖Lp
(Ω,F,P)

≤ ‖X‖Lp
(Ω,F,P)

.

1.6 Loi Normale (Gaussienne)

Dans tout ce qui suit, (Ω,F ,P) désigne un espace de probabilité complet.

Définition 1.6.1 On dit qu’une v.a.r, X est une variable aléatoire gaussienne ou normale

de paramètres (m,σ2), (m ∈ R, σ ∈ R∗+) si sa fonction de densité est donnée par :

f (t) =
1√

2πσ2
exp

(
−(t−m)2

2σ2

)
, ∀t ∈ R.

Dans ce cas, sa loi FX est donnée par :

∀A ∈ B (R) , FX (A) =

∫
A

fX (x) dx,

9



Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

et on note :

X ∼ N
(
m,σ2

)
,

Si m = 0 et σ2 = 1, alors X ∼ N (0, 1) est centré réduit où sa fonction de densité de

probabilité et positive est donnée par :

f (t) =
1√
2π

exp

(
−(t)2

2

)
, ∀t ∈ R.

Fig. 1.1 — La loi normale centrée réduit X ∼ N (0, 1)

Si m = 0 le vecteur X est dit centré.

Remarque 1.6.1 Lorsque σ = 0, X est une variable constante i.e X = m, P− p.s.

Proposition 1.6.1 Une variable aléatoire X de loi N (m,σ2) a pour :

- Esperance : E[X] = m.

- Variance : var [X] = σ2.

- Fonction caractéristique : ϕX(t) = exp( imt−σ
2t2

2
),∀t ∈ R.

Proposition 1.6.2 Soient N1 ∼ N (m1, σ
2
1) et N2 ∼ N (m2, σ

2
2) sont indépendantes,

10



Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

alors :

N1 +N2 ∼ N (m1 +m2, σ
2
1 + σ2

2).

1.6.1 Théorème central limite

Soient (Xn)n∈N une suite de variable aléatoire indépendante identiquement distribuée de

carré intégrable. On note E (X) = m, var (X) = σ2.

Définition 1.6.2 On définit pour tout n ∈ N∗, la variable aléatoire

Zn =
√
n

(
Xt1 +Xt2 + . . .+Xtn

n
−m

)
.

Alors, (Zn)n∈N∗ converge en loi vers la loi normale, où si Z suit cette loi

P (Zn ≤ x)
n→+∞→ P (Z ≤ x) pour tout x ∈ R,

de façon équivalente la suite des fonctions caractéristique (ϕZn)n∈N∗ converge vers ϕZ pour

tout t ∈ R,

ϕZn (t) = E (exp (itZn))→ E (exp (itZ)) = ϕZ (t) ,

ϕZ (t) = exp
(
−σ2t2

2

)
, ce résulta est la base de la construction d′intervalles de confiance

asymptotique.

lim
n→∞

P
(
Xt1 +Xt2 + . . .+Xtn

n
∈
[
m− σ1, 96√

n
,m+ σ

1, 96√
n

])
≥ 0, 95.

1.6.2 Vecteur Gaussien

Définition 1.6.3 X = (X1, X2, . . . , Xn) est un vecteur aléatoire Gaussien si toutes les

combinaisons linéaires de ses composantes sont Gaussiennes i.e :

∀a1, . . . , an ∈ R,
n∑
i=0

aiXi est une v.a.r, gaussienne.
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Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

Proposition 1.6.3 Si le vecteur (X1, X2) est Gaussien, les v.a X1 et X2 sont indépen-

dantes si et seulement si cov(X1, X2) = 0.

On note : X t matrice transposé.

Définition 1.6.4 Un vecteur aléatoire X à valeur dans Rn est dit Gaussien si toute les

combinaisons linéaires de ses composantes est une variable aléatoire Gaussien si

X = (X1, X2, . . . , Xn)t est un vecteur Gaussien, on définit son vecteur moyenne E[X]

par E[X] = (E(X1), . . . ,E(Xn))t = µ et sa matrice de variance-covariance var(X) par

var(X) = E((X − E(X))(X − E(X))) =
∑

.

Elle admet comme densité la fonction f, où f ∈ F (Rn,R) définie par :

f(x) = f(x1, . . . , xn) =
1

n
√

2π
√

det
∑ exp

{
−1

2
(x− µ)t

−1∑
(x− µ)

}
, ∀x ∈ Rn.

Propriété 1.6.1 d’un vecteur aléatoire

i) La linéarité : Soit (Xi)1≤i≤n n-variable aléatoire tel que chaque Xi suit la loi normale

de moyenne µi et de variance σ2
i , ∼ (N (µi, σ

2
i )).

En utilisant la règle des combinaisons linéaires pour n-variables aléatoires normale, on

retrouve :
n∑
i=1

N (µi, σ
2
i ) = N (

n∑
i=1

αiµi,
n∑
i=1

αiσ
2
i ).

Preuve. X = (X1, X2, . . . , Xn) où X1, X2, . . . , Xn sont des variables aléatoires réelles

Xi ∼ N (µi, σ
2
i ) :

ϕ n∑
i=1

αiµi

(x) = E

[
exp jx

n∑
i=1

αiµi

]
=

n∏
i=1

E [exp jxαiµi] =

n∏
i=1

ϕµi (αix)

=

n∏
i=1

exp

(
jxαiµi −

α2
iσ

2
i

2

)

= exp

{
jx

n∑
i=1

αiµi −
n∑
i=1

αiσ
2
i

2

}
.

12
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Donc,
n∑
i=1

αiµi = N (

n∑
i=1

αiµi,

n∑
i=1

α2
iσ

2
i ).

D’où le résultat.

ii) L’indépendence : Si les (Xi)1≤i≤ n sont indépendantes, alors la matrice de variance-

covariance est une matrice diagonale de la forme :

∑
(x) =



σ2
1 0 . . . 0

0 σ2
2 · · · ...

... . . .
. . . 0

0 . . . 0 σ2
n


.

Propriété 1.6.2 En notant dans ce cas E[X] = (E(X1), . . . , E(Xn))t, la densité de pro-

babilité s’écrit, alors :

f(x) = f(x1, . . . , xn)

=
1

n
√

2π
n∏
i=1

σi

exp

{
−1

2

n∑
i=1

(
xi − µi

2

)2
}
,∀x ∈ Rn.

1.7 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulières du pollen en sus-

pension dans un liquide, ce mouvement aléatoire, dû aux chocs successifs entre le pollen

et les molécules du liquide, entraine la dispersion ou la diffusion du pollen dans le liquide.

Il a été observé pour la première fois en 1827 par le botaniste Robert Brown. (Voir

[7]).

Définition 1.7.1 On appelle mouvement Brownien standard est un processus stochastique

W à valeurs réelles tel que :

1. P− p.s, t→ Wt(ω) est continue pour tout ω.
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2. Pour 0 ≤ s ≤ t,Wt−Ws est indépendant de la tribu σ {Wu, u ≤ s} et de loi Gaussienne

centrée de variance t− s.

3. W0 = 0 P− p.s,

Pour tout t > 0, la variable aléatoire W (t) suit la loi Gaussienne centrée de variance t

donc de densité :

f (x) =
1√
2tπ

exp

{
−x2

2t

}
.

On dit qu’un mouvement Brownien (MB dans la suite) part d’un point x si W (0) = x.

Définition 1.7.2 Un mouvement Brownien est dit standard si :

W0 = 0 P− p.s, E[Wt] = 0 et E
[
W 2
t

]
= t,

où sa représentation est :

Fig. 1.2 — Trajectoire d’un mouvement Brownien standard

Théorème 1.7.1 W est un mouvement Brownien standard si et seulement si W est un

processus Gaussien continu centré de fonction de covariance :

cov(Ws,Wt) = s ∧ t = min(s, t).

14
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Preuve. W est un mouvement Brownien standard W0 = 0, alors

cov(Ws,Wt) = cov(Ws −Wt +Wt,Wt) = cov(Ws −Wt,Wt) + cov(Wt,Wt)

= cov(Ws −Wt,Wt −W0) + var(Wt)

= 0 + t = s ∧ t = min(s, t) si t ≺ s

D’où la réponse.

Proposition 1.7.1 Si (Wt)t≥0 est une Ft-mouvement Brownien standard, alors :

1. (Wt)t≥0 est une Ft-martingale.

2. (W 2
t − t)t≥0 est une Ft-martingale.

3. (exp(σWt − (σ
2

2
)t))t≥0 est une Ft-martingale.

preuve. C’est trois processus sont adapté Ft . Il sont intégrables carWt ∼ N (0, t) : Reste

vérifier la dernière condition. Pour le premier point, notons que si s ≤ t, et comme

Wt −Ws est indépendante de la tribu, alors

E[Wt | Fs] = E[Wt −Ws +Ws | Fs] = E[Wt −Ws | Fs] + E[Ws | Fs]

= E[Wt −Ws] +Ws

= 0 +Ws = Ws.

Pour démontrer la deuxième point remarquons que :

E
[
(Wt −Ws)

2 | Fs
]

= E
[
W 2
t | Fs

]
+W 2

s − 2WsE[Wt | Fs].

Comme Ws est une martingale, on a E[Wt | Fs] = Ws et donc :

E(Wt −Ws)
2 | Ft) = E(W 2

t | Ft) +W 2
s .
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Notons, de plus, que comme Wt −Ws est indépendant de Ft, on a :

E
[
(Wt −Ws)

2 | Fs
]

= E(Wt −Ws)
2 = var [Wt −Ws] = t− s.

Donc,

E
[
W 2
t | Fs

]
−W 2

s = t− s,

ou encore :

E
[
W 2
t − t | Fs

]
= W 2

s − s.

Pour prouver le troisième point notons, en utilisant l’indépendance des accroissements,

que :

E
[
expσ(Wt−Ws) | Fs

]
= E

[
expσ(Wt−Ws)

]
.

Mais la loi de Wt−Ws est c’elle d’une Gaussienne centrée de variance t− s (dont on peut

calculer la transformée de Laplace) donc :

E(expσ(Wt−Ws)) = exp

{
σ2

2
(t− s)

}
.

On a donc,

E
[
expσ(Wt−Ws) | Ft

]
= exp

{
σ2

2
(t− s)

}
.

La variable aléatoire Ws étant Ft -mesurable on obtient donc :

E
[
expσWt−σ

2

2
t | Ft

]
= exp

{
σWs−σ

2

2
s
}
.

D’où la réponse.

1.8 Intégrale, Formule d’Itô

Définition 1.8.1 On définit l’intégrale suivant par cette formule :
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I (θ) =

T∫
0

θsdWs, (1.1)

où {θt, t ≥ 0} est un certain processus et {Wt, t ≥ 0} un mouvement Brownien. Le pro-

blème est bien sûr de donner un sens à l’élément différentiel dWs puisque la fonction

s→ Ws (ω) n’est pas dérivable.

1.8.1 Intégrale de Wiener

Définition 1.8.2 L’intégrale de Wiener est simplement une intégrale du type (1.1) avec

θ fonction déterministe, c’est à dire ne dépend pas de ω. On fixe un horison T � 0

déterministe et on note

L2 ([0, T ] ,R) =

θ : [0, T ]→ R, tel que
T∫

0

|θs|2 ds ≺ ∞

 .

? En escalier : Si θn est une fonction en escalier donné par θn (t) =
τn∑
i=1

αi (t)1[ti, ti+1]

où αi ∈ R et {tni } une suite croissante de [0, T ] . Il est très facile de définir l’intégrale de

Wiener par :

I (θn) =

T∫
0

θns dWs =
τn∑
i=1

αi (t)
(
Wti+1

−Wti

)
.

Remarque 1.8.1 la variable aléatoire I (θn) est une variable Gaussienne d’espérence nulle

et de variance,

var (I (θn)) =

τn∑
i=1

α2
i (t) var

(
Wti+1

−Wti

)
,

=

τn∑
i=1

α2
i (t) (ti+1 − ti) =

T∫
0

(θns )2 dWs.

? En générale : Soit θ ∈ L2 ([0, T ] ,R), il existe une suite θn de fonction en escalier qui
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converge vers θ :

T∫
0

|θn − θ| (x) dx →
n→+∞

0, la limite prise dans L2 (Ω) . On dit que I (θn)

est l’intégrale stochastique (ou l’intégrale de Wiener) de θ par rapport à W.

1.8.2 Intégrale Stochastique

On cherche maintenant à définir l’intégrale (1.1), le caractère aléatoire de θ va exige des

conditions supplémentaire par rapport au cas de l’intégrale de Wiener.

? Processus étagées : Ce sont les processus : I (θn) =

τn∑
i=1

θi (t) 1]ti,ti+1] où 0 = t0 ≤ t1 ≤

. . . ≤ tτn et θ ∈ L2 (Ω,F ,P) pour tout i = 0, . . . , τn. On définit, alors

I (θn) =

T∫
0

θns dWs =
τn∑
i=1

αi (t)
(
Wti+1

−Wti

)
,

E (I (θn)) = 0 et var (I (θn)) = E

 T∫
0

(θns )2 dWs

 .

1.9 Propriétés de l’intégrale stochastique

1) X →
T∫

0

XsdWs est linéaire.

2) Le processus

 T∫
0

XsdWs


t∈[0,T ]

est à trajectoire continues.

3) Le processus

 T∫
0

XsdWs


t∈[0,T ]

est adapté à
(
FWt

)
t∈[0,T ]

.

4) E

 T∫
0

XsdWs

 = 0 et var

 T∫
0

XsdWs

 = E

 T∫
0

X2
sdWs

 .
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5) On a pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T

E

 T∫
0

XudWu | FWs

 = 0 et E


 T∫

0

XudWu

2

| FWs

 = E

 T∫
0

X2
udu | FWs

 .
.

6) Le processus

 T∫
0

XsdWs


t∈[0,T ]

est une
(
FWt

)
t∈[0,T ]

martingale continue de carrée in-

tégrable. De plus,

E

 sup
0≤t≤ T

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

XsdWs

∣∣∣∣∣∣
2
 ≤ 4E

 T∫
0

X2
sdWs

 .
1.10 Processus d’Itô

Définition 1.10.1 C’est un processus sous forme :

Xt = X0 +

t∫
0

b(s)ds+

t∫
0

σ (s) dWs, (1.2)

où b est un processus FWt −adapté tel que :
t∫

0

|b (s)| ds ≺ +∞ P−p.s, pour tout t ≥ 0,

et σ un bon processus local. On utilise cette notation :

 dXt = b(t)dt+ σ(t)dWt,

X0 = x.
(1.3)

Théorème 1.10.1 • 1ere formule d’Itô : Supposons f de classe C2, alors:

f (Xt) = f (x) +

t∫
0

f ′ (Xs) dXs+
1

2

t∫
0

f
′′

(Xs)σ
2
(s)ds. (1.4)

19



Chapitre 1. Introduction aux calcul Stochastique

Cette formule s’écrit sous forme :

df (Xt) = f ′ (Xt) dXt +
1

2
f
′′

(Xt)σ
2
(t)dt

= f ′ (Xt) b (t) dt+
1

2
f
′′

(Xt)σ
2
(t)dt+ f ′ (Xt)σ (t) dWt

= f ′ (Xt) b (t) dt+
1

2
f
′′

(Xt) dXt + f ′ (Xt)σ (t) dWt.

• 2éme formule d’Itô : Soit f définie sur R+×R de classe C1 par rapport à t, de classe

C2 par rapport à x. On a :

f (t,Xt) = f (0, X0) +

t∫
0

f ′t (s,Xs) ds+

t∫
0

f ′x (s,Xs) dXs +
1

2

t∫
0

f ′′xx (s,Xs)σ
2
(s)ds. (1.5)

Comme précédemment, on peut écrire cette formule sous forme différentielle :

df (t, Xt) =

[
f ′t (t,Xt) +

1

2
f ′′xx (t,Xt)σ

2
(t)

]
dt+ f ′x (t,Xt) dXt.

= f ′t (t,Xt) dt+ f ′x (t,Xt) dXt +
1

2
f ′′xx (t,Xt) d 〈X〉t .

1.11 Equations Différentielles Stochastiques

Nous commençons étudier les équations différentielles stochastiques de la forme :

Xt = x+

t∫
0

b (s, Xs) ds+

t∫
0

σ (s, Xs) dWs,

où sous forme condensées : dXt = x+ b (t, Xt) dt+ σ (t, Xt) dWt,

X0 = x.

Définition 1.11.1 (Solution EDS)
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Soit σ et b deux fonctions de R+×Rn à valeurs réelles données. On se donne également un

espace (Ω,F ,P) muni d’une filtration (Ft) et un (Ft) -mouvement Brownien W sur cet

espace. Un solution est un processus X continue (Ft) -adapté tel que les intégrales
t∫

0

b(s,

Xs)ds et

t∫
0

σ(s, Xs)dWs ont un sens, et définit par

Xt = X0 +

t∫
0

b(s, Xs)ds+

t∫
0

σ(s, Xs)dWs,

est satisfait pour tout t P− p.s.

Théorème 1.11.1 (Existence et unicité) On suppose que

1) Les fonctions b et σ sont continues.

2) Il existe k tel que ∀t ∈ [0, T ] , x ∈ R, y ∈ R :

− Condition lipschitzien :|b (t, x)− b (t, y)|+ |σ (t, x)− σ (t, y)| ≤ k |x− y|.

− Croissance linéaire :|b (t, x)|+ |σ (t, x)| ≤ k (1 + |x|).

3) La condition initiale X0 est indépendante de (Wt, t ≥ 0) et est de carré intégrable. Alors,

d’après (1, 2 et 3), il existe une unique solution à trajectoires continues pour t ≤ T . De

plus cette solution vérifie,

E
(

sup
0≤t≤ T

|Xt|2
)
≺ +∞.

Définition 1.11.2 (Mouvement Brownien géométrique)

Soit (Wt)t≥0 un mouvement Brownien réel µ et σ deux constantes. le processus :

Xt = X0 exp

{(
µ− σ2

2

)
t+ σWt

}
,

est appelé Mouvement Brownien géométrique, ce processus appelé processus " log-normale" :

logXt = logX0 +

(
µ− σ2

2

)
t+ σWt ,
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suit la loi normale.

Définition 1.11.3 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit T = R, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est le processus gaussien centré défini par :

Ut = exp
−t
2 W (exp(t)),

oùW est un mouvement Brownien. On montre facilement que Ut ∼ N (0, 1) car var(Ut) =

1, ce processus est donc stationnaire. Sa fonction de covariance est donnée par :

cov(s, t) = exp(− |t−s|
2

) .

En d’autre terme cas on considère l’équation de Langevin

Vt = V0 −
t∫

0

aVsds+ σWt, (1.6)

a pour unique solution

Vt = exp−tα V0 +

t∫
0

exp−(t−s)a σWs.

On écrit l’équation (1.2) sous forme condensée

dVt + αV0dt = σWt , V0donné.

Les données du problème sont la variable aléatoire V0, le Brownien W et les constantes α

et σ.

Pour plus des détails, nous allons au référence : [9].
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Chaîne de Markov et processus de

Poisson

Les processus de Markov sont des processus stochastiques tels que chaque instant leur

comportement dans le futur dépend seulement de leur valeur présente et non de toutes leurs

valeurs passées. Les chaînes de Markov sont des processus de Markov à temps discret. Ces

processus permettent de modéliser de nombreux phénomènes, ils sont par exemple utilisés

pour des problèmes de télécommunication, de théorie du signal, d’imagerie informatique,

ainsi nous trouvons des applications dans la biologie, la génétique des populations, la

recherche opérationnelle, les sciences de l’ingénieure, et les mathématique financières,...,

ces processus donnent des réponses qualitatives aussi bien que qualitatives aux problèmes

posés. On utilise les références suivant : ([9],[11], [14] et [15]).

2.1 Chaîne de Markov

Définition 2.1.1 Une suite (Xn)n≥0 de variables aléatoires à valeurs dans un ensemble

au plus dénombrable E est une chaîne de Markov d’espace d’états E si et seulement si
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pour tout n ∈ N, pour tout (x0, . . . , xn+1) dans E, tels que P(Xn = xn, . . . , X0 = x0) > 0,

P(Xn+1 = xn+1 | Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P(Xn+1 = xn+1 | Xn = xn). (2.1)

Définition 2.1.2 La chaîne est dite homogène si on a de plus pour tout n ∈ N et tout

x et y dans E,

P(Xn+1 = y | Xn = x) = P(X1 = y | X0 = x),

où le second membre de l’équation (2.1) ne dépend pas de n.

Définition 2.1.3 (Matrice de Transition de la chaîne) Une matrice P = (px, y)x, y∈ E

vérifiant :

Px, y ≥ 0; ∀x, y ∈ E et
∑
y∈ E

Px, y = 1,∀x ∈ E,

s’appelle une matrice stochastique.

Définition 2.1.4 (Distribution Stationnaire) Une distribution de probabilité sur E

(un ensemble dénombrable) est dite stationnaire si elle satisfait :

πy =
∑
x∈ E

πx Px,y ∀y ∈ E.

Définition 2.1.5 (Distribution Initiale) La loi initiale de la chaîne de Markov (Xn)n≥0

est la loi de X0 où la variable X0 est l’état initial, et sa distribution de probabilité υ0 est

la distribution initiale :

υ0 (x) = P(X0 = x) , x ∈ E

2.1.1 Classification des états

Soit P un noyau de transition, sur l’ensemble S fini ou dénombrable, P est fixé.

Définition 2.1.6 Si x et y sont deux états dans S, on dit que x conduit (ou accessible)

à y. S’il existe un entier n ≥ 0 tel que P n(x, y) > 0. On note alors x→ y.
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Définition 2.1.7 Si x et y sont deux états dans S, on dit que x et y communiquent si

x conduit à y et y conduit à x. On note alors :

x↔ y ⇔ (x→ y et y → x) ,

où cette relation↔ définie est réflexive, symétrique et transitive : c’est une relation d’équi-

valence.

lorsque P n
(x, x) = 1 pour tout x ∈ S. Conséquence : pour tout x ∈ S on a x→ x, la relation

est réflexive.

Transitivité de la relation (conséquence de l’équation de Chapman-Kolmogorov) : ∀x,

y, z ∈ S, x→ y et y → z ⇒ x→ z. La symétrie n’est pas automatique : x→ y n’entraîne

pas y → x.

Proposition 2.1.1 (Transitivité) Si (x→ y). et (y → z), alors (x→ z).

Preuve. par hypothèse, il existe n,m ≥ 1 tel que P n(x, y) � 0 et Pm(y, z) � 0 or

P n+m(x, z) =
∑
l∈ E

P n(x, l)Pm(l, z) ≥ P n(x, y)Pm(y, z) � 0.

D’où le résultat.

La relation de Chapman-Kolmogorov

On note (Xn)n≥0 une chaîne de Markov homogène, dont l’ensemble des états est E et la

matrice de transition P = (px y)(x y)∈E2 . Pour n ≥ 0 et x, y ∈ E, on désigne par p(n)
x y la

probabilité, partant de l’état x à l’instant 0, d’être dans l’état y à l’instant n, en d’autres

termes on a :

p(n)
x y = P(Xn = y | X0 = x).

Proposition 2.1.2 Pour tout n ≥ 0 la matrice P n est stochastique.
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Preuve. En effet, pour tout x ∈ E, on a :

∑
y∈E

p(n)
x y =

∑
y∈E
P(Xn = y | X0 = x) = 1.

2.2 Propriété de Markov

Dans toute la suite, nous supposerons l’existence et l’unicité d’une solution à l’EDS (1.3),

au réfère ([13]) .

Théorème 2.2.1 Le processus X solution de l’EDS (1.3) est un processus de Markov

homogène, c’est même un processus fortement markovien.

Preuve. Fixons un temps fixe T . Nous considérons l’EDS suivante,

 dX ′t = b(X ′t)dt+ σ(X ′t)dW
T
t

X ′0 = XT ,
(2.2)

où W T
t = WT+t−WT . Le processusW T est encore un mouvement Brownien, indépendant

du passé avant T , et donc indépendant de XT . Les coeffi cients dans l’équation (2.2) étant

lipschitziens, la solution X ′ existe et est unique.

Définissons maintenant un nouveau processus X ′′ par X ′′t = Xt si t < T et X ′′t = X ′t−T

si t ≥ T . Clairement, au vu de (2.2), X ′′ satisfait l’équation (1.2). Ainsi, par l’unicité, on

obtient X ′′ = X, et XT+t = X ′t si t ≥ 0.

Il s’en suit que la variable aléatoire XT+t dépend seulement de XT et de W T , et la loi

conditionnelle de XT+t sachant que XT = x sera égale à la loi de Xt, quand la condition

initiale est X0 = x. Nous en déduisons, alors que X est un processus de Markov homogène.

Nous pouvons reproduire l’argument précédent en prenant comme temps T un temps

d’arrêt fini au lieu d’un temps fixe, et nous obtenons aussi la propriété de Markov forte
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pour X.

Dans la suite, nous noterons (Pt)t≥0 le semi-groupe de transition de la solution X de l’EDS

(1.3), satisfaisant pour toute fonction continue bornée f que :

Ptf(x) = E(f(Xt)|X0 = x).

Sous certaines hypothèses, on peut montrer que la loi de Xt sachant que X0 = x admet

une densité.

2.3 Processus de Poisson

Définition 2.3.1 Un processus de comptage est un processus qui compte le nombre d’oc-

currences d’un événement (l’effectif d’une population ) à un instant t. On le note N (t).

par exemple le nombre d’apparition d’une maladie dans une population dans l’intervalle

de temps [0, t] .

• Soit (Nt)t∈R+
un processus aléatoire à valeurs dans N, tel que N0 = 0. (Voir [11]) .

2.3.1 Processus de Poisson homogène

Définition 2.3.2 Processus de Poisson homogène {Nt, t ∈ [0,+∞[} si son intensité λ ne

dépend pas du temps. De plus, il satisfait les conditions :

1) Le processus est sans mémoire : si pour tout n ∈ N∗ et pour t1, t2, ..., tn tel que t1 ≺

t2 ≺ ... ≺ tn, les accroissements Nt1 − Nt0 , Nt2 − Nt1 , ..., Ntn − Ntn−1 sont des variables

aléatoires indépendantes. Autrement dit les nombres d’événements qui surviennent dans

des intervalles de temps disjoints sont indépendants et l’occurrence d’événements avant

l’instant t n’influe pas, l’occurrence d’événements après l’instant t.

2) Le processus est homogène dans le temps : Si pour tout s et t l’accoisement Nt+s−Ns

a même loi que Nt. Donc le processus stochastique N est dit stationnaire.
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3) La probabilité qu’il se produise plus d’un événement dans un intervalle infiniment petit

d’amplitude h est quasiment nulle. On l’exprime que :


P (Nt−h −Nt � 2) = σ (h) ,

P (Nt−h −Nt = 1) = λh+ σ (h) ,

P (Nt−h −Nt = 0) = 1− λh+ σ (h) .

.

Définition 2.3.3 La variable aléatoire Nt suit une loi de Poisson de paramètre λt, c’est-

à-dire que pour tout entier n non négatif.

P (Nt = n) =
(λt)n

n!
exp (−λt) ,

avec

E [Nt] = λt et var [Nt] = λt.

2.3.2 Processus de Poisson non homogène

Définition 2.3.4 Processus de Poisson non homogène {Nt, t ∈ [0,+∞[} si son intensité

λ dépend du temps t de plus, il satisfait les conditions :

1) I intervalle de R+, et N (I) le nombre d’événements survenus dans I.

On dit que {Nt, t ≥ 0} est un processus de Poisson de mesure de concentration α si pour

tout partition de R+, (I1, I2, ..., In) , les variables aléatoires N (I1) , N (I2) , ..., N (In) sont

indépendantes.

2)


P (Nt−h −Nt � 2) = σ (h) ,

P (Nt−h −Nt = 1) = λ (t)h+ σ (h) ,

P (Nt−h −Nt = 0) = 1− λ (t)h+ σ (h) .

.

Définition 2.3.5 Pour tout t ∈ R+, Nt suit une loi de Poisson de paramètre α (t) :

P (Nt = n) =
(α (t))n

n!
exp (−α (t)) ,
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où α (t) =

∫ t

0

λ (s) ds est appelée mesure de concentration.

2.4 Modèle de Black—Scholes

Définition 2.4.1 Le modèle de Black-Scholes modélise l’évolution temporelle du prix d’un

actif, noté St, à l’aide d’une équation différentielle stochastique, i.e,

dSt = rStdt+ σStdWt,

où σ > 0 est la volatilité (écart type) et Wt un mouvement Brownien2. Il est facile (mais

admis car bien trop tôt pour vous) de montrer à l’aide de la formule d’Itô que la solution

de cette équation différentielle stochastique est donnée par :

St = S0 exp

{(
r − σ2

2

)
t+ σWt

}
.

Comme le mouvement Brownien est inconnu, on supposera juste qu’à temps t > 0 fixé,

Wt ∼ N (0, t2).

La formule de Black-Scholes établit la valeur théorique d’une option européenne. (Voir [12]).

Fig. 2.1 — Les trajectoires du Modèle de Black-Scholes avec S0 = 100, r = 0, 05, µ = 0, 15.

29



Chapitre 3

Processus de naissance et de la mort

processus stochastique associes à la

mutation de la bactérie

Elle utilisent en biologie, démographie, physique, sociologie, pour rendre compte de l’évo-

lution de la taille d’une population, (Voir [4],[5], [9], [12] et [15]).

3.1 Processus de naissance et de la mort

Définition 3.1.1 Les processus de naissance et de la mort sont des processus de Markov

continus (T = R) à valeurs dans E = N tels que les seules transitions non négligeables

possibles à partir de k soient vers k + 1 ou vers k − 1. Le générateur infinitésimal du

processus est donc une matrice dite “tridiagonale”A = (αi,j)i,j∈N, ce qui vérifier :

ai,i = −(λ1 + µ1) sont des processus de naissance et de mort, αi,j = 0 si |i− j| ≥ 2,
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αk,k+1 = λk (le taux de naissance), et αk,k−1 = µk (le taux de mort) pour k ≥ 1,

A =



−λ0 λ0 . . . 0

µ1 −(λ1 + µ1) λ1
...

... µ2 −(λ2 + µ2) λ2

µ3
. . . . . .

0 . . .
. . . . . . . . .


(3.1)

Fig. 3.1 — Graphe des taux des naissances et des morts.

3.1.1 Régime transitoire

Théorème 3.1.1 On considère P (h) lorsque h → 0 grâce à P (h+ t) = P (t)P (h) =

P (h)P (t) et à P (0) = I on a :

P (h+ t)− P (t)

h
=
P (t)P (h)− P (t)

h
= P (t)

(
P (h)− I

h

)
=

(
P (h)− I

h

)
P (t) .

Par la limite lorsque h → 0, on a alors P′ (t) = P (t)A = AP (t), et P (0) = I. Cette

équation différentielle matricielle admet l’unique solution est :

P (t) = exp (tA) =
∞∑
n=0

tn

n!
An.
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On sait que P (t) = P (i j (t)) où P (i j (t)) = P (Xn+1 = j | Xn = i) la loi de Xt est alors

donnée par −→π (t) = −→π (0)P (t), pour résoudre cette équation de Kolmogorov :

Soit Pn (t) = P (Xt = n). la probabilité que l’effectif de la population soit égal à n à

l’instant t.

En effet

Pour n = 0 :

P0 (t+ h) = P (Xt+h = 0, Xt = 0) + P (Xt+h = 0, Xt 6= 0) ,

= P (Xt+h = 0 | Xt = 0)P (Xt = 0)

+ P (Xt+h = 0 | Xt 6= 0)P (Xt 6= 0) .

Par l’hypothèse on ne peut avoir qu’un seul événement dans un intervalle infinitésimal de

longueur h. Par suite, on peut affi rmer que P (Xt 6= 0) = P (Xt = 1) .

P0 (t+ h) = [1− P (Xt+h 6= 0 | Xt = 0)] P0 (t) + P (Xt+h = 0 | Xt = 1) P1 (t) ,

ou encore

P0 (t+ h) = [1− λ0h+ σ (h)] P0 (t) + [µ1h+ σ (h)] P1 (t) .

lim
h→0

P0 (t+ h)− P0 (t)

h
= lim

h→0

−λ0h+ σ (h)

h
P0 (t) + lim

h→0

−µ1h+ σ (h)

h
P1 (t)

dP0 (t)

dt
= −λ0P0 (t) + µ1P1 (t) .
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Pour n ∈ N∗ :

Pn (t+ h) = P (Xt+h = 0, Xt = n) + P (Xt+h = 0, Xt 6= n)

= P (Xt+h = n, Xt = n) + P (Xt+h = n, Xt = n+ 1)

+ P (Xt+h = n, Xt = n− 1)

= P (Xt+h = n | Xt = n)P (Xt = n)

+ P (Xt+h = n | Xt = n+ 1)P (Xt = n+ 1)

+ P (Xt+h = n | Xt = n− 1)P (Xt = n− 1)

= (1− P (Xt+h 6= n | Xt = n))Pn (t)

+ P (Xt+h = n | Xt = n+ 1) Pn+1 (t)

+ P (Xt+h = n | Xt = n− 1) Pn−1 (t) .

= (1− (λn + µn)h+ σ (h))Pn (t) + ((µn+1h+ σ (h)))Pn+1 (t)

+ (λn−1h+ σ (h))Pn−1 (t) .

lim
h→0

Pn (t+ h)− Pn (t)

h
= lim

h→0

− (λn−1 + µn + 1)h+ σ (h)

h
Pn (t) + lim

h→0

µn+1h+ σ (h)

h
Pn+1 (t)

+ lim
h→0

λn−1h+ σ (h)

h
Pn−1 (t) .

d’où
dPn (t)

dt
= − (λn + µn)Pn (t) + µn+1Pn+1 (t) + λn−1Pn−1 (t) .

Ainsi les équations de Chapman-Kolmogorov sont donnée par : ∀n ∈ N∗,

 P′0 (t) = −λ0P0 (t) + µ1P1 (t) .

P′n (t) = − (λn + µn)Pn (t) + µn+1Pn+1 (t) + λn−1Pn−1 (t) .
,
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3.2 Modèle individu-centré

On considère à tout instant t ≥ 0 une population finie de Nt individus, chacun porteur

d’un trait dans l’espace X . On note x1, ..., xNt les valeurs de ces traits.(voir [2]) .

Définition 3.2.1 Le modèle individu-centré est un processus de Markov de saut pur à

valeurs dans l’espace des mesures ponctuellesM1 dont l’état au temps t est la mesure :

νt =
Nt∑
i=1

δxi. (3.2)

3.3 Processus de Markov homogène

Définition 3.3.1 Le processus (3.2) est un processus de Markov homogène (CMH) dans

M1 de générateur infinitésimal L, où pour toute fonction ϕ mesurable bornée surM1 et

pour tout x, y ∈ X , p(x) la probabilité de mutation d’un individu de trait x.

b(x) ∈ R+ le taux de reproduction d’un individu de trait x.

d(x) ∈ R+ le taux de mort du trait x.

m(x, h)dh la loi de la différence entre le trait x et un trait mutant x+ h né d’un individu

de trait x, h ∈ Rl.

c(x, y) ∈ R+ le noyau de compétition, représentant l’influence d’un individu de trait y sur

la mortalité d’un individu de trait x,

Lϕ(ν) =

∫
X

(ϕ(ν + δx)− ϕ(ν))(1− p(x))b(x)ν(dx)

+

∫
X

∫
Rl

(ϕ(ν + δx+h)− ϕ(ν))p(x)b(x)m(x, h)dhν(dx)

+

∫
X

(ϕ(ν − δx)− ϕ(ν))

d(x) +

∫
X

c(x, y)(ν(dy)− δx(dy))

 ν(dx).
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3.3.1 Limite des mutations petites : diffusion canonique

Définition 3.3.2 L’équation canonique des dynamiques adaptatives, nous introduisons la

matrice : ∑
(x) =

∫
R‘

hh∗m(x, h)dh,

c’est-à-dire la matrice de covariance des mutations lorsqu’elles sont centrées, et σ(x)

sa racine carrée symétrique, c’est-à-dire la matrice carrée symétrique positive telle que

σ(x)2 =
∑

(x).

Définition 3.3.3 Le processus (Sµ,σt , t ≥ 0) défini :

Sµ,σt =
∑
n≥0

Vn1{Tn≤t/µ≺Tn+1},

où τ0 = 0, et pour tout n ≥ 0 :

Tn = inf {t ≥ τn : |supp (νµ,σt )| = 1}, et Tn+1 = inf {t ≥ Tn : |supp (νµ,σt )| = 2} . Alors

supp (νµ,σt ) = {Vn} .

Définition 3.3.4 (converge en loi pour la topologie de Skorohod ) On dit que

(xn)n∈Nconverge vers x dans la topologie de Shorohod si et seulement si ∃(λn)n∈N ⊂ Λ (Λ

est un ensemble des fonctions de [0, 1]→ [0, 1] continue ) tel que lim
n→+∞

‖xn(λn)− x‖∞ = 0

et lim
n→+∞

‖λn − λ‖∞ = 0 si lim
n→+∞

‖xn − x‖∞ = 0, alors (xn)n∈N converge vers x par

rapport à la distance d.

Théorème 3.3.1 Soit x ∈ X fixé. Le processus (Sσt/σ2 , t ≥ 0) converge en loi

quand σ → 0 pour la topologie de Skorohod dans D
(
R+,Rl

)
vers (Zt, t ≥ 0) solution de
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l’EDS :

dZt =
p(Zt)b(Zt)θ(Zt)

1− exp−θ(Zt)

∑
(Zt)∇1χ(Zt, Zt)dt (3.3)

+

√
p(Zt)b(Zt)

exp−θ(Zt)−1 + θ(Zt)

θ(Zt)(1− exp−θ(Zt))
σ(Zt)dWt,

avec Z0 = x, où (Wt, t ≥ 0) est un mouvement brownien l-dimensionnel standard et où

∇1χ(y, x) désigne le gradient de χ(y, x) par rapport à la première variable y.

On remarquons que la fonction χ(x, y) = exp (−θ (x))
∑
n≥1

θ(x)n−1

(n−1)!
est de classe C2

b , où

θ (x) = b(x)
c(x,x)

.

Les coeffi cients de l’EDS (3.3) sont donc lipschitziens et il y a donc existence forte et

unicité trajectorielle pour cette EDS.

3.3.2 Calcul du gradient de fitness

Définition 3.3.5 Tous les coeffi cients de (3.3) sont explicites, excepté le gradient de fit-

ness. Afin de le caractériser, nous considérons une chaîne de Markov ((Xt, Yt), t ≥ 0)

dans N2 de la matrice de taux Q = (qi,j)i,j∈N2 avec :

qi,j =



b1n si i = (n, m) et j = (n+ 1,m) ( population résidente)

b2m si i = (n, m) et j = (n,m+ 1) ( population mutante)

c11n(n− 1) + c12nm si i = (n,m) et j = (n− 1,m),

c21mn+ c22m(m− 1) si i = (n,m) et j = (n,m− 1),

0 sinon

Il s’agit d’un processus de naissance et de mort bidimensionnel tel que les processus ν0,σ

et Xδx + Y δy ont même loi si ν
0,σ
0 = X0δx + Y0δy, b1 = b(x), b2 = b(y).
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3.4 Processus stochastique associée à la mutation de

la bactérie

Définition 3.4.1 La distribution du temps de division pou les bactéries normales un mode

de croissence déterministe et pour les bactérie mutantes un mode de croissance markovien :

on a pour 0 ≤ τ ≤ +∞

dG (τ) = exp (−λτ)λdτ,

et pour les deux types seraient des processus à phases multiples.

3.4.1 Les equation fondamentale

Soint mt est le nombre des bactéries résistantes à l’instant t, et soit la fonction génératrice

Ψ définie par : Ψ (z, t) = Ezmt , et pour l’equation intégrale fondamentale :

Ψ (z, t) =

∫ t

0

[pϕ (z, t− u) + qϕ (z, t− u)] Ψ (z, t− u) dG (u) + 1−G (t) ,

où 1−G (t) est la bactérie mére ,

ϕ (z, t) est représente les bactérie résistantes parmi la postérité d’une bactérie mère mu-

tante.

(voir [10]) .

? Une équation différentielle est une relation entre une fonction inconnue, ses dérivées

successives et la variable dont elle dépend. Alors la modélisation par des équation diffé-

rentielles, on retrouve deux type de modèles : des modèles déterministes et des modèles

stochastiques.

Les modèles associées aux phénomènes biologique se présent généralement sous forme d’un

système d’équation différentielles. Il est donc naturel de s’intéresser à ce genre d’équation.
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3.4.2 Modèle Déterministe

- C’est un système d’équation différentielles qui décrit l’évolution dans le temps des concen-

tration des espèces (les composantes en cause).

Les équations différentielles ordinaires

Définition 3.4.2 On note E = Rn, n � 0 et X = (X1, X2, . . . , Xn) un élément de E

Soit D un ouvert de R×E, f : D → E une fonction continue,∀ (Xt, t) ∈ D : L’équations

différentielle ordinaire (EDO) est de la forme :

dXt

dt
= f (Xt, t)

Où la résolution analytique est possible.

3.4.3 Modèle Stochastique

- Ces modéles peuvent intégrer l’ensemble des sources d’hétérogénéité souhaitées (hétéro-

généités spatiale, temporelle, comportementale ou autre). Il tiennent compte de la nature

aléatoire des événements et de leurs comportements.

Les équation différentielles dans cette situation sont appelée équations différentielles sto-

chastiques (EDS).

3.5 Application biologie

Voici quelques exemples de modèles développés très récemment en recherche en mathéma-

tiques pour la biologie. (Pour plus des détails voir [13]) .

1 - Evolution d’un virus dans une cellule. Ce modèle est utilisé pour comprendre les

premiers stades de l’infection virale où le virus entre dans la cellule et s’infiltre jusqu’au

noyau. Le mouvement du virus comporte une succession de phases balistiques le long de
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microtubules (les autoroutes de la cellule), et de phases de diffusion pour passer d’un

microtubule à l’autre. Le virus est absorbé dès qu’il arrive dans le noyau. La dynamique

du virus peut être résumée par l’équation de diffusion :

dXt = b(Xt)dt+
√

2DdWt,

plus un terme de dégradation du virus au cours du temps.

2 - Déplacement d’un poisson dans ce modèle, on identifie la mer à une surface. Le

mouvement du poisson est décrit en utilisant trois variables : la position X ∈ R2, la

vitesse angulaire θ ∈ R, et la courbure K ∈ R. La dynamique est aléatoire et suit le

système d’équations différentielles suivant :


dXt = τ(θt, Kt)dt,

dθt = Ktdt,

dKt = −Ktdt+
√

2αdWt.

.

Des simulations de ce modèle donne la figure ci dessous qui représente la trajectoire t →

(X1
t , X

2
t ) avec α = 1 et τ(θ,K) = 1

1+2|K|(cos θ, sin θ).

Fig. 3.2 — Trajectoire de mouvement de Poisson t→ (X1
t , X

2
t )
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3.6 Oncologie

? L’objectif de cette formation pour étudie la modélisation de système dynamique (équa-

tion ou loi décrivant l’évolution temporelle d’un système). Nous présenterons des exemples

dans des domaines d’applications variés allant de la biologie moléculaire à l’écologie, (Voir

[4]).

• Le cancer est un maladie complexe, caractérisé par l’occurrence d’anomalies allant du

niveau moléculaire au corps entier.

• La pharmacocinétique de l’agent de contraste est modélisée par un système différentiel

bidimensionnel. Dans ce modèle pharmacocinétique, l’agent de contraste dans un voxel

de tissu est supposé se trouver soit dans le compartiment plasma, soit à l’intérieur du

compartiment interstitiel.

Les quantités d’agent de contraste dans un seul voxel unitaire au temps t sont notées

respectivement AIF (t) , Qp (t) et QI (t) pour artère, plasma et interstitiel compartiments

où FT � 0 est le débite perfusion sanguine tissulaire par unité de volume de tissu 0 ( en

ml min −1 100 ml −1) Vb � 0 est la partie du volume de sang totale ; V e � 0 est la partie

du volume fractionnaire de l’espace extracellulaire extravasculaire, Ps est le produit de

surface de perméabilité par unité de volume de tissu ( en ml min −1 100 ml −1),

Le délai avec lequel l’agent de contraste arrive des artères au plasma est noté δ, les deux t

et δ sont mesurés en secondes d’où la cinétique de l’agent de contraste peut être modélisée

par le modèle EDO suivant :


dQp(t)
dt

= Ft
1−hAIF (t− h)− Ps+Ft

V b(1−h)
Q (t) + Ps

V e
QI (t) ,

dQI(t)
dt

= Ps
Vb(1−h)

QP (t) + Ps
V e
QI (t) ,

(3.4)

avec les conditions initiales : AIF (t0) = QI (t0) = QP (t0) = 0, ce modèle déterministe

est incapable de capture les fluctuation aléatoire observées dans le temps t.

Notre principale hypothèse est qu’un modèle plus réaliste peut être obtenu par une ap-
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Chapitre 3. Processus de naissance et de la mort processus Stochastique associes à la
mutation de la bactérie

proche stochastique. Nous introduisons un modèle EDS en ajoutant des composants aléa-

toires :

 dQp (t) =
[
Ft

1−hAIF (t− h)− Ps+Ft
V b(1−h)

Q (t) + Ps
V e
QI (t)

]
dt+ 0dW 1

t ,

dQI (t) =
[

Ps
Vb(1−h)

QP (t) + Ps
V e
QI (t)

]
dt+ σ2dW

2
t ,

où W 1
t et W

2
t sont deux processus de Wiener indépendants, et σ1, σ2 sont les déviations

standard des perturbations aléatoires.

Notre contexte biologique, seule la somme S (t) = QP (t) + QI (t) Mesures bruyantes et

discordantes ( yi ,i = 0, . . . ,N). Alors le modèle est :

yi = S (ti) + γεi, εi ∼ N (0, 1) ,

où γ est l’écart type inconnu du bruit gaussien et εi sont indépendants. On note les para-

mètre de modèle EDO par : (Ft, Vb, PS, V e, δ, γ
2) et EDS par : (Ft, Vb, PS, V e, δ, σ1, σ2, γ

2)

la solution du système différentiel (3.4) calculé en EDO pour le modèle EDO et comme

l’espérance conditionnelle de QP et QI . (Pour plus comprendre cette application voir [4]).
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Conclusion

L’objectif de notre travail a concerné le modèle stochastique. nous nous sommes intéressés

par quelque exemples de modèle en mathématique pour la biologie comme l’évolution

d’un virus dans une cellule, et déplacement d’un poisson. Et dans la finance mathématique :

le modèle de Black- Scholes qui établir des relations entre les prix des actifs, les mouvements

du marché et les taux d’intérêt.

La valorisation de notre travail est rechercher la généralisation de la formule de l’équation

différentiel stochastique.
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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

Notations Signification.

E[X] Espérance mathématique ou moyenne du v.a X.

var (X) Variance mathématique du X.

exp Exponentiel.

Wt Mouvement Brownien.

P− p.s Presque surement pour la mesure de probabilité P.

B(Rn) La tribu borélienne sur Rn.

EDS Equation Différentielle Stochastique.

EDO Equation Différentielle ordinaire.

R+ Ensemble des réels positifs [0,+∞[.

S Ensemble fini ou dénombrable.
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Annexe B : Abréviations et Notations

b La drift.

σ La diffusion.

qij Le gradient de fitness.

N Ensemble des entiers naturel.

MIC Modèle individu centré.∑
(x) La matrice de covariance des mutations.

σ (x) La racine carrée symétrique de
∑

(x) .

I L′opérateur identité.

α (t) Mesure de concentration.

CMH Chaîne de Markov homogène.

P Mesure de probabilité.

v.a Variable aléatoire .
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