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Introduction

La théorie des systéme dynamique est une branche classique des mathématiques
fournit une description qualitative des Phénomeénes naturelles qui se développent au
fil du temps. Les systéme dynamique discret est née avec les travaux de Poincaré
autors des années 1881-1890,qui trouve des systeme dans lesquels le temps évolue

par ruptures de séquences régulieres.

Ainsi, vers la fin de XIXe siécle ce mathématicien, physicien et philosophe
francais Henri Poincaré avait déja mis en évidence le phénomeéne de sensibilité
aux conditions initiales lors de ’étude astronomique du probléme des trois corps.
Poincaré a proposé, au lieu de s’intéresser a une solution particuliere du systéme
(donnée par exemple par des conditions initiales ou des conditions aux limites),
d’utiliser des arguments topologiques et géométriques pour déterminer les propriétés
de T'ensemble de toutes les solutions, considérées comme orbites (ou trajectoires)
dans 'espace des états. Certain des études de Poincaré ont conduit & la définition

du terme "chaos".

Au préalable, rappelons que la théorie du chaos, issue des travaux fondamentaux
d’Edward Lorenz et prolongée par quelques mathématiciens et physiciens autour

des années 1975.

En 1963 le météorologue Edward Lorenz expérimentait une méthode lui per-

mettant de prévoir les phénomeénes météorologiques. C’est par pur hasard qu’il ob-



Introduction

serva qu'une modification minime des données initiales pouvait changer de maniére
considérable ses résultats. Lorenz venait de découvrir le phénomeéne de sensibilité
aux conditions initiales. Les systémes répondant & cette propriété seront & partir de

1975 dénommés : systémes chaotiques

La théorie du chaos décrit le comportement de certains systémes dynamiques dé-
terministes (c’est-a-dire : existence d’une condition initiales, I'existence et I'unicité

de la solution).

Dans ce mémoire, 'objectif est d’étudier la dynamique d’un systéme chaotique
discret dépendant de paramétre et les différents comportements asymptotiques des

solutions. Ainsi il est organisé comme suit :

Le premier chapitre, nous allons présenter quelques définitions et propriétés des
systémes dynamiques discret (notion des espace, des orbites, des points critiques, des
points d’équilibre, stabilité, attracteurs) et la linéarité du notre sysréme soit dans le

cas unidimensionnelles ou multidimensionnel.

Le deuxiéme chapitre, nous allons présenter d’abord les notions de base des sys-
témes chaotiques discret, ot nous allons données les caractéristiques du chaos et les

différentes maniéres de transition vers le chaos.



Chapitre 1

Systémes Dynamiques a Temps

Discrets

Un systéme dynamique est un systéme physique qui évolue. Il peut évoluer dans le

temps ou par rapport & une autre variable suivant I’espace de phase considéré.

La trajectoire d’un objet en mouvement dans le temps est donc un systéme dyna-
mique, ainsi que le nombre d’individu d’une population quelconque dans le temps,

encore les valeurs d’une fonction par rapport a une variable x.

On a deux types des systémes dynamiques (discrets ou continus).

Dans ce premier chapitre, on va essayer de donné les déférent notations et technique
de base de la théorie des systemes dynamiques discret et nous nous intéressons a le
systéme linéaire et non linéaire dans le systéme unidimensionnelles et multidimen-

sionnel.



Chapitre 1Systemes Dynamiques & Temps Discrets

1.1 Notion générales sur les systémes dynamiques

discrets

1.1.1 Définitions

Un systéme dynamique consiste en un ensemble d’état possible, avec une loi qui
détermine de facon unique I’état présent d’un systéme en fonction de son état passé.
Si la loi appliquée a de temps discret, nous parlons de systéme dynamique a temps

discret.

Un systéme dynamique a temps discret est un triplet (D, N, f), avec (D, N) un espace

mesurable, ce systéme est définie par :

Tnir = f(@n) (1.1)

zo donné

Ou :
- f:R" — R" est une fonction d’itération et de classe C, (fonction mesurable),

- 9 € D C R"™ est une valeur initiale,

- x, € D un vecteur des états du systeme.

Aussi; o représente la composition des applications alors :

zn, = ().
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Définition 1.1.1

Quand la fonction f dans (1.1) dépend explicitement du temps le systéme est

dit non-autonome. Le contraire est le systéeme autonome.
Définition 1.1.2

Etant donné le point initiale xq, on appelle orbite (ou trajectoire) de systéme

(1.1) la suite :
O(zo) = {z(0) =z, z(1) = f(x(0)),..., z(n+ 1) = f(x(n)),...}.

Exemple 1.1.1

1
On a : f(x) = 2% un systéme dynamique discret ; on prendre zy = 1 condition

initiale de cette systéme ; I'orbite correspondante est :

1 1 1
— 1)) =

2(0) = 2o = 7, 2(1) = f(2(0)) = ¢

En remarquant que :
n 1 2n
z(n) = f(z,—1) = f"(x(0)) = (1) ' — 0, quand n — o0

alors :
_Jrro 1 _ (L
O(zo) = {4, R 256,...,x(n) = (4) = O}.
1.1.2 Points fixes et les orbites périodiques

Les points fixes et les orbites périodique sont des trajectoires ont un role prin-

cipale dans I’é¢tude des systémes dynamiques discrets
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Points fixes et leurs stabilités :

Définition 1.1.3

On dit que z* est un point fixe du systéme (1.1) ou de I'application f si elle

vérifie f(z*) = x*et on peut 'appelée aussi point stationnaire ou point d’équilibre.
Définition 1.1.4

Un point fixe x* est stable si :

Ve = 0; Vn = 0; Ing <n; 30 (g,n9) = 0;|| zog — 2™ ||< 6 = ||z, — 2" ||< e.

D’une autre part un point fixe z* qui n’est pas stable est dit instable.

L’équilibre est un point attractif si :

Ve > 0; 30 (ng) tel que: || xg — 2 [|[< 0 (ng) = lim xz, = x*.

n—-+o00

Lorsque 36 (ng) = 400, on dit que I’équilibre est globalement attractif.

L’équilibre est point asymptotiquement (resp. globalement asymptotique-

ment) stable s'il est stable et attractif (resp. globalement attractif).

Orbites périodiques (p-cycle) et leurs stabilités :

Définition 1.1.5

Un p-cycles est un p-uplet (zo, 21, ..., T,-1) tel que pour tout k € {1,2,...,p — 1},
on a :

f(wr1) = ap et f(ap-1) = zp = 20,

p étant le plus petit entier supérieur ou égale & 1 possédant cette propriété. Tout

point du cycle est p-périodique.
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Définition 1.1.6

L’orbite périodique (xg, x1, ..., Tp—1) d'un systéme dynamique gouverné par une
application f est dit stable si pour tout point x;; i = 0,1,2,...,p — 1 est un point
d’équilibres de notre systéme dynamique gouverné par I'application f?.

L’orbite périodique qui n’est pas stable est dit instable

1.1.3 Points limites, ensembles limites et orbites apériodiques

On a O(zo) = {wo,21,22,...,Tp, ...} une orbite d'un systéme dynamique sous la

forme :
Tpy1 = f(xn)

ro donné

oll x( est la condition initiale donnés.
Définition 1.1.7

Un point y est dit point limite de Porbite O(zy), s'il existe une sous suite

{zn, 1 k=0,1,2,...} de O(z) qui vérifie :
i [, —y [0,

Remarque 1.1.1

1. Le point fixe est le seul point limite de I'orbite stationnaire

2. Si Porbite O(xg) est p-périodique alors a exactement p point limite et sont

LOs L1y L2y «-e5y Lp—1-
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On appelle ensemble limite 1’ensemble T'(zy) de tous les points limites d’une

orbite O(xy).

1. Il y a une égalité entre T'(xo) et son image par 'application f :

J(T (o)) = T(xo).

2. Pour dit que O(xy) est apériodique si son ensemble limite 7'(xy) & un nombre
infini d’éléments.

3. Une orbite O(x() est dite asymptotiquement stationnaire si son ensemble
limite est un point stationnaire (point fixe), et elle est asymptotiquement

périodique si son ensemble limite est une orbite périodique.

4. Une orbite O(zy) est dite éventuellement périodique de période p s’il n’est

pas périodique mais il existe un m positif tel que :

fPR(x) = f¥(2),) pour tous k > m,

c’est-a-dire f*(z) est un point périodique pour k > m.

5. Sip =1, O(xg) est dite éventuellement stationnaire.

Téoréme de Li-Yorke

D’aprés ce qui précede, il est clair que soit O(xg) est asymptotiquement périodique
(T'(zo) est fini), ou apériodique (7'(xg) est infini). Il n’est pas facile d’établir théori-
quement le caractére apériodique d’une orbite, car cela dépend de son comportement
asymptotique.

Le théoréme suivant assure 1’existence d’orbites apériodiques pour les systemes dy-

namiques discrets dans R.

Théoréme 1.1.1 Soit I un intervalle et f : I — I une application continu. Sup-
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posons que f a une orbite périodique de période 3. Alors f a des orbites périodiques
de période p pour tout p = 1 et il y a un ensemble infini S contenu dans I telle que

chaque orbite issu & partir d’un point de S est apériodique.

1.2 Systémes dynamiques discrets unidimension-

nelles et multidimensionnelles

1.2.1 Systémes dynamiques discrets unidimensionnelles

Généralement pour dit que le systéme dynamique discret :
Tpt1 = f (Jﬁn),

est de dimension 1 ou unidimensionnelle si la variable d’état = est une scalaire c’est-

a-dire x € R.

Systémes dynamiques discrets unidimensionnelles linéaires :

Un systéme dynamique linéaire discret de dimension un; peut mise sous la forme

d’équation aux différences suivante :

Tpi1 = aT, + b

ro donné

ol a, b € R sont des constants, x,, € R variable d’état, zy valeur initiale.

On suppose que le systeme (1.2) est a I’état d’équilibre :

¥ =ax® +b.
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b
Pour a # 1, on a x* = 1o donc il existe une unique point fixe. Sia =1et b =0,
—a
on aVt € N, x;,; = x4, c’est-d-dire toute condition initiale est un point fixe et elle
n’existe pas sia =1 et b # 0.

Systémes dynamiques discrets unidimensionnelles non-linéaire :

Un systéme dynamique discret non-linéaire de dimension un est définie par :

Tp41 = f(xn)

ro donné
f(x) étant une fonction non linéaire de classe C'! de la variable réelle .
1.2.2 Systémes dynamiques discrets multidimensionnelles

Systémes dynamiques discrets linéaires de dimensions n :

Un systéme dynamique discret linéaire de dimension n est se mise comme :

Tiny1 = au%1, + 12T, + .o+ Q1pTpn + b1
Tont1 = A21T1n + A22T2n + ..o + A2pTpp + Do

)
Tpntl = ApiTin + QnaTon + .o + GupnTpp + bn

\

oun € Nj et Xog = (210, 220, ---, Tno) sont donné.

La forme matricielle d’un systéme dynamique discret linéaire de dimension n est

s’écrit sous la forme :
X1 =AX,+ B

Xy donné

Ou A € M,(R) matrice de constantes réel de taille n x n, B € R" vecteur de

10
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constantes, X,, € R"” vecteur des états du systeme, Xy € R" : vecteur initiale,

ZTin € R : variable d’état.

a1 Qa2 ... Qin Tin 210 by

Q21 Q22 ... Q2p Lon 20 by
A - 9 Xn = ) XO — ) B =

An1  Ap2 .. Ann Tnn Tno bn

Systémes dynamiques discrets non-linéaires de dimension n :

Le systéme dynamique discret de dimension n étre non linéaire si est sous la forme :

Tint1 = f1(I1m$2m ann>

Ton+1 = f2<x1n7$2n7 7xnn>

T3n+1 — f3<x1n7$2n7---7~rnn> )
L Tpn+1 = fn($1n>$2na 7xnn)

oun € Nj et Xog = (210, Z20, --., Tno) sont donné ou bien d’une autre fagons :

Xn+l = f(Xn)

X,, donné

ou f: R" — R™ une fonction différentiable, f(X,) = (f1(X,), f2(Xn), -y fu(X0)).
fi: R* — R", Vi =1, ...,n une fonction différentiable, X,, € R" : vecteur des états

du systéme, Xy € R" vecteur initiale.

Point fize du systéeme dynamique discret de dimension n :

Le systeme dynamique discret de dimension n & un point fixe si :

X* = f(X*).

11
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Ou: X* = (a7, 5,25, ..., x5

Systémes dynamiques linéaires bidimensionnelles

Nous étudions des systémes dynamiques de dimension plus grande a un. Pour sim-
plifier les choses nous ne traiterons que les systémes dynamiques dimension deux.
Les systéemes de dimensions supérieures sont, bien stir, importants mais la plupart

des résultats restent valables aux dimensions supérieures

La caractérisation des trajectoires dans les systémes linéaires autonomes bidimen-
sionnels fournit les fondements conceptuels de la généralisation de ’analyse pour les

systémes dynamiques non linéaires, non autonomes.

Soit le systéme dynamique discret linéaire suivant :

Tintl = 0Q11%1pn + Q12T2, + by
, 1,22 € R (1.4)

Topy1 = 21015 + A22T2p + bo

avec la condition initiale (z10; Z20), €t a11, a12, as1, et age sont des constantes réelles.

La forme matricielle de ce systéme est :

($1,n+1> . 11 Q12 ([12'1771) . A<$l7n> n (bl>
T2 n+1 T2.n Tan by

G21 QA22

:U*
Il ya un unique point fixe X* = ( i,n+1> ’
x27n+1

X*=AX*+B = X*—AX*=2B
= X*(I-A)=B ,
= X*=(I-A)"'B

12
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si det (I — A) # 0, mais si det (I — A) = 0, il ya un nombre infini de points fixes.
L’étude de la stabilité du point fixe X* de (1.4) n’est pas facile parce que nous avons

une difficulté a la formule de solution de ce systéme dynamique, qui est dans la

formule de la matrice A’. Pour cela nous allons utiliser la décomposition de Jordan.

Matrice de Jordon : Ce paragraphe résume les propositions fondamentales de ’al-

gebre linéaire utilisée dans la dérivation et l'analyse qualitative des systemes dyna-

miques discrets bidimensionnels.

Lemme 1.2.1 Soit A = (a;;) une matrice 2 x 2 ; tel que a;; € R,\Vi et j :

1. Sila matrice A a deux valeurs propres réelles distinctes {1, A2} ; alors il existe
une matrice 2 X 2 non singuliére () et une matrice diagonale D, telle que

A=QDQ.

A0
D= :

0 A

et () est une matrice 2 x 2 inversible dont les colonnes sont les vecteurs propres

de la matrice A.

2. Si la matrice A a deux valeurs propres réelles répétées \; = Ay = A, alors il

existe une matrice 2 x 2 non singuliére (), telle que A = QDQ~* ou :

3. Si la matrice A a deux valeurs propres complexes conjuguées, \; = a + b,
A2 = a —ib et w = u % v sont les vecteurs propres associés alors il existe une

matrice 2 X 2 non singuliere, @, telle que A = QDQ~! ou :

a —b
D = etQ:(U U>7
b a

13
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et de plus () est inversible.

Caractérisation des solutions d’un systéme dynamique linéaire : Pour carac-

tériser les solutions du systéme dynamique bidimensionnel :

Xn+1 - AXn + B7

avec X € R? et A une matrice carrée 2 x 2, on s’intéresse dans un premier temps au
systéeme :

Yyi1 = DY, + B

avec X = QY et D = Q 'AQ, Br = D et () sont les matrices définies dans le lemme
(1.2.1) et on déduit la caractérisation des solution du systéme X,,,; = AX,, + B en

utilisant la relation X = QY. Pour simplifier la notation dans ce qui vient on pose
x
y = ( )
Y
1. Valeurs propres réelles distincts :

Soit le systéme dynamique :

Yn+1 = DYn7
A0
avec D = et A1 # A2 € R. Donc Y,,,; = AY,, = D"Y, avec D" =
0 X
AT 0
, c’est-a-dire :
0 A
Tpn = (/\1)n Zo
yn = (A2)" 4o

14
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2. Valeurs propres réelles égales :

Considérons le systéme dynamique Y,,,1 = DY,,, avec D = et A € R Donc
0 A
)\TL
Y, =AY, = D"Y, avec D" = , C’est-a-dire :
n )\n—l A"
xn = (A)"xg
o= (V)" o+ (V)" o
3. Valeurs propres complezes :
a —b
Considérons le systéeme dynamique Y, .; = DY, avec D = ,aetbe
b a

R. Considérons la représentation géométrique des valeurs propres, en posant r =

Va2 + b2, a=rcosf et b=rsinf avec 0 < 0 < 7 alors \j.o = a +ib=re?. Do :

cosf@ —sinf cosnf —sinnb

a —b
D= =r et D" =r"
b a sinf  cos6 sinnf  cosnb
Et le systéme devient :
Tn = (r)" [xocosnb — yosinnb]

Yo = (1)" [xosinnb + yo cos nd]

4. Caractérisation des solutions en fonction de trace de A et det(A) :

Soit le systéme dynamique linéaire bidimensionnel :

Xn+1 = AXn

Les propriétés qualitatives de ce systéme peuvent étre classées en fonction des valeurs

15
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tr(A); det(A) et les valeurs propres de la matrice A sont obtenues comme solutions

de I'équation caractéristique :

P(A) = A —tr(A)X + det(A).

Si (tr(A))? > 4det(A) les valeurs propres sont réelles et si (tr(A))? < 4det(A) les

valeurs propres sont complexes.

1.2.3 Attracteur et Source
Attracteur :

Dans un systéme dynamique, il peut exister des singularités ( états stationnaires
) plus générales que les points périodiques, ce sont les Attracteurs. Dans la littérature,
on trouve plusieurs définitions d’un attracteur. En général, un attracteur est défini
comme une partie fermée de I'espace des phases qui attire les orbites issues de son

voisinage.
Définition 1.2.1

Soit (X, N, f) un systéme dynamique discret. Une partie A de X est appelée
attracteur si est seulement si les conditions suivantes sont réalisées :
1. A est fermée.
2. A est positivement invariante.

3. A est attractive, c’est-‘a-dire, il existe un voisinage U de A tel que U est

positivement invariant et :

Vu e U, lim d(f"(u),A) = 0.

n—-4oo

16
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Définition 1.2.2

Soit U C R? un ouvert et soit 'application f : U — U, pour dit que I’ensemble
fermé et borné A C U est un attracteur si f(A) = A et s’il existe r > 0,telle que
d(zg, A) < r, alors :

lim d(z,, A) =0.

n——+00

Généralement on peut trouve deux types d’attracteur :

1. Attracteur régulier : ce dernier caractérisent 1’évolution de systéme non chao-

tique et peuvent étre de trois sortes :

i/ Un attracteur réduit a un point fixe, c’est le plus simple attracteur.
ii/ Un attracteur cycle limite est un attracteur formant une courbe fermé.

iii/ L’attracteur tore représente les mouvements résultant de deux ou plusieurs
oscillations indépendantes que 1’on appelle parfois "mouvements quasi pé-

riodiques".

2. Attracteur étrange : est une forme géométrique plus complexe qui caractérise

d’évolution des systémes dynamiques chaotiques.

Bassin d’attracion :

On a A un attracteur, le terme bassin d’attraction de A, est ’ensemble de

toutes les conditions initiales z, telle que :

lim d(z,, A) =0.

n—-+o00

Points attractifs :

17
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On a I un intervalle ouvert, sur cet intervalle on définie la fonction continue

f:I — I. Le point x* est un point fixe. Supposons qu’il existe € > 0, tel que :

Vg € B(2"); x = f"(x0) — 2" quand n — +00

Alors z* est s’appelle attractif.

Théoréme 1.2.1 Soit I un intervalle et f : I — I une fonction continue sur
I ayant un point fize x*. Supposons qu’il existe un € = 0 tel que la fonction f est
dérivable sur tout voisinage |x* —¢e; x* +¢[ du point x* et que la dérivée de la fonction

f est continue au point x*. Alors :

implique que le point * est attractif.
Remarque 1.2.1 Le nombre S = f (x*) est appelé le multiplicateur du point fixe x*.

On dit qu’une orbite périodique de période p (zo, 1, %2, ..., zp—1) de f est at-

tractive si chacun de ses points est un point fixe attractif de 'application fP.

Théoréme 1.2.2 Soit I un intervalle owvert et (xg,x1, T, ..., Tp—1) une orbite pé-
riodique de période p d’une fonction continue f : I — 1. Supposons qu’il existe
un € = 0 tel que la fonction f est dérivable sur tout le voisinage |x* — ;2" + €]
du point x; et que la dérivée de la fonction f est continue au point x; pour tout
j=12,....p—1. Alors :

d
P(* 1:

implique que l'orbite périodique (o, x1, T, ..., Tp—1) est attractive.

d
Remarque 1.2.2 S = d—fp(a:*) est appelé le multiplicateur de l'orbite périodique
x

(x(], L1, T2y euny {Ep,1) .
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Source :

Soit I un intervalle ouvert, et f : I — [ une fonction continue, z* un point

fixe de f. S’il existe € = 0 et :

Vg €I, 0<|zg—a" |[<e, Ing €N, Vn>no, |z,—2"|>e¢.

Donc : on peut dire que z* est une source ou un point répulsif.

Théoréme 1.2.3 Soit f une fonction continue f : I — I, I un intervalle ouvert
et ¥ le point fixe par f. Supposons qu’il existe un € = 0 tel que la fonction f est
dérivable sur tout voisinage |x* —¢e; x* +¢[ du point x* et que la dérivée de la fonction

f est continue au point x*. Si :

alors le point x* est répulsif.

Soit O(zg) une orbite périodique de période p de f, on dit que cette orbite est
une source (ou répulsive) si chaque point de l'orbite est une source pour le systéme

dynamique généré par fP.

Théoréme 1.2.4 Soit O(xq) une orbite périodique de période p d’une fonction conti-
nue f définie sur un intervalle ouvert I. Supposons qu’il existe un € = 0 tel que la
fonction f est dérivable sur tout le voisinage |z* — e;2* + €[ du point x; et que la

dérivée de la fonction f est continue au point x; pour tout j = 1;2;...;p — 1. St :

d .
ﬁf($)>1

alors 'orbite périodique O(xg) est répulsive.
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Remarque 1.2.3 Lorsque la récurrence f est bidimensionnelle, on classifie les points
fizes et les cycles selon les valeurs de leurs multiplicateurs \y et Ay ainsi que de leurs

modules.

1. A1, A2 € R, un point fixe ou un cycle est dit col si :
’)\1| <l< ‘)\2‘ .

Signalons qu'un col est toujours répulsif.

2. A1, Ay € R, un point fixe ou un cycle est dit noeud attractif (resp. répulsif
) sic:

Nl <1, i=1,2 (resp.A\; > 1,i =1,2).

3. A1 = Ay € C, un point fixe ou un cycle est dit foyer attractif ( resp. répulsif
) sic:

Al = [A2] <1, (resp.[Ad] = [Ao] > 1).
Exemple 1.2.1 Transformation de Chirikov :

Soit le systéme dynamique discret ([0, 1] x [0, 1], N,T') généré par la transformation

T définie par :

k

el = Ty — — sSin 2wy, k>0

- Tup1 = Tn — 5 sin2my |
Yntl = Tnt1 T Yn

Les points fixes (z*,y*) de cette application sont :
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La matrice jacobienne de I'application aux points fixes s’écrit :

1 +k
J = ;
1 1+k

1
Ou le signe + correspond a y* = 3 et le signe — correspond a y* = 0. L’équation
caractéristique s’écrit :

M—(2+kA+1=0

Le point fixe (z*, y*) est stable si :
2+ k| < 2.

1
On en déduit que le point fixe (z*,y*) = (0, 5) est toujours instable. Le point fixe

(x*,y*) = (0,0) est stable si 0 < k < 4. Considérons un cycle d’ordre p :

k
Tir1 = T; — — sin 2wy, k>0
27
Yirl = Tiv1 + Ui )

Tp+1 = L1, Yp+1 = Y1, 1= ]-7 ey P

La matrice jacobienne du cycle s’écrit :

» 1 —kcos2my;
M =TI,
1 1— kcos2my;

L’équation caractéristique s’écrit :

N —Mr(M)+1=0
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On en déduit les valeurs propres de M :

1 1
M2=1-28+2p(8—1), avec § = 5 Ztr(M).
Si 0 < <1, le p-cycle est stable. Sinon, les valeurs propres sont réelles avec :

|/\2| <1l< |)\1|

et le p-cycle est instable.
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Chapitre 2

Systémes Chaotiques a Temps

Discrets

Un role tres important dans la théorie moderne des systéemes dynamiques est
joué parles phénomeénes chaotiques. Pour les systémes dynamiques discrets, plusieurs
notions ont été introduites pour caractériser ce type de comportement : I’entropie ou

les exposants de Lyapunov (Ruelle, Takens, Lorenz...).

Dans I’espace de phase, le chaos donne lieu a des trajectoires appelées attracteurs
chaotiques. [Devaney, 1989] a proposé la définition suivante, couramment utilisée

dans la littérature :

Un systéme dynamique discret (X, N, f) est chaotique si et seulement si les conditions

suivantes sont vérifiées :
1. Semnsitivité aux conditions initiales :

Un systéme dynamique discret (X, N, f) est dit sensible aux conditions initiales

(S.C.I) si et seulement si :

>0, VeeX, Vn>0, Jye X, IneN:d(z,y) <netd(f*(x),"(y) >e.
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2. Il est régulier :
Un systéme dynamique discret (X, N, f) est dit régulier si et seulement si I’ensemble

des points périodiques est dense dans (X, d). Autrement dit :

Ve e X, Ve > 0,3y € P(f) /d(z,y) <e,

ou P(f) ={x € X/3k € N*,x € P.(f)} et Py(f) ’ensemble des points périodiques

de période k.
3. Il est transitif :

Un systéme dynamique discret (X, N, f) est transitif si et seulement si pour chaque

couple d’ensembles non-vides ouverts A, B C X, il existe un entier k£ € N tel que :

FHANB£0D

2.1 Caractéristique du chaos

On va présenter quelque caractéristique qui permettent de comprendre qualita-
tivement les points marquants d’un systéme chaotique elles sont considérées comme

des critéres mathématiques qui définissent le chaos, et les plus connues sont :

1. Non-linéarité

Un systéme chaotique est un systéme dynamique non -linéaire, tout simplement

un systéme linéaire ne peut pas étre chaotique

2. Non-périodicité :

Un systeme présentant un comportement chaotique évolue dans une orbite
qui ne répéte jamais sur elleméme. C’est-a-dire, les orbites ne sont jamais

périodiques.
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3. Impréuvisible :
Il est imprévisible. C’est la sensibilité aux conditions initiales : méme si on
bougé a peine les données initiales, au bout d’un certain nombre d’itérations,
le systéme sera tres différent. Bien entendu, un tel comportement rend extré-
mement difficile (méme pour un ordinateur) le calcul de f™(x) pour un x donné,

puisque la moindre erreur d’arrondi a des conséquences catastrophiques.

4. Déterminisme :

Le déterminisme sa veut dire que le systéme ne possede aucun parameétre ou

entrée stochastique ou bien d’un autre terme le systéme est non aléatoire.

5. Attracteur étrange :

L’attracteur étrange est une caractéristique géométrique du chaos.

Attracteur Chaotique : Un sous-ensemble de ’espace des phases est un attracteur
chaotique si et seulement si ¢’est un attracteur contenant une orbite dense, présentant

une sensibilité aux conditions initiales et possédant une structure fractale.

2.2 Exposants de Lyapunov

Alexander Lyapunov (1857-1918 ) a développé un parameétre pour quantifier la sen-
sibilité par rapport aux condition initiales. Les exposants de Lyapunov sont des
grandeurs qui mesurent la divergence entre différents orbites au sein d’un attracteur.
C’est une généralisation de 'analyse de stabilité autour d’un point fixe ou d’une

orbite (cycle limite).
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2.2.1 Exposants de Lyapunov pour un systéme de dimension
égale a 1

Soit un systéme dynamique unidimensionnel suivant :

Tpy1 = f(xn)

f:R—R
et f € C!(R), soient zg, Ty deux conditions initiales trés proche, telle que :

To =T+ 55[30.

On souhaite voir comment se comportent les orbites issues xg, Ty, comment varie

leur écart.

Etant suppose infinitésimal, il vient :
Ty =21+ 011 = f(xo + dx0) = f(20) + f'(20)d20.
Donc la distance entre deux trajectoires apres une itération est donnée :
| 0z |=] f(20)dwo |=[ f(x0) || 6o |,
et aprés deux itérations, on trouve :
| 6x2 [=[ f'(@1) || 0z |=| /(1) || f/(2o) || 0o |-
En utilisant la regle des itérations enchaine, apres n itérations, nous obtenues :

[ 0y |=[ f*(T0) = " (w0) |= [H | f' (i) |] | 0o | -
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On peut donne :

| f"(Zo) — ["(w0) |=] Zn — @0 |,

alors :

| 0y |=[ Zn — 20 |= [H | S () |] | 0z |,

=0

si les deux orbites 7,,z, s’écartent a un rythme exponentielle aprés n itérations,

alors :
‘&EH‘—G”E S ln’(sxn‘:nE
|5$0‘ ’5$0|
1 n ; B eR,
— E~ —lnH | f/(x;)
i=0
alors :

1 n
E= lim =) In| f(z;)|.
=0

n—-+oon,

Donc on donne la définition suivante :

On appelle exposant de Lyaponuv, la limite £ (s'il existe) :
E = lim lzn:ln | f'(x;) |
e Dy o

Pour F <0 :

L’orbite est attractive vers une point fixe ou une orbite périodique stable. Il
caractérise les systémes dissipatifs. Les points fixes et les points périodiques super

stables ont un exposant de Lyapunov qui tend vers —oo.
Pour F >0 :

Le comportement est chaotique (les deux orbites divergents) c’est -a-dire; il y a

une sensibilité aux conditions initiales.
Pour F =0

L’orbite est un point fixe neutre. Un systéme physique avec un tel exposant est
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dit conservateur. Dans cette situation, les orbites gardent une séparation constante.

Exemple 2.2.1 Soit un systéme dynamique a temps discret définie par :

Tpy1 = f($n>

avec :

~

—

&

~—

|
i~
S
8
IA

N =D —

ce systéme est chaotique car :

1 n
E = lim —Zln | f'(z;) |=1n4 > 0.
=0

n—oon, —
D’ot le comportement est chaotique.

Exemple 2.2.2 Soit f:[0,1] — [0, 1]
Tnt1 = f(Tn) = r2a(1 — T0),

le parameétre r défini dans [0, 4] est responsable du type de comportement de cette

dynamique. Si on calcule ’exposant de Lyapunov de ce fonction, on aura alors :

n—oon 4

1 n
E = lim—Zln | (r — 2rax;) |
=0

2.2.2 Exposants de Lyapunov pour un systéme supérieur a

1

1 . 1 n ! L : N . .
La relation F = 7}1_}11010 =Y ioIn | f'(z;) | se généralise aux systémes de dimension

p > 1, qui possédent p exposants de Lyapunov. Chacun d’entre eux mesure le taux
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de divergence suivant un des axes de ’espace des phases.

On prendre le systéme dynamique z,1 = f(x,), f : RP — RP, sous les mémes

conditions initiales xg, Ty, on a :
61’1 = J(l’o)éﬂfo,

ou J(zg) désigne la matrice jacobienne de f en z.

Apres n itérations, on obtient :
n
0, = HJ(xi)éxO.
i=0

Le produit des matrices jacobiennes est :

n

[[7 @) = J(o) x J(21) x .. x I ().

i=0
On note HJ(:UZ) par J"(xg) ainsi :
i=0

oxy, = J"(xg) X d(x0)

ou J"(xy) représente la matrice Jacobienne de f"(.) au point xg, il s’agit d’une
matrice carré de p x p. Si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible
P, telle que :

Dl'=P ' x J"x P,

p p

une matrice diagonale des valeurs propres \; de J" (xg), i =1, ..., p,
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On définit les p exposants de Lyapunov E; (i = 1, ..., p) de la maniére suivante :

1
n—oon,
-Si B <0,Vie{l,..,p}avec > b  E; <0, lattracteur est non chaotique.
-Si 3 E; > 0, avec Y 7_, E; < 0, Pattracteur est étrange.
Soit f une fonction sur la droite réelle R de class C?, si une orbite {1, zo, ...7, }
périodique de f satisfait | f'(z;) |# 0 pour tout ¢ et est asymptotiquement périodique
a une orbite périodique {y1, 2, ..., Yn} , alors ces deux orbites ont les méme exposants

de Lyapunov.

2.2.3 Dimension de Lyapunov

Un parameétre permettant de mesurer la dimension de chaos, ou bien d’une autre
facon, est un outil pour déterminer la structure géométrique d’un attracteur, cet
outil se base sur I’exposant de Lyapunov. Kaplan et Yourk ont suggéré de calculer la
dimension d’un attracteur dans ’espace de dimension d>1 en utilisant les exposants

de Lyapunuv associe de cet attracteur.

Soit A un attracteur représente dans ’espace multidimensionnelle de dimension d.
Classant les exposants de Lyapunov F; > Ey > E3 > ... > E,, la dimension de

Lyaponuv D, est définie par :

o
Dy =j+=&= 2
Ej

ou j est le plus grand entier qui satisfait £y + Ey + E3 + ... + E; > 0.
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Les exposants de Lyapunov de la transformation du boulanger sont :
a
Ey =log2, Ey =log >

d’otl :

log 2
Dp=1+—7"rr—.
L +log2—loga

Donc : I'attracteur de boulanger est de structure fractale.

2.3 Bifurcation

Un autre ensemble de concepts utile & ’analyse des systémes dynamiques est
la théorie de la bifurcation. Ce concept renvoie a ’étude des changements de com-
portement d’'un systéme lorsque les parameétres de ce dernier change. La théorie de
bifurcation s’intéresse aux familles des systémes dynamique dépendant d’un para-

métre 1 € R

Le mot Bifurcation, introduit par Poincaré est employé pour désigner un chan-
gement qualitatif du comportement du systéme au cours de I’évolution d’un ou plu-
sieurs paramétre. On dit qu’il y a bifurcation. Par bifurcation locale, on entend une
modification du comportement du systéme au voisinage d’un point fixe (ou d’une so-
lution périodique). Tout autre changement sera désigné par le terme de bifurcation

globale

Le point ou se produit la bifurcation est appelé point de bifurcation. La repré-
sentation des branche de points fixe dans cet espace afin de localiser les bifurcation,

permet d’établir ce qu’on nomme "diagramme de bifurcation".

Le nombre de parameétre p; nécessaire a 'apparition d’'une bifurcation s’appelle la

codimentions de la bifurcation.
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Mathématiquement on a :

Soit un systéme dynamique & temps discret définie par :

Tn+1 = f(ﬂa xn)
f:R"x Rt — R"

I

ou u le parameétre de controle.
L’idée :
Lorsque 'on fait varier le parameétre on dit qu’il se produit une bifurcation quand il

apparait dans le voisinage du point fixe, c’est -a-dire s’il existe u* € R tel que :

* Pour p < p*; x* stable.

*

* Pour p > p*; o instable.

Ou p* est appelé valeur de bifurcation (locale) et x* est appelé point de bifurcation.
Définition 2.3.1

Une bifurcation est changement de type topologique du systéme (changement
qualitatifee et quantitatif) lorsque le parameétre i passe a travers une valeur critique

= p* appeler valeur de bifurcation.
Définition 2.3.2

Le diagramme de bifurcation est un tracé de point de I’état stationnaire du

systéme en fonction du parameétre du controle.

2.3.1 Différents types de bifurcation

Dans cette subsection, on considére trois types de bifurcation locales :

1. Bifurcation flip ou de doublement de période.
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2. Bifurcation fold ou Noeud-col.

3. Bifurcation de Neimark-sacker

Bifurcation flip ou doublement de période :

Cette bifurcation a lieu lorsqu’une des deux valeurs propres est égales a 1 un
cycle d’ordre k qui subie cette bifurcation va changer de nature et crée un cycle
d’ordre 2k de la méme nature. C’est-a-dire un point fixe stable d’ordre 1 ; par exemple

devient instable en méme temps que 'application d’un cycle d’ordre 2 stable.

Bifurcation fold ou Neoeud-col :

Elle correspond a 'apparition de deux cycles d’ordre k, de stabilités différentes. A

la bifurcation, les deux cycles sont confondus et ont un multiplicateur S égal a 1.

Biburcation de Neimark :

Cette bifurcation se produit lorsque la matrice jacobienne posséde deux valeurs

propres complexe conjuguée A\; = \y et de plus | A\i=1 2 |= 1.

Neimark 4
{Hopf secondaire)| + |

Dédoublement 1 p Neud-Col
de période (Retournement)

e

Neimark 1
(Hop( secondaire)

Différents types de bifurcations.
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2.3.2 Transition vers le chaos

Une route vers le chaos est une séquence spécifique de bifurcations menant d’une
évolution totalement prévisible (posséde par exemple un point fixe stable) a une évo-
lution chaotique. Une caractéristique remarquable, découverte dans les années 1980s,
est que ces séquences sont souvent qualitativement identiques, méme si les systémes
physiques sont totalement différents. C’est ce qu'on appelle 'universalité des routes
du chaos. On a pu mettre en évidence trois grands scénarios de passage d’une dyna-

mique réguliere a une dynamique chaotique lors de la variation d’un parametre.

Trois routes typiques ont été mises en évidence pour les systémes dissipatifs,
chacune associée & un type de bifurcation : la route de doublement de période associée
a la bifurcation flip ou doublement de période, la route d’intermittence associée a la
bifurcation fold ou nceud col et la route de Ruelle-Takens associée a la bifurcation

de Neimark-Sacker.

Cascade de doublements de période :

Cette route décrit le passage d’une situation ou le systeme dynamique atteint
un état d’équilibre (c’est-a-dire un point fixe stable) a un régime chaotique par une

succession de bifurcations de type doublement de périodes.

Ce scénario de transition vers le chaos est sans doute le plus connu. Par augmen-
tation du parameétre de controle de 'expérience, la fréquence du régime périodique
double, puis est multipliée par 4, par 8, par 16,... ,etc. Les doublements étant de
plus en plus rapprochés, on tend vers un point d’accumulation auquel on obtiendrait
hypothétiquement une fréquence infinie. C’est & ce moment que le systéme devient

chaotique.

34



Chapitre 2. Systéemes Dynamiques Chaotiques discrets.

Par intermittence :

La route appelée intermittence décrit la persistance de phases réguliéres et prévi-
sibles dans une dynamique globalement chaotique. Ce scénario via les intermittences
se caractérise par 'apparition erratique de bouffées chaotiques dans un systéme qui
oscille de maniére réguliére. Le systéme conserve pendant un certain laps de temps un
régime périodique ou pratiquement périodique, c’est a dire une certaine "régularité",
et il se déstabilise, brutalement, pour donner lieu a une sorte d’explosion chaotique. Il
se stabilise de nouveau ensuite, pour donner lieu & une nouvelle "bouffée" plus tard.
On a constaté que la fréquence et la durée des phases chaotiques avaient tendance a
s’accroitre plus on s’éloignait de la valeur critique de la contrainte ayant conduit a

leur apparition.

Scénario de Ruelle et Takens ou quasi-périodicité :

Qui intervient quand un deuxiéme systéme perturbe un systéme initialement pé-
riodique. Si le rapport des périodes des deux systémes en présence n’est pas rationnel,
alors le systéme est dit quasi périodique. Ce scénario un peu compliqué est relié a la
théorie des nombres, notamment aux travaux de Jean Christophe Yoccoz, leur

éat de la Médaille Fields en 1994, pour ses travaux sur les systémes dynamiques.

2.4 Modéle de Hénon

Maintenant, nous donnons une illustration concréte de toutes les notions pré-
cédentes par un exemple célebre de systémes dynamiques chaotique discrets dans le
plan. Alors, on va cherché les points fixes et étudie la stabilité de ces points, apres la

localisation des courbes de bifurcation et leurs évolution dans le plan paramétrique.
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2.4.1 Présentation et définition du systéme de Hénon

Le systeme de Hénon est un modele proposé en 1976 par le mathématicien
Michel Hénon Hénon fait des recherches pour obtenir un systéme trés simple.
Celui-ci est présent au séminaire de Nice ( sur la turbulence), en janvier 1976 lorsque
Pomeau expose 'idée de réaliser des systemes dynamiques plus simples encore que
celui de Lorenz, mais présentant des caractéristiques similaires, et qui permettraient
de prouver plus clairement des "évidences" mises en lumiére par les calculs numé-

riques.

Puisque le raisonnement repose sur la section de Poincaré il propose de produire
une application du plan dans lui-méme, plutét qui une équation diftérentielle, imitant
le comportement de Lorenz et son attracteur étrange. La familiarité de Hénon avec les
applications du plan dans lui-méme, lui permet de réagir rapidement et de produire
un systéeme tres simple donnant un attracteur étrange. Il est connu depuis sous le

nom de systéeme de Hénon.

Le modéle de Hénon consiste en une itération a deux dimensions qui peut
prendre différentes formes. On utilisera la forme suivant :
X1 =—aX2+Y, +1

H(X,;Y,): ,
Yn+1 = bXn

ol a et b étant deux parameétres réels, ou la valeur de la constante a controéle la
non-linéarité de l'itération, et celle de b traduit le role de la dissipation. et X,,; Y, ;
un point de coordonnées. On dit que c¢’est un systéme dynamique de dimension 2 car

(X;Y) € R?, et a temps discret car les points évoluent par étape et non contintiment.
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2.4.2 Calcul des points fixes

On peut obtenir les points fixes du systéme de Hénon en résolvant 1'équation H(X,,;Y,,) =
(Xn;Yn) :
—aX:+Y,+1=X,

bX, =Y,

Pour | b|< 1, ag(b) = —=(b—1)>on a:

1
4
1. Sia < ag(b); litération H n’a aucun point fixe.

2. Sia = ay(b); l'itération H a un seul point fixe.

3. Sia > ap(b); 'itération H a deux points fixes.

Le discriminant de I’équation (x) est donné par ’équation :

(b—1)*+4a=0.

1

4(()—1)2 on a:

Donc pour | b |< 1, ag(b) =

1. Sia < ag(b); Xi(a;b)* ¢ R?; alors dans ce cas il n’y a aucun point fixe pour

H.
b
2. Si a = ay(b) ; nous obtenons X (a;b) = X_(a;b) = . Donc dans ce cas le
a
b—1 b-—1
systéeme H admet exactement un seul point fixe (X7,Y7) = ( 5 ,b( 5 ).
a a

3. Pour a > ag(b) ; nous avons X, (a,b) et X_(a,b) dans R? et X, (a,b) # X_(a,b)

Dans ce cas nous avons deux points fixes de la forme : P, = (X1,Y)); et
P2 = (X27 YQ)
avec : b1 _—
X, = o tEs x, == 1=6
2a 2a (%)
vi= b)) v m ey
=) | =ats)
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Chapitre 2. Systéemes Dynamiques Chaotiques discrets.

Stabilité des points fixes

La stabilité de ces points fixes est fixée par les valeurs propres obtenues en résolvant
I'équation det (J—AI) = 0; ou [ est la matrice identité et J est la matrice jacobienne

donne par I’expression :

et comme det(J — A\I) = 0, nous avons 1’équation caractéristique suivant :

A+ 20X\ —b=0

Alors les valeurs propres (multiplicateurs) de la récurrence de Hénon sont :

M =—aX +Va2X2+0b No=—aX —Va2X2+D

1. Pour le point fixe P1 :

La matrice jacobienne correspond a cette point s’écrit :

—(b—1+p) 1
b 0

J:

Ses valeurs propres sont les racines du polyndéme caractéristique :

det(J—A) =X+ Ab—1+p8)—b

On résout donc :

A=(b—1+p)+4b
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Chapitre 2. Systéemes Dynamiques Chaotiques discrets.

Les valeurs propres sont donc :

1.1 1 1. 1 1.1 1 1 1
A= —(= b+ -(B—b+1)2—=b+=, Ay =—(=8—1/b+=(B—b+1)2—=b+=

2. Pour le point fixe P2 :

La matrice jacobienne correspond a cette point s’écrit :

—b—-1-p5) 1
b 0

J:

Ses valeurs propres sont les racines du polyndéme caractéristique :

det(J —XI) =X+ A(b—1—3) —b.

On résout donc :

A=(b—1—pB)?+4b.

Les valeurs propres sont donc :

1
27

1 1 1 1 1 1 1 1, 1

== - —1)2+=p—= =—— - —1)2—=p—=b+-.
A a(\/b+4(b+ﬂ )+2ﬁ 2b+ A2 a(\/b+4(b+6 ) 25 2b+2
Il peut étre également démontré que I'un de ces deux points est stable a la signe

positive devant le radical, 'autre est toujours instable.

En effet, les valeurs des parameétres connues pour présenter un comportement
chaotique sont a = 1,4 et b = 0, 3. et les deux points d’équilibre du systéme pour
ces parameétres sont (—1,1314;—0,3394) et (0,6314;0,1894), les valeurs propres au
premier point d’équilibre sont (2,3284; —0,0657) et les valeurs propres au deuxiéme

point sont (0,5657; —1,8284). D’ou le premier est un point selle et le deuxiéme est
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Chapitre 2. Systémes Dynamiques Chaotiques discrets.

clairement un point stable.

Région de stabilité
de point fixe P

0.5

-1 Région de stabilité
de point fixxe P2

Les régions de la stabilité des points fixes P1 et P2

2.4.3 Attracteur de Hénon pour a = 1,4 et b = 0,3

Le modele de Hénon est un systéme dynamique de comportement chaotique les
plus étudiés. Il dépend de deux parameétres a et b, qui ont pour valeurs canoniques :
a = 1,4 et b = 0,3. Pour ces valeurs, I'attracteur de Hénon est chaotique. Pour
d’autres valeurs de a et b, il peut étre chaotique, intermittent ou converger vers une

orbite périodique. On peut voir la forme connue du croissant de cet attracteur. voir
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figure (2,3).

04

03r

0zZr

a1r

-01F

-02r

-03r

04 1 i L L 1
-15 =1 -05 ] 0.5 1 15

Attracteur de Hénon pour a = 1.4; b = 0.3

On remarque que les valeurs prises par I’application ne correspondent pas graphi-

quement.

On peut voir aussi comment évoluent les variables X et Y pour une condition
initiale (Xo,Yy) = (0,0), voir Figure (2,4) et Figure (2,5) respectivement. On

constate que I’évolution est chaotique pour les deux variables.

a 10 20 =0 A0 50 B0 J0 = n t=_n} 100
imndic e

Les 100 premicéres itérées de X,, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (Xo; Yy) = (0;0)
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Chapitre 2. Systéemes Dynamiques Chaotiques discrets.

Analyse numérique de bifurcation

Nous procédons en donnant les résultats de stabilité pour le systeme de Hénon.

Nous rappelons que le systéeme de Hénon a deux points d’équilibre réels pour a >

1 2
—7 (-1

Lemme 2.4.1

1
Pour a > _Z(b_ 1)%2 et B = 0 le systéme de Hénon a un unique point d’équilibre
en (221, b(%1)) avec les valeurs propres {1, —b} indiquant une bifurcation selle-noeud.

1
En substituant a = _Z(b —1)? et B = 0 dans I'équation (2.2) les deux points

d’équilibre se trouvent a s'imbriquer les uns les autres en (%, b(%)) La jacobienne

du systéme en ce point d’équilibre est :

1-0b 1
b 0

et ainsi les valeurs propres sont {1,b}.

On considére la bifurcation selle-noeud avec un exemple numérique.

i ;
a0 100

Les 100 premicéres itérées de Y,, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (Xo;Yy) = (0;0)
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Proposition 2.4.1

Pour b = 0,3 et a = —1, 1225 le point d’équilibre du systéme est (2, 8571;0, 8571)
indiquent une bifurcation selle-noeud avec une branche stable et une branche instable
montrées dans la Figure(2,6). La région de a de la branche stable est comprise entre

—0,1225 < a <0,3675.
Proposition 2.4.2

Pour le cas particulier de a = 0;3675 une bifurcation par doublement de la

période est observée.

Pour a = %(b —1)2 =0,3675; le systéme de Hénon a deux points d’équilibre en
(0,9524;0,2857). Les valeurs propres sont {—1;0,3} et {2,2343; —0, 1343} En effet,

quand a s’approche de 0, 3675, une orbite périodique de période 2 est constatée.

Diagramme de bifurcation :

La construction de diagramme de bifurcation est faite en faisant varier le para-
meétre a de 0 & 1,4 avec un pas de 0,001, b est égale & 0, 3. On obtient le diagramme

suivant :

Diagramme de bifurcation pour le systeme de Hénon pour —0.15 < a < 0.4 et b = 0.3
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1. Si0,1225 < a < 0,3675; les itérations convergent vers un point du plan

2. 50,3675 < a <0,9; les itérations tendent & constituer un suite (X,,,Y,,) telle
que (Xa,, Ys,) converge vers un point et (X, 11, Yo,41) converge vers un autre

point. On a donc deux points limites : on observe un doublement de période.

3. 510,99 < a<1,02; on assiste a un nouveau doublement de période. La période
continue de doubler jusqu’a une valeur déterminée ou la trajectoire commence

a prendre une forme particuliére.

4. Pour a > 1,02 ; on ne distingue plus les cycles, et donc le systéme est chaotique.

2.4.4 Sensibilité aux conditions initiales

Que-ce passe-t-il quand on choisit des conditions initiales extrémement voisines ?

Prenons par exemple (X, Yy) = (0,001;0,001). On constate que les courbes rendues

sont différentes de celles quant a (Xo, Yo) = (0;0) ; voir figure (2.8) et figure (2.9).

Diagramme de bifurcation de Hénon
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2.4.5 Exposants de Lyapunov

Pour justifier 'apparition de I’état chaotique et pour déterminer les différentes zones
de stabilité, il suffit de calculer I'exposant de Lyapunov en fonction du parameétre a

oub

* Pour a = 1,4;b = 0,3; "application de Hénon a deux exposants de Lyapunov
A1 = 0,42205; Ay = —1,626 la dimension de Lyapunov par définition est égale
aDp=1,2596

* On fixe b = 0,3, on laisse a varie entre 0 et 1,4

A partir de la Figure(2.10) on obtient deux zones :

* Une zone stable lorsqu’a varie dans I'intervalle [0, 1.052].
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* Une zone chaotique lorsqu’a varie dans 'intervalle]1.052, 1.4].

(] 10 20 =0 A0 S0 G0 i =0 a0 1L
indice

Les 100 premicéres itérées de X,, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (Xo; Yy) = (0.001;0.001)

o 10 20 30 40 50 [=n] 7O a0 a0 100
indice

Les 100 premiéres itérées de Y,, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (Xo;Yp) = (0.001;0.001)

L’évolution de I'exposant le Lyapunov de systeme de Hénon en fonction de a



Conclusion

Les travaux exposés dans ce mémoire avait comme objectif générale d’étude des
systémes dynamique chaotique discret. Premiérement on a introduite la notion d’'un
systéme dynamique & temps discret et on a essayé de donne une idée totale, et on a
entamé tout les notions de base et les outils mathématiques nécessaires sur le systéeme

dynamique discret.

Deuxiemes & maitriser et & comprendre certaines des propriétés complexes de la
dynamique chaotique discréte. Nous avons également vu des illustrations concrétes

de quelque notion précédente par un exemple célébre modéle de Hénon.
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RESUME

Dans ce mémoire nous étudions le systéme dynamique chaotique dans le cas discret, et pour
cela nous avons traité d’abord les concepts généraux et quelques définitions nécessaires
pour le systeme dynamique discret, puis le deuxieme chapitre que nous avons consacré a
I’étude du systeme dynamique chaotique discret, ou nous avons abordé la définition de
chaotique et bifurcation, ainsi que les exposants de Lyapounov avec quelques exemples

pratiques dont modeéle de Hénon.

Mots clé :

Chaos, systeme dynamique, systéme chaotique, bifurcation.

In this memoir, we have studied the chaotic dynamic system in the discrete case, and for this we
dealt first with the general concepts and some necessary definitions for the discrete dynamic system,
then the second chapter we devoted to the study of the discrete chaotic dynamic system, where we
touched on the definition of the chaotic and bifurcations, as well as the exposants of Lyapounov, and

applied exemples including the Henon model.

Key words :

Chaos, dynamic system, chaotic system, bifurcation.
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