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Introduction

Dans ce mémoire, nous avons essayé d’éclairer d’une fagon générale la notion d’intégrale
de Riemann est d’une grande importance pour les mathématiques. L’émergence de
cette notion, tout d’abord implicite dans les calculs d’aire et de volume, a du attendre
Cauchy (1823) puis Riemann (1854) pour devenir un véritable savoir mathématique.
En effet, la formalisation de cette notion nécessite a la fois celle de fonction et celle de
limite. Ceci permet d’entrevoir pourquoi son enseignement débute tardivement dans
les deux pays concernés, la France et le Vietnam (& la fin du lycée) puis se prolonge
au niveau universitaire. Or de nombreux travaux sur I'enseignement de 1’Analyse
(comme par exemple, ceux d’Artigue 1998, Bloch 2000, Legrand M. 1993, Schnei-
der 2001) ont mis en avant les difficultés inhérentes a ce champ des mathématiques,
qu’est I’Analyse et dont un élément central est la notion d’intégrale. < La théorie
de l'intégration joue en mathématique un role extréemement important. C’est une
théorie riche et complexe. » (Revuz 1996, Encyclopédia universalis, corpus 12, p.
406) Pour Bloch (2000), < l'intégrale de Riemann,les primitives; fonctions ration-
nelles et leurs primitives; les fonctions logarithmes et exponentielle; les fonctions
usuelles [...]| » font partie des < objets institutionnels prégnants > de 1’Analyse, au

moins au niveau des premieres années d’Université .
Outils théoriques et problématique

A la lumiere de ce cadre théorique, nous pouvons a présent reformuler en termes de

I'intégral et quelques-unes des questions posées au début :
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Quels sont les définitions de 'intégrale? a l'objet de savoir ........... ? Quelles sont
leurs méthodes d’intégration ? Quelles sont les classes de l'intégrale et leur domaine

d’utilisation du l'intégrale ?



Chapitre 1

Approximation a ’aide d’une

so1mnine

La deuxieme composante majeure du calcul est appelée intégration. Cela peut étre
introduit comme un moyen de trouver des zones en utilisant la sommation. Nous
adopterons cette approche dans la présente Unité. Dans les unités ultérieures, nous
verrons également comment 'intégration peut étre liée a la différenciation. Afin de
maitriser les techniques expliquées ici, il est essentiel que vous entrepreniez de nom-
breux exercices pratiques afin qu’ils deviennent une seconde nature. Apres avoir lu

ce texte et /ou visionné le didacticiel vidéo sur ce sujet, vous devriez étre capable de :

e trouver, en utilisant des rectangles au-dessus et au-dessous de la courbe, 'aire entre

le graphique d'une fonction quadratique, ’axe des X et deux lignes verticales ;

e utiliser la notation intégrale pour certains types d’aire.

1.1 introduction

Dans cette unité, nous allons voir comment trouver la zone sous le graphique d’une

fonction.
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La technique que nous allons utiliser s’appelle 'intégration. L’idée derriere cela est
que nous pouvons trouver 'aire d’une forme en la divisant en petites formes dont les
aires sont plus faciles a calculer. Nous avons ensuite additionner les zones des petites
formes. Dans la plupart des cas, nous ne pouvons pas faire la division exactement,
et nous estimons donc en utilisant une zone légerement plus grande ou légerement
plus petite. Comme les petites formes deviennent plus petites et plus petit, nos

estimations s’améliorent de plus en plus.

1.2 Subdivision de formes

Supposons que nous souhaitions trouver l'aire d'une forme pour laquelle il n’y a pas
de formule exacte. Nous pouvons aborder un tel probleme en divisant la forme en
morceaux plus simples, oll nous connaissons une formule pour le surface de chaque
piece. Par exemple, nous pourrions trouver I’aire de cette forme, La forme est main-
tenant composée de rectangles et d’un triangle. Il existe une formule pour I'aire d’un

rectangle et une autre formule pour 'aire d’un triangle.

Nous pouvons donc utiliser ces formules pour travailler. Par exemple, nous pourrions
trouver l'aire de cette forme :

les zones individuelles des petites formes, et donc la zone de la forme entiere.

De méme, pour un cercle, il existe une formule pour 'aire, A = 7r?

Mais supposons que nous ne connaissions pas le formule pour I'aire d’un cercle. Que

pourrions-nous faire ?

Une fagon pourrait étre de placer une grille de carrés sur le cercle. Ensuite, nous

pourrions travailler sur la zone de chaque carré, et additionner toutes ces zones



Chapitre 1. Approximation a l'aide d’'une somme

ensemble. Cependant, certains des carrés ne coincideront pas completement avec le

cercle. Comptons-nous ces carrés ou les omettons-nous ?

Si nous additionnons tous les carrés qui contiennent une partie quelconque du cercle,
nous arriverons a une surestimation de 'aire du cercle. Si nous ignorons tous ces
carrés qui ne coincident pas completement avec le cercle, on obtiendra une sous-

estimation de l’aire du cercle.

Cependant, nous avons maintenant deux limites sur 1'aire du cercle, une supérieure

et une inférieure.

< piéger > l'aire du cercle de plus en plus étroite entre une limite supérieure et une
limite inférieure, nous besoin de rendre les carrés de la grille de plus en plus petits.
Ensuite, les pieces qui ont été incluses ou rejetés seraient, au total, de plus en plus

petits.

1.2.1 la zone sous le graphique d’une fonction quadratique.

Nous allons maintenant appliquer ce procédé a une aire dont une aréte est définie par
une courbe dont 1'équation, y = f (x), est connue. Nous commengons par examiner
un cas précis, la zone contenue par 1'axe des x de v = 0 & = a , la courbe y = 22,

et la ligne x = a . la zone sous le graphique d’'une fonction quadratique :

Comment peut-on calculer cette superficie? Une premiere tentative pourrait étre
faite en prenant deux rectangles, de largeur égale a /2, et hauteurs correspondant

aux valeurs y des coordonnées x qui s’étendent au-dessus de la courbe.

Donc la hauteur du premier rectangle sera un a?/4, et la hauteur du deuxieéme le
rectangle sera un a? Ces deux rectangles comprennent plus d’aire que celle contenue

entre les courbe et 'axe des abscisses, et nous avons donc une surestimation de la
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zone.

L’aire sous la courbe, A |, est inférieure a ’aire totale des deux rectangles. Donc

2 2
A<(sxg)+(5xa)
Nous prenons maintenant un rectangle qui ne contient que 'aire entre la courbe et

l'axe des x .

(% X %) <A
C’est On peut combiner ces deux inégalités en une seule formule en écrivant le
rectangle dont la limite supérieure est marquée par une ligne pointillée, et vient en
dessous de la courbe.
(3x%) <A< (4x%)+(5xa)

Son la hauteur est un . Son aire fournit une sous-estimation de I’aire sous la courbe.
D’ou dans chaque cas, nous pouvons trouver la hauteur d'un rectangle en regardant
le coin ou le rectangle rencontre la courbe, et en prenant la coordonnée y . Prenons

d’abord les rectangles < au-dessus > de la courbe.

La largeur de chaque rectangle est a /4. La hauteur du premier rectangle est un

a®/16, la hauteur du la seconde vaut

2242/16.

a a? a 2242 a 3242 a 4242
A<(ZX1_6)+<Z+ 16>+(Z+ 16>+<Z+ 16)'

En additionnant les aires des quatre rectangles, on voit que le l'aire A satisfait
I'inégalité et on peut retirer les facteurs a / 4 et a a?/16 sur le coté droit pour

réécrire ceci comme
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A< x % x (12422 4 3% + 42)

IS

Encore une fois, nous pouvons retirer les facteurs de a/4 et a a*/16 a droite pour

donner

a a? a 2242 a 3242
(ZXTG)+(Z+ 16)+<Z+ 16><A

Encore une fois, nous pouvons combiner ces deux inégalités pour obtenir,

Ex T (12422 43%) < A< 9x L x (12422 4 3% + 42)
Supposons maintenant que nous divisons 'axe des x entre x+ = 0 et *+ = a en n

bandes égales, chacune de largeur a /n, et regardez l'aire du r-ieme rectangle qui

vient ”7au-dessus” de la courbe :

La hauteur du r-ieme rectangle < au-dessus > de la courbe est la coordonnée y du

coin supérieur droit coin, et c’est (%) L’aire du r-ieme rectangle est donc

et nous pouvons ranger cela jusqu’a donner
3
o xr?
Donc, si nous écrivons A pour 'aire sous la courbe dans cette petite bande, nous

aurons

3
BA < % xr?

713
L’addition des aires de tous ces rectangles extérieurs donnera une surestimation de

laire totale A

sous la courbe, donc que :
n 3 9
a
A< E o3 Xr
r=1

Regardons maintenant le r-eme rectangle "sous” la courbe. La hauteur du r-ieme

2
rectangle est la y du coin supérieur gauche, et c’est <@> Donc 'aire du (r —1)-

iéme
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le rectangle est

a (1“7122(12
n n

et nous pouvons ranger cela pour donner

a3

o) (7" — 1)2
L’aire de ce rectangle est inférieure a WA, de sorte que
a? 2
L’addition des aires de tous ces rectangles intérieurs donnera une sous-estimation de

laire totale A

sous la courbe, de sorte que
noo. 9
YLE(r—-1)7 <A
r=1

Ainsi la zone A est contenue entre les deux estimations,

a® - 2 a? - 2
r= r=

Il existe maintenant une formule pour la somme des carrés des n premiers entiers.

La somme est donnée par la formule

_ n(n+1)(2n+1)
EEEE—



Chapitre 2

Intégrale et méthodes

fondamentales d’intégration

Dans la premiere partie de ce chapitre ainsi que dans nos incursions précédentes
dans le domaine de I'intégration, nous nous sommes uniquement intéressés au calcul
exact d’intégrales.Mais si vous demandez a votre calculatrice préférée (en supposant
qu’elle n’est pas trop calée en calcul formel) de vous donner la valeur d’une intégrale,

elle va procéder de facon bien différente.

Les méthodes d’intégration numérique ont pour but de créer des suites approchant
la valeur d’une intégrale donnée, en maitrisant I’erreur commise (si on ne connait pas

lerreur, le calcul ne sert a rien), et de préférence avec le moins de calculs possibles.

Le but de ce chapitre est de donner des méthodes permettant de calculer des valeur
approchées d’intégrales .En effet, le nombre de fonctions dont on sait calculer une
primitive est en fait tres faible. Par ailleurs la connaissance d’une primitive F' ne
suffit pas lorsque 'on ne sait pas calculer les valeurs de F' .

Soit l'intégral I (f) = fab f (5¢) 03¢ avec b > a . Nous souhaitons trouver une valeur
approchée de cette intégrale au moyen d’une somme finie. Pour cela , nous allons

chercher a construire des formules quadrature.
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Définition 2.0.1 on appelle formule de quadrature a n + 1 points une formule du
type :

L (F) =22 AR f Ga).
ou les coefficiente A} sont indépendants de la fonction f , et les points s, sont des
points de l'intervalle [a, b].

onnote 1 (f ) =1 (f )—1I,1 (f) Verreur de 'approximation de I (f) par I,41 (f).

Définition 2.0.2 on dit que la formule de quadrature est de degré n si E,q (p) =0

pour tout polynome p de degré inférieur ou égal a m.

2.1 Formule de quadrature du type interpolation

2.1.1 Formule globales :

Nous avons vu au chapitre précédent que nous pouvons approcher une fonction f
par un polynome d’interpolation

P (%) = i f () Ly (5¢).1’idée va donc étre de remplacer le calcul de I (f ) par
f; Pn () ka:}i . Cela se justifie pour les deux raisons suivantes.

- I'intégration de polynome est tres simple , et ne nécessite que les quatre opérations
élémentaires,

- dans la pratique , asez souvent , on ne connait pas la forme analytique de f , mais

seulement sa valeur en certains points s, .

Définition 2.1.1 on appelle formule de quadrature de type interpolation la formule
obtenue par le calcule de fab Pn (32) 03¢ pour approcher fab f (52) 03¢, p, (3¢) étant un

polynome d’interpolation de f .

Proposition 2.1.1 une formule de quadrature a n+1 points est de degré au moins

n si et seulement si elle est de type interpolation a n + 1points .

10
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Preuve : Si la formule est du type interpolation a n + 1 points , alors Vp € P,.
(espace des polynomes de degré n) , P est égal a son polynéme d’interpolation a n+1
points. Donc E, 1 (p) =0, Vp € P,. Réciproquement , si la formule est de degré

au moins n , on a :

Y Al=b—a
k=0

Zn:AZ = f; 70
k=0

n
b
n n __ n
YA s = [ 50
k=0
C’est un systeme a n+1 équations et n+1 inconnues qui admet une solution unique

(matrice de Vandermonde de déterminant non nul) , et les coefficients A} = ff

Ly, (5¢) 0 , k =0, ...n constituent une solution.
Exemple 2.1.1 Les formules de newton-cotes.

On construit n + 1 points équidistantes en posant :
h=""%2y=a, =a+h,.. x, =Db.
on obtient alors les formules de newton-cotes fermées. (Si on exclut les extrémités a

b—a

=3, on obtient alors les formules dites ouvertes).

et b et on pose h =

Formules de newton-cotes fermées de degrée 1 et 2 :

ff f ()= (b—a)|sf (a)+1f ()] (formule des trapezes)
+

fab f()0sx=(0b—a)|tf (a)+5f (42)++f (b)](formule de simpson)
Théorme 2.1.1 Estimation de [’erreur pour les formules de newton-cotes .

Si f € C'(a,b]) avec | = n + 2 si n est pair et [ = n + 1 si n est impair , alors il
existe C' € [a,b] .
t.q:

11
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Ep = n+2 ft Tt —4)ot  hrt3f (D (C) sin est pair.
J:

En = ﬁ Jt jﬁo (t—j)ot h*P2f D (C) sin est impair.
ormule de quadrature basée sur 'interpolation peut présenter les mémes problemes
lorsque l'intervalle est grand (phénomene de Runge). On peut éviter cela en utilisant
des formules d’interpolation locales .On choisit un degré d’interpolation faible qu’on

utilise sur chaque segment [s, >41] -

2.1.2 Formule globales :
polynéme de degré 1 (formule des trapézes) :

sur chaque segment [z, zg,1] on écrit une formule d’interpolation de degré 1, puis

on fait la somme sur tous les segments .

Soit Py (z) le polynome d’interpolation de Lagrange de degré 1sur U'intervalle [s¢;, s41]

Py (5) = [ (08) ;7= 4 f (wpp) 552

Tl — Tk41 Tri1

on calcule 'intégrale de P; (5¢) sur l'intervalle [xy, 511]

Il,k :ka-H P1 (Ji)ax

Tk

= (Tpy1 — T ) (%)

Puis on effectuer la somme de tous les segments :

Z Ly _hz ( () + %k+1)>

Sioc: h = s — 2. Yk .

calcul de P’erreur :

Il suffit d’intégrer I'erreur d’interpolation correspondante et de faire la somme sur

tous les segments de l'intervalle .

12
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Sur [e, #e41], Ona f (30)—p1 (50) = & (50 — 55) (3¢ — 3611) [ @ (Cy) .Cela entraine :

n—1
I—Li=353 fP(C) [ (= sa) (3 = s101) 03¢
k=0

A

On effectue alors un changement de variable » = s, +t (5651 — 31) :

n—1
[-L =33 fFO(C) [ tt—1)nt
k=0

3n—l
=-—LSFE(C).
k=0

On obtient donc une majoration de l'erreur :

Polynoémes de degré 2 (formule de Simpson) :

On note 41 + % le point milieu de Uintervalle [, 2¢.41] .Soit py (3¢) le polynome

d’interpolation de degré 2 sur l'intervalle [5¢, »41] de longueur h :

Do (%) =2f (%k) (%*%kﬂlz)Q(%*%kH) —Af (%k+112) (%*%k)é};*%k+1)+2f (%k—i-l) (%*%k)gl’;*%k+l)‘

On calcule alors I'intégrale de po (5¢) :

Ik = [ pa ()

=2f (a) [y (t—12) (t — 1) h Ot —4Af (sapue) [y t (t—1)h Ot
2f (sg41) fy t (t—12)h Ot
= 2 (f Ga) +4f Garpe) + f (o)) -

On déduit ensuite l'intégrale totale :

n—1
L=> Lk
k=0

n—1
=Ky fOw)+4f (”‘kgllQ)‘i‘f(%kal)'

k=0

On effectue alors 1’évaluation de l'erreur de la méme maniere que pour la formule

des trapezes, et on trouve la majoration de l'erreur suivante :

13



Chapitre 2. Intégrale et méthodes fondamentales d’intégration

h? 4
|I—IQ| < (b—a)milel%}g]}f ()(%)‘
On gagne donc alors un ordre de grandeur dans I'erreur en utilisant n = 2 au lieu

den=1.

Théorme 2.1.2 Si le nombre de points d’interpolation est n + 1, dans les formules
de Newton-Cotes fermées composites avec n pair, alors l'erreur est en h"2. Par

contre, sin est impair, l’erreur est en h"*!.

14



Chapitre 3

Intégrale multiple

3.1 Définition et propriétés de ’integrale

Maintenant qu’on dispose de la mesure de Lebesgue,on peut définir 'intégrale d’une
fonction de N variables exactement comme on I’a fait dans le troisiéme chapitre
pour le cas “N = 1”7 :il suffit de remplacer l'aire, i.e. la mesure de Lebesgue
2—dimensionnelle, par la mesure de Lebesgue (N + 1) —dimensionnelle. On va donc

aller vite dans la présentation de l'intégrale.

3.1.1 Fonctions positives.

soit N € N*, et soit I une partie de R .Une fonction f définie sur I est ditpositive
si elle prend ses valeurs dans [0, 00| .Le sous-graphe d’une telle fonction f au dessus

de I est défini par
SG(f,1)={(A) eRY xRisccTet 0< A< f (5)}.

Ce sous-graphe est une partie de RY x R = RY*! donc il a une mesure (N + 1)-

dimensionnelle .L’intégralle de f sur I est défini par [ f = Ayi1 (SG(f,1)).

NOTATION .

15
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On utilise indifféremmete les notations suivantes pour désigner 'intégrale de f sur/ :

f]f , fIf (51, .oy 22n) O211...03¢N. f]f (5) 05, f]f (5¢) OAp (52) .

Bien entendu, pour une fonction de 2 variables on écrit pludt [ 1 f (52,7) O3 Oyet

pour une fonction de 3 variables on écrit pluot [, f (3,7, z) 0> Oy 0z,
Mais si les variables s’appelaient par exemple (u,v) ou (u, v, w) il vaudrait

mieux écrire [, f (u,v) du dv ou [, f (u,v,w)du dv dw.
Exemple 3.1.1 (intégrale d’une constante)

soit f est une fonction constante , f (¢, ...,20x) = C > 0.
pour tout ensemble I € R, on a [, C 9.0y = C x Ay (I) .

En particuliere Ay () = fl O0xy...02yN.
Remarque 3.1.1 On rappelle que par convention ,on a oo X 0 =0 =0 X oco.

DEMONSTRATION.On a SG (f,1) = {(5t,\) €RN x Rysc € [ et 0 <\ < O},
autrement dit SG (f,I) =1 x [0,C [ .1l s’agit donc de montrer que pour tout
ensemble I C RY on a Ay;1 (I x [0,C ) =C x Ay (I).

Supposons d’abord C' < oco. Alors le résultat est évident si I est un pavé Il car alors

IT x [0,C [ est aussi un pavé et donc :
A1 (ITx [0,C [) =wol (I1 x [0,C [) = wvol (IT) x vol ([0,C |).
D’autre part, si on pose :

w1 (I) = C x An(I),et ps (I) = Ang1 (I x [0,C [) ,on vérifie tres facilement que

et po sont des mesures sur RV,
D’apres le lemme d’unicité, on a donc p; = ps,ce qui est le résultat souhaité.

Supposons maintenant C' = oo . Soit (C,,) une suite croissante de nombres réels

tendant vers oo.

16



Chapitre 3.Intégrale multiple

SiI CcRY onalyi(Ix][0,C,])=C,xAy(I)pour tout n € N d’apres le cas
“C < o0

Comme la suite d’intervalles ([0, C},[) est croissante et que Ay sont des mesures, on
en d’éduit :

Avi1 (I x[0,C]) = nlgﬂ(f)lo Ani1 (I x]0,C,]) = lim (C, x Ay (I)) =00 x Ay ().

n—oo

Le lemme suivant sera parfois utile.
Soit I C R et soit f une fonction positive définie sur [ .
(1) si [, f <ooalors f (z) < co pour presque tout € I .
(2) On a [, f = 0si et seulement si f (x) = 0 pour przsque tout x € [
DEMONSTRATION.

(1) En (1) En posant :

Z=A{xel;f(x)=o0clonaoco> [ f> [ f=o00xAy(Z)etdoncAy(Z) =
0.

(2) si f (32) = 0 presque partout sur I et sion pose E = {sx €1 ;f (32) # 0} alors
Jof=0car0< [, f <Ay (Z) X 00=0xo00=0.Comme de plus [, f= [, f
par définition de E (car [, el = I; \z 007 = 0) on a donc [, f = 0.
Inversement , supposons qu’on n’ait pas f () = 0 presque partout sur [ ,
autrement dit que £ = { € I ; f (5) > 0} vérifiée Ay (Z) > 0:

il s’agit de montrer que [, f # 0.

Lemme 3.1.1 Si on pose B, := {x €I ;f (x) > L} (pour n € N*),alors la suite

d’ensembles (E,),>1est croissante, et on a

E = | E,.En. Comme Ay est une mesure, on a, et donc ; Ay(F) = lim An(E,);
n=1

et par conséquent on peut trouver un entier n tel que Ay(E,) > 0. On a alors
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Chapitre 3.Intégrale multiple

fEnf > fEH(%)&c = (%) X A (E,) > 0 et donc [, f >0 puisque [, f > fEnf )

3.1.2 Fonctions a valeurs réelles ou complexes.

Soit I une partie de RY. Une fonction f définie sur I et a valeurs réelles ou
complexes sera dite sommable si on a [, |f | < oo.
L’intégrale d’une fonction sommable a valeurs réelles est définie par
f[f:f1f+_f1fiv
et I'intégrale d’une fonction a valeurs complexes est définie par
Ji f=J;Re(f)+i [, Im(f)

On notera L'(I ) I'ensemble des fonctions sommables sur I, a valeurs réelles ou

complexes.
Exercice. Montrer que si f et g sont deux fonctions égales presque partout sur I ,

alors f € L'(I ) si et seulement si g L'(I ). et danscecas [, f= [, g .

3.1.3 Propriétés de l’intégralle.

Les propriétés de I'intégralle sont exactement les mémes que pour les

fonctions d’une variable , avec exactement les mémes démonstrations.

Rappelons les plus importantes.

(1) Additivité.si I = [U Iy avec 11N Iy = &,alors f[f = fh f +f12 f.

(2) linéarité. [, (f+g) = [, [+ [;9¢et [;(Af)=X], [.

(3) Croissance. si f < g alors [, f < [, g.

(4) Majoration du modele.| [, f | < [, If |.

(5) Toute fonction continue sur un ensemble fermé bornél C R¥est sommable sur 1.

(6) Convergence monotone .si (f,,) est une suite croissante de fonctions

18



Chapitre 3.Intégrale multiple

positives et si f, () — f (3) pour tout s €I, alors [, f = lim [} fn.
n—oo

L’intégrale double et L’intégrale triple

L’intégrale double

Soit D un domaine régulier du plan et f : D — R une fonction continue.

Pour définir 'intégrale de f on va procéder comme en dimension 1, par découpage

et échantillonage en adaptant les sommes de Riemann du chapitre.

On considere que f est la densité par unité de surface de la plaque D, c’est-a-dire

que

om [ oS ~ f (x)
et on veut estimer la masse totale de D.
Pour n > 1 entier donné,on peut découper le plan en des carrés (pleins)de largeur %

Cro={ (w,y) €R,E <o < B p <y <t}

Quand n est grand, la densité f oscille peu sur le petit carré C et reste approxima-

tivement constante.
On évalue (échantillonne) cette valeur par f (My,) avec par exemple

MkL = (%7 i) € Ck,L

)

Comme la surface du carré Cj,,,est — la masse du petit carré est donc d’apres

5mk,L ~ n_12f (Mk,a)

On a ainsi une estimation de la masse totale de D par

masse(D) = > dmy, ~ &5 > f (My,) =S, (f).

My, €D

La somme S, (f ) obtenue est I’équivalent en «<2D> des sommes de Riemann utilisée

pour les intervalles ; & comparer avec la définition 1.1.

La différence est le poids de chaque échantillon. Le coefficient 1 = n en 1D est la

longueur de chaque intervalle de la subdivision, et est remplacé en 2D par la surface
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Chapitre 3.Intégrale multiple

1/n? du carré Cy,,.
On peut montrer que cette idée de pesée par découpage possede bien une limite

quand on découpe D en des morceaux infiniment petits (n — +00).
Théorme 3.1.1 (Définition de l'intégrale double)

Soit f: D — R est continue sur le domaine régulier D de R? du plan. Les sommes

de Riemann S, (f ) convergent vers un nombre réel limite lorsque n tend vers +o0.

On appelle intégrale double de f sur D cette limite, et on la note [ fD f (x,y) dzdy.

Meéme si I'intuition nous porte a croire a ce résultat, sa démonstration mathématique

est hors de portée technique a ce niveau.

Elle s’appuie sur les notions de borne sup, de suite de Cauchy et d'uniforme continuité

qui ne sont pas au programme.

On va plutot se consacrer a présenter les techniques de calculs de cette nouvelle

intégrale.

L’intégrale triple

L’intégrale d’une fonction de 3 variables f : D — R sur un domaine de R? se définit

selon les mémes principes que ci-dessus. Pour n > 1,

k+1

L
n ’'n

'espace se découpe en cubes. Cy , , = { (r,y,2) € RS,% <z<
Sur chaque cube, on échantillonne la densité f au point

Mk,L,m = (k - m) S Ck,L,m-

n'n’n
Le volume de chaque petit cube C,, ,,, de coté % est n—lg .La masse totale du domaine
avec la densité par unité de volume f est approchée par la somme de Riemann «3D>.

Salf)=m X f(Mpum)

Mk,L,m eD
On a de nouveau un résultat de convergence de ces approximations pour n — +0oc.
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Chapitre 3.Intégrale multiple

Théorme 3.1.2 (Définition de l'intégrale triple)

Soit f : D — R est continue sur le domaine régulier D de R? du plan. Les sommes

de Riemann S, (f ) convergent vers un nombre réel limite lorsque n tend vers +oc.

On appelle intégrale triple de f sur D cette limite, et onlanote [ [ [, f (z,y, z) dxdydz.
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Chapitre 4

Applications de I’intégrale en

géométrie

4.1 lintégrale de Riemann

Dans tout ce chapitre, a <b sont des r eels. L’idée intuitive d’intégrale d’une fonction
est celle ”d’aire sous sa courbe” (au moins pour une fonction positive). Nous allons

ici donner une fagon de construire

théoriquement l'intégrale a partir de cette idée (il existe d’autres constructions

comme notamment celle de Lebesgue).

En fait, si f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et si Cf

est sa courbe

representative dans un repére, alors on va définir 'intégrale de f sur l'intervalle

[a; b] , notée :

A= [ f(x)dx. (1)

par l'aire A de la surface (gris ee sur le dessin) d elimit ee par :
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x = a : droite verticale
x = b: droite verticale

y = 0: axe des abscisses

Cy =y = f(x): graphe de la fonction f.

\

Plus précisément :
si f est une fonction réelle positive continue prenant ses valeurs dans un segment
I =la; ], alors l'int egrale de f sur I , notée :

fxel f(z)dz ou fab f (z)dz ou f[a;b] f(z)dz (2)
est l'aire d’une surface d elimit ee par la repr esentation graphique de f et par les
trois droites
d’équation v = a , x = b , y = O,surface notée : Sy soit :

Sp={(z,y) eR2 |z elet0<y<f(x)} (3)

On donne un signe positif a l'aire des surfaces comme Sy situées au-dessus de 'axe

des abscisses.

Pour pouvoir traiter aussi les fonctions négatives, on donne un signe négatif aux
portions situées sous cet axe.
Ainsi, pour définir 'intégrale d’une fonction continue dans le cas général (positive
ou négative), il suffit de définir f * et f “comme suit :

f (@) sif (z)>0

0, sinon

fi(z) =

fx)  sif(2)<0

0 sinon

f(@) =

puis de définir I'intégrale de f a partir de f T et f ~, fonctions continues et positives :

Joer fdx= [oe) frdr = [oop fdr (4)

Plus précisément, défnir I’aire de cette surface consiste, dans la définition de la théorie
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de Riemann, a approcher f par une suite de fonctions g, dont on connait I'intégrale

(en général : des rectangles qu’on définit d’aire égale a £ longueur xlargeur) et telle

que la différence entre f et g, tende vers 0 quand n tend vers I'infini.

Il se trouve qu’avec cette méthode, il est possible de définir 'aire d’une fonction

continue présentant un ensemble dénombrable de points de discontinuité.

On appelle f un int égrande, et on note [ (un s allongé, mis pour somme) Popérateur

mathématique, appele intégrateur, qui est associé a 'intégration.

4.1.1 Fonction intégrable au sens de Riemann
Subdivisions

On appelle subdivision de lintervalle [a; b] , un ensemble fini de points z =

{zox1, ...z} tellequea=2p <21 <..<xp=0b.

les x; (avec i € {0,...,n}) sont alors appelés points de la subdivision et les
intervalles |z;_1,x;| (avec i € {1,...,n}) sont appelés intervalles de la subdivision.Le

pas de la subdivision,
sera le plus grand des nombres x; — x;_; lorsque ¢ est compris entre 1 et n.

Une subdivision s est dite plus fine que s , si 'ensemble s contient s (plus fine =
plus de points). Le pas de la subdivision s est donc plus petit que celui de s¢. Obtenir

une subdivision plus
fine que x = {x¢ 1, ...,z,} revient a subdiviser les intervalles [z; — z;_1].
Définition : fonction en escalier

Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier (ou encore etag ee) si, et seulement
si, il existe une subdivision de [a,b] adaptée a f , c’est- a-dire un ensemble de points

(subdivision) de [a, b] tel que :
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a=xg<x] <Ty<xp1<z,=b (neN).

et un ensemble de nombres {xi,...,x\,} telle que , pour K variant de 1 a n, la
fonction soit constante sur Uintervalle |x,_1, x[. et y prenne la valeur K, c’est-
a-dire :

Vk e [L;n]NN, V& € |rg_1,zk f(x) =Xk

Remarque 4.1.1 auzx points xy la fonction peut prendre d’autres valeurs eventuel-

lement.

On dira que la subdivision x = {xzg, x1, ..., ,, } est adaptée a la fonction en escalier
f si f est constante sur chacun des intervalles |x_1, x| . Toute subdivision plus fine

que x est encore adaptée a f .

Défnition : intégrale d’une fonction en escalier

Soit f une fonction en escalier définie sur|a, b]si x = {xo, z1, ..., x,} est une subdi-
vision de [a, b] adaptée a f , et si, pour k compris entre 1 et n , on appelle Xy = f
(ak—1) la valeur prise par la fonction f en un point quelconque a;_; de l'intervalle

|xk_1, x|, on peut considérer

o= i Ne (T — Tp—1) = ni f(ai) (Tig1 — @)
k=1 =0

Remarquons que le nombre | X | (zx — z—1) est aire géométrique du rectangle de
hauteur | X |et de base x; — xx_1 .le nombre o représente donc 'aire algébrique du
domaine délimité par la courbe représentative de f qui est formé d’une réunion finie
de rectangles. Les aires des rectangles situés en dessous de ’axe des x sont comptées

négativement.

Cette somme ne dépend pas de la subdivision adaptée a f choisie. Prendre une
subdivision plus fine revient a décomposer les rectangles précédents en rectangles
plus petits, et la somme reste inchangée. Cette somme ne dépend que de f | et sera

notée :
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1(f)=f, | (x) du
et on l'appelle l'intégrale de f sur [a,b].
En résumé , on a donc la définition suivante :
soit f € € ([a,b]) .L’intégrale de la fonction f sur [a,b] est le nombre réel :
I(f)=[)f (z)do = é Nk (Th — 1) = g f (@) (zig1 — i)

ol Vz S {0, = 1} a; € ]ZL'Z';ZL'H_l[

Exemple 4.1.1 pour la fonction partie entiére, on a en choisissant la subdivision

{$0,$1,$2,$3,I4} = {03 I; 2;354}

(xk—xk,l)E(:ck,l):O—|—1—|—2+3:6.

Définition de l'intégrale de Riemann d’une fonction bornée

Toutes les fonctions envisagées désormais sont des fonctions a valeurs réelles définies

sur un segment [a,b] et bornées sur cet intervalle.

Pour une fonction bornée, il existe donc un nombre M | tel que, pour tout x de [a, b]
, on ait :
-M<f(x)<M

Notons :

e ={peclat) o=} ot T (N ={Ie)=[/¢@)d|pect].
L’ensemble I (f) n’est pas vide car il contient :
[PM dx =M (b—a) (5)

D’autre parte, si ¢ est une fonction en escalier telle que ¢ > f ona aussi ¢ > —M |

et done :
@) de>—M (b—a)
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L’ensemble It (f) est donc minoré et non vide. Il posséde par conséquent dans
I’ensemble des nombres réels R une borne inférieure (par la propriétée de la borne
inférieure que possée de R).

On note (f) cette borne inférieure, qui est appelée intégrale supérieure de f.

De méme, si I'on pose :

c={vec(at) [¢<fYetl" ()=1@W) = [v@)de|dee (6)
le méme raisonnement montre que cet ensemble n’est pas vide et est majoré (parM (b — a) ).
Sa borne supérieure existe donc (car R vérifie cette proprété de la borne supérieure).
On note I ~ (f ) cette borne supérieure, qui est appelée intégrale inférieure de f .

Donc :

I7(f)= inf I(p) (7)
pee([a;h])
P>
I=(f)= sup I (¥ (8)
pee([asb])
< f

La fonction f est dite intégrable au sens de Riemann si, et seulement si :

L (f)=1"(/)
De plus, le nombre réel I =1 * (f) =1 ~ (f) est alors appelé 'intégrale de Riemann

de la fonction f sur [a,b] et est noté :

b
I=[" f(z)dx (9)
En particulier, d’aprés ce qui précede, une fonction en escalier est Riemann-int

égrable.

Remarque 4.1.2 la variable dintégration est "muette” : cela signifie que :

[0 f@)yde = [0 f(t)ydt= [ f (u)du
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4.1.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Définition : fonction continue par morceaux

Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux si, et seulement si, il

existe une subdivision a = ag < a; < az < ... < a, =b (n € N) de [a,b] telle que :
- f soit continue sur chaque intervalle |a;_1;a;] V; € [1,n] N N.

~lim f (z) et lim f (z) existent et sont finies.

+ —
T—a;_ T—a,

Une telle subdivision est alors dite adaptée a f .

Notation 4.1.1 on notera CM ([a,b]) l’ensemble des fonctions continues par mor-

ceaux sur |a,b].

Exemple 4.1.2 les fonctions continues et les fonctions en escalier sont des fonc-

tions continues par morcequr.

- les valeurs prises par une fonctions continue par morceaux aux points de subdivision
n’importent pas.
- si une subdivision ¢ est adaptée a une fonction continue par morceaux alors toute

subdivision plus ne que s l'est aussi.

Propri et es des fonctions continues par morceaux

Théorme 4.1.1 Soit f,g : [a,b] - R et X € R.

si f et g est continue par morceaux alors X.f, g+ g, f,g et |f |le sont aussi.
Théorme 4.1.2 Soit f : [a,b] = R et [a, f] C [a,b] avec a < (.

si f est continue par morceaux alors f /a5 l'est aussi.

Théorme 4.1.3 Toute fonction continue par morceaux de [a,b] vers R est bornée.
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Approximation d’une fonction continue par morceaux par une fonction

en escalier

Théorme 4.1.4 soit f € CM (|[a,b]|) une fonction continue par morceauz. 1l existe
deuz fonctions en escalier Y et ¢ qui encadrent d’ausst prés que [’on veut la fonction

f, c’est- a-dire :

Ve> 0,3, pee(ab]) |[p<f<vetp—p<e
Preuve
On fait la preuve d’abord pour f continue.

Comme f est continue sur Uintervalle fermé borné [a,b] , elle y est uniformément

continue d’aprés le Théoréme de Heine. On a donc :

Ve >0,30: > 0| Vay € ([2,9]),| 0,0 [ <0 = [f (2) = F (y)| <&

soit f > 0, soit n € Nfsuffisamment grand pour que (b—a) /n < 6. et soit
{ag; az;...;a,} une subdivision de [a, b] & pas constant (b — a) /n
,donc telle que V; € [0,n]NN |, a; =a+i b’Ta donc

ai+1—ai:b77a < 0

Pour tout 1 < i < n la fonction f est continue sur le segment [a;_1,a;]et y admet
donc un minimum et un maximum en des pointset y admet donc un minimum et un
maximum en des points «, 5 € [a;_1, a;] . Posons m; = f («) et
M; = f (B).comme | —a|] <|a— a;—1 <J.onal|f (B)—f (a)| et on en déduit

que 0 < M;— m; < e.
Définissons maintenant des fonctions 1) et ¢ qui vont étre solutions de notre probleme.

Pour 1 < i < n ,on pose ¢ constante égale & m; et constante égale a M; sur |a;_1, a;].

pour 0 < i <mn ,on pose ¢ (a;) = (a;) = f (a).
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Les fonctions 1 et ¢ et sont bien définies sur [a, b] et ce sont évidemment des fonctions

en escalier.

En résum e, les fonctions ¢ , ¢ € ([a, b]) sont donc définies par :

Ve €lai-,ail o (x) =m; = min f (z) et p(a;) = f (a;).

z€[a;—1,a4]

Ve € lai-r,ai[ ¢ (x) = M; = max  f (z) et ¥ (a;) = f (ai).

xe[ai_l,ai]

L’encadrement ¢ () < f (z) < ¢ (x) est vérifiée sur chaque intervalle Ja;_1, a;[et

aussi en les q; .

Enfin, Pencadrement 0 < ¢ (z) — ¢ (x) < ¢ est vérifiée pour les mémes raisons.
Théorme 4.1.5 Toute fonction continue par morceaux est Riemann-intégrable.

Preuve

Introduisons 'ensemble ® = {p € ([a,b],R) | ¢ < f} des fonctions en escalier
inférieures a f et celui¥ = {¢ € £([a,b],R) | f < 1} des fonctions en escalier supérieures
a f . D’aprés la définition de l'intégrale de Riemann, il faut montrer que les bornes
a=sup {Iny (p) | p € D}

et = inf {[[a,b} (V)| e \If} existent et sont egales.

Notons

I~ = {[[a,b] (W) | v e \If} et It = {[[a,b} ()| pe CID} les ensembles formés des
intégrales des éléments de & et .

Comme la fonction f est continue par morceaux, elle est bornée et donc il existe m
M e R vérifiant m < f < M . On en déduit que D'ensemble est non vide
car ¢ = m est élément de ® et par suite I’ensemble I “est non vide. De méme, avec
Y = M , on obtient ¥ £ 0 puis [ ™ = 0.

De plus, pour tout ¢ € ® ,ona ¢ < f <M donc [,y (M) = M (b—a). Ainsi
I’ensemble 1 ~ est majorée par

M (b—a).
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Finalement I ~est une partie de R non vide et majorée donc o = sup [ ~existe.
De méme 3 = inf I Texiste car I Test une partie de R non vide et minorée par m
(b—a).

Il reste a montrer a = 3.

Pour tout ¢ € ® , on a ¢ < f < 9 donc ¢ < @ puis [y (p) < It (¥) .

Par suite Ij,4) () est un minorant de I *et donc Ijo5) (p) < f. Ainsi est un majorant

de I ~ et donc a < f5.

D’autre part, pour ¢ > 0 , il existe ¢, ¥ € £([a,b],R) telles que ¢ < f < @
et v —p < e Puisque ¢ € ® et ¢ € W on a [ (¢) < aet f <
L) (¥) -

De plus ¢ < e donc Ijgp) (¥) < Tjap (0) + Loy (€)

On en déduit f < a+¢e(b—a).

Cette relation valant pour tout ¢ > 0 on obtient [ < «, et finalement [ =

(0%

Propri et es de ’'int egrale des fonctions continues par morceaux

Propriété 4.1.1 linéarité de l’intégrale

Soient f,g € CM ([a,b]) et soit X € R. ona

[PNf (2)de =N [° f (z)dx ;

P @ +g @)de=["f (@) de+ ["g (x)dada
Preuve

oCas N >0

Pour toute fonction ¢ : [a,b] — R en escalier inférieure a f, ona X.p < XN.f . Par

défnition de I'intégrale de la fonction on a Ij,p () < fab Nf et donc Ijp () < ff
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N
En passant cette inégalité en la borne supérieure en ¢ € ®, on obtient :
b b
NJo PN
De méme, en partant d’une fonction en escalier 1) supérieure a f , on parvient a ff
b
AN <N fa f.

et on peut conclure :

JINF=N[F

o Cas X\ <0

Meéme principe mais la multiplication par un scalaire négatif renverse les inégalités.
o Etude de la somme :

Soient 7 et ¢y : [a,b] des fonctions en escalier respectivement inf erieures a f et g .

La fonction @1 + ¢o est alors inférieure a f + ¢ et par définition de l'intégrale de

la fonction f 4+ g, on a:

Iy (01 +92) < [ f+g
puis :
Loy (01 + 02) = ljag) (1) + Loy (2)
En passant cette inégalité en la borne supérieure en piet @y fonctions en escalier

inférieure a f et g, on obtient :

Lt+lg<f f+g

De méme, en partant de fonctions en escalier sup erieure a f et ¢, on obtient :

Lrtg<flf+[g

et on peut conclure a I'égalité.
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Croissance de l’intégrale

Soient f et ¢ des fonctions continues par morceaux; on a :

Si f§0a10rsfff20.

Sifﬁgalorsfabfgf:g

Preuve

Si f est positive alors la fonction nulle est une fonction en escalier inférieure a f donc
i = Ty (0) =0

Si f < g alors g — f donc fab (g — f) > puis par linéarité fab g > f: f>0.

Relation de Chasles Soit f € CM ([a,b])V. € [a,b] on a :
[Cf (@) de + [° f (2)de = [° f(2)da.
Preuve
Si f est en escalier sur [a,b] et si {ag; a1, ;a, = c,...;a,} est une subdivision de [a, b]

adaptée a f , alors :

fac f(x)de = ]:i: (ip1 —a;) f(a;)
[0 f @)de = Z (i — a0) f (@)

Le résultat est alors evident.

Corollaire Soit f € CM ([a,b]) On a :
o f @yde = = [} f (x)da ;
[ f(x)de = 0

Propriétés 4.1.1 intégrale et valeur absolue ou inégalité triangulaire

Soit f € CM ([a,b]) .Alors :
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[ @) de | < 2 1f (@)l de
Preuve
- On peut utiliser la croissance de l'intégrale :
—|f 1 < f <|f | donc par croissance —f; If | Sfabfgfab If |

- Une autre démonstration peut se faire en considérant les parties positive et négative

de la fonction f : f+:f+T|f| ot f*zlflgf‘

Onaalors f=f1t—f ~, et fTet f ~sont des fonctions positives, donc d’intégrales

positives. Donc, en utilisant les propriétés de la valeur absolue de la somme :
[ f@do | = |[2 5 @yda = [0 f (@) do |

J2 7+ (@) da| 4 | [ 5 () e

< J I @y det [ S (@) do

< JNf @)l dr.

<

4.1.3 Intégrale et moyenne

Définition : valeur moyenne d’une fonction

Soit f € C'M ([a,b]). La valeur moyenne de sur U'intervalle est le réel :

,u:ﬁfabf(x)da:

Interprétation graphique : p est la valeur de la fonction constante qui aurait sur [a, b]

la méme intégrale que f.
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Chapitre 5

Applications de I’intégrale en

physique

5.1 Intégrale simple

Le physicien a souvent affaire a de < vraies > fonctions, dont 1’étude nécessite des

arguments pratiques et pas seulement théoriques.

Aussi, il est important de connaitre les techniques habituelles permettant de montrer

I'intégrabilité de fonctions. La méthode se déroule en deux temps :
- d’abord, trouver des criteres pratiques, permettant de décider sur quelles
parties de R les fonctions usuelles (dites < étalon ») sont intégrables;

- ensuite, établir des théoremes de comparaison permettant de ramener 1’étude d’une

fonction compliquée a celle de fonctions étalon.

5.1.1 Un circuit RLC

En physique, il arrive tres couramment de considérer les différentielles des grandeurs

comme des petites variations de ces grandeurs. C’est ce que l'on retrouve dans la
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Chapitre 5. Applications de 'intégrale en physique

notation différentielle de la dérivation, par exemple dans I’équation différentielle d’un

circuit RLC :

duC  est une petite variation de la tension aux bornes du condensateur, et dt la
petite variation de temps pendant laquelle la variation duC' a eu lieu. Lorsque ces
grandeurs deviennent infiniment petites, on retrouve bien le nombre dérivé de uC' a
I'instant ¢ étudié. duC' et dt sont des infiniment petits d’ordre 1.

La notation de l'intégrale reprend 1'idée de la somme de Riemann tout en incluant
cette notion d’infiniment petit. a l'origine, le symbole intégrale était un S utilisé
par Leibniz pour écrire des sommes. Calculer I'intégrale d'une fonction f sur un
segment [a,b] c’est comme faire la somme d’une infinité de rectangles infiniment

fins, de largeur dx et de hauteur f (z) pour < tous les x entre a et b >.

Intuitivement, cette opération permet bien d’obtenir ’aire totale comprise entre la

courbe de f et ’axe des abscisses.
- f (x) dx est I'aire du < rectangle infinitésimal courant >

- Le symbole indique qu’on somme les rectangles infinitésimaux entre a et b.

5.1.2 Passage du discret au continu

C’est ainsi qu’en physique on utilise les intégrales pour sommer les contributions
"élé I’ 1 istributi i le 1

d’éléments que 'on ne peut pas compter car leur distribution est continue (le long

d’une ligne, sur un plan ou une nappe, ou méme dans un volume) et non discrete

(ensemble de points indénombrable).
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Chapitre 5. Applications de 'intégrale en physique

5.1.3 Théoreme de superposition

Soient n particules A; Ao, ......... , A, immobiles dans I’espace, de charges respectives

q1,42, ....... N

Le champ électrostatique généré par cette distribution est la somme des champs

engendrés par chacune des particules
Une particule de charge ¢ placée en M est alors soumise a une force .

On dispose alors de n charges ponctuelles de I'espace, c’est-a-dire une répartition
discrete. On peut sommer comme on a ’habitude de faire les contributions de chaque

charge.

Les choses se gatent lorsqu’on se trouve face a une distribution continue de charges,

par exemple lorsqu’on est en présence d’une ligne de charges r .

On suppose que cette distribution admet une densité linéique de charge A. Cela
signifie qu’en un point M de la distribution, une longueur infinitésimale dL de la
distribution porte une charge électrique .

Pour trouver le champ électrostatique généré par la distribution en P | il faudrait
sommer les contributions de chaque élément infinitésimal de la distribution. Un
élément de longueur dL en un point M de r porte une charge , donc engendre
par définition en P un champ électrique élémentaire

Il ne reste plus qu’a sommer sur toute la longueur de r en intégrant sur r , ¢’est-a-dire

en sommant les contributions de tous les points M .
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié les méthodes dintégration en détail, puis nous
avons abordé lintégrale multiple (double et triple). A la fin nous avons donné des
applications en géométrie et nous avons montré les découvertes les plus importantes

quils ont obtenues travers lintégration mathématique en physique
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Résumé Dans ce travail, nous avons étudié les méthodes
d’intégration en détail, puis nous avons abordé I'intégrale
multiple (double et triple). A la fin nous avons donné des
applications en géométrie et nous avons montré les
découvertes les plus importantes qu’ils ont obtenues a travers
I'intégration mathématique en physique

Mots clés : Intégration - Intégration multiple- Géométrie —
Physique

Abstract In this work, we studied the integration methods in
detail, then we approached the multiple integral (double and
triple). At the end we gave applications in geometry and we
showed the most important discoveries that they obtained
through mathematical integration in physics.

Key words: Integration - Multiple Integration — Geometry-
Physics
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