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Introduction

n statistique, comme dans la théorie des probabilités le hasard intervient
Efortement. Mais dans la théorie des probabilités, on suppose la loi connue
précisément et on cherche a donner les caractéristiques de la variable qui suit cette
loi. L’objectif de la statistique est le contraire; & partir de la connaissance de la

variable, que peut-on dire de la loi de cette variable ?

Soit X une variable aléatoire dont la densité de probabilité f(z;0) dépend d'un
parametre # appartenant a I’ensemble de définition Dy. A ’aide d’un échantillon issu
de X, il s’agit de déterminer une valeur approchée g de ce parameétre. On pourra

utiliser deux méthodes :

- Estimation ponctuelle : on calcule une valeur vraisemblable 0 de 6.

- Estimation par intervalle : on cherche un intervalle dans lequel 6 se trouve avec

une probabilité élevée.

Dans ce travail, nous sommes intéressés a ’estimation ponctuelle, nous avons
répartit le présent travail en trois chapitres.

La théorie de I'estimation fait intervenir des fonctions ou statistiques particu-
lieres, appelées estimateurs, dont nous allons donner dans le premier chapitre les
propriétés essentielles puis, nous étudierons principalement les statistiques exhaus-

tives, et la quantité d’information apportée par un échantillon de taille n.

La recherche du meilleur estimateur d’'un paramétre difficile a résoudre, c’est
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I’'objectif du deuxiéme chapitre. En effet

La précision d’un estimateur # dépende de sa variance.

une statistique est un résumé apporté par un échantillon, il est donc trés important

de ne pas perdre d’information.

En tenant compte de ces deux impératifs, on peut aborder la recherche du

mielleur estimateur suivant deux méthodes :

Soit en recherchant des statistiques exhaustives qui conduisent a des estimateurs

sans biais, de variance minimale.

Soit en étudiant la quantité d’information de Fisher qui apporte des indications

sur la précision d’un estimateur.

Dans le troisiéme chapitre nous présentons quelques méthodes d’estimation

ponctuelle.



Chapitre 1

Définitions générales

On va voir dans ce chapitre quelque définition usuelle associé & ’estimateur.

1.1 Définition d’une statistique

Soit X une v.a dont la fonction de répartition F'(z;0) et la densité f(x;0)
dépondent du parameétre 6 tel que Dy est 'ensemble de définition de #. On pose

Xq,..., X, est un échantillon de taille n tel que n € N de la v.a X.

Définition 1.1.1 (Statistique)

On dit que T est une statistique si T est une fonction mesurable des v.a’s X;
tel que i = 1,...,n qui donne une information d’un paramétre 6 de la population

(X1, .\ Xo).

i) A chaque échantillon on trouve différentes statistiques. Une statistique peut étre

a valeurs dans R ou R? on dit que T est une statistique vectorielle.

ii) La théorie de 'estimation consiste a définie des statistiques particuliéres, appelée

estimateurs.
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iii) Une fois ’échantillon effectivement réalisé, ’estimateur prend une valeur numé-

rique, appelée estimation du parameétre #. On notera 0.
Exemple 1.1.1

SOil la slalislique suivante :
1y ooy n n 4 7

est la fonction moyenne arithmétique des n observation d’un échantillon zid. Cette
statistique peut étre considérée comme un estimateur, a priori raisonnable de ’espé-
rance mathématique

E[X] =m.

- L’espérance mathématique de T :

E[T|=E([X] =E

_%M&+~+XA

= JE[X]+ o+ E[X,]
_%[m+...+m]

= o]
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- La variance mathématique de T :

La variance de T est égale a la variance o de la population divisé par la taille n de

l’échantillon. Elle est définie comme suit :

— 1 &
Var(T) =Var(X)=V -» X
ar(T) ar(X) ar (n; )
1
= ﬁVar(Xl +--+ X,)
1
= 5 Var(X) + -+ Var(X,)

1
:ﬁ(02+”.+02)

1.2 Statistique exhaustive
1.2.1 Fonction de vraisemblance
Définition 1.2.1

On a un échantillon aléatoire (X7,...,X,) et soit X est une v.a & n démen-
tions donc elle admet une distribution de probabilité jointe de (X7, ..., X,). Cette

distribution est appelée vraisemblance et on définie comme suit :

— Pour X est continue :

Tel que f est la densité de la v.a X.
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— Pour X est discréte :

n

=1

Tel que P est la probabilité de la v.a X.

1.2.2 Définition d’une statistique exhaustive

Dans un probléme statistique ot figure un parameétre 6 inconnu, un échantillon
nous apporte une certaine information sur ce parameétre (information qui serait dif-
férente pour un autre parameétre avec le méme échantillon). Lorsque 'on résume
cet échantillon par une statistique, il s’agit de ne pas perdre cette information ; une

statistique qui conserve l'information sera qualifiée d’exhaustive.
Définition 1.2.2

La statistique 1" a donc apporté toute I'information possible sur le parameétre.
Une telle statistique est appelée statistique exhaustive ou résumé exhaustif pour le

parametre 6.
Les variables aléatoires (X;);—1,., étant indépendantes, la densité de I’échan-

tillon (X3,...,X,,) est :

n

L(:Ul,...,xn;e):Hf(xi;G) VO € Dy et Vai,...,x, €ER

i=1
ol xy,...,x, est la réalisation de I’échantillon (X, ..., X,).
Cette densité L(xy,...,z,;0) est une fonction de 6 appelée vraisemblance de

I’échantillon. Elle peut se mettre sous la forme :
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Tel que :

- g(t;0) est la densité de la statistique 7.
- h(xy,...,2,;0/T =t) est la densité conditionnelle de 1’échantillon sachant 7" = t.

La statistique T sera dite exhaustive si la densité conditionnelle de X sachant

T(x) =t et indépendant du paramétre 6. C’est-a-dire :

h(z1,...,2,;0/T = t) ne dépende pas de 6.

Soit X une v.a suivant une loi uniforme sur [0, ].Tel que :

stz € 10,0

D=

flz,. ... xn;0) =

0 sinon.

La statistique:

T=supX; telqueic[l,n]

est un résumé exhaustif de 'échantillon X = (Xy,..., X,,) pour le paramétre 6, tel

que cette échantillon est 7id.

En effet :

— La fonction de vraisemblance de ’échantillon :

n

L(wy, ..., 2,50) = Hf(%;e)

= sixzel0,0]

0 sinon.
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— Loi de la statistique T est :

La fonction de répartition est :

Fr(t;0) = P(T < t;0)

= P(sup X; <t;0)

1€[1,n]

0 sit <0
=9 (5" sio<t<h

1 sit> 6.

La densité est :

fr(t;0) = [Fr(t;0)]

st sit € [0, 6]

0 sinon.

Donc la vraisemblance est :

1 nt" b 1
Cogn g ntn-1’

alors la statistique T est une statistique exhaustive.

- La propriété d’exhaustivité pour une statistique est intéressante si elle ne dépend

pas de la taille de I’échantillon.

- Si T une statistique exhaustive pour le parameétre € et g une fonction strictement



Chapitre 1. Définitions générales

monotone de 7', donc la statistique

R=g(T)

est une statistique exhaustive pour le parameétre 6.

1.2.3 Famille exponentielle

Définition 1.2.3

Soit X une v.a réelle dont la loi de probabilité dépend d’un parameétre 6 € Dj.
On dit que la loi de X appartient a la famille exponentielle si et seulement si Py (z; 6)

(cas discrét) ou f(z;0) (cas continue) est de la forme :

f(;0) = exp[a(x)a(0) + b(x) + B(O)],

ou de la forme équivalente :

In [f(2; 6)] = a(x)a(8) + b(x) + B(6).

Remarque 1.2.1

La plupart des lois usuelles appartiennent a la famille exponentielle.

Exemple 1.2.1

On considére le modeéle suivant :

B(n,p):p€[0,1],n € N. (Modele Binomial).
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La densité de ce modeéle est :
Px(z;p) = Cyp"(1 —p)" 7,
donc

Px(z;p) = Cyp"(1 —p)" ™"

=Cop"(L—p) (1 —p)"
() a-wr
cenlo( 25) 07

= exp [m In (&) +1In(CY) + nln(1 — p)} .

Donc le modele B(n,p) est une famille exponentielle, tel que :
p T
o) =, alp) =1 (7). be) =m(CD. Bp) = nlnlr ~ ).

1.2.4 Théoréme de Darmois

Nous sauvegardons les symboles dans les paragraphes précédents et on suppose
que E 'ensemble de définition de la v.a X = (X7, ..., X,,) ne dépend pas de 6. Une
condition nécessaire et suffisante pour que 'échantillon (X3,...,X,,) admette une

statistique exhaustive est que la densité est de la forme exponentielle.

Et si de plus 'application :
n

XTj — t= ZG(XZ)

i=n

10
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est bijective et continiment différentiable pour tout z;, alors la statistique 7" :

T = Z a(X;)

est une statistique exhaustive pour le parameétre 6.
Exemple 1.2.2

Reprenons 'exemple de la loi uniforme de densité
1
f(z;0) = g sw [0,0].
La densité de la v.a X sous la forme exponentielle donnée par :
f(z;0) =exp(—Inf) ou In f(z;0)=—Ind.
On remarque que a(z) = 1. Cependant, on vérifie que la statistique 7" :
T = Z a(X;)=n
i=1

n’est pas une statistique exhaustive pour le parameétre ¢. En effet, le domaine de

définition de la v.a X dépend de 6.
Exemple 1.2.3

La variable aléatoire X suit une loi normale N(m;o?) de densité

Fa; (m,0%) = —— exp (ﬂ) |

o\ 2w

11
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Cette variable vérifie toutes les hypothéses du théoréme de Darmois. En effet, la

densité sous la forme exponentielle est donné par suite :

f(w: (m, %)) = wl% exp (%)

1
(2% — 2ma + m2))

1
= exp | ———
oV 2w p( o?
2

1 m x? (mx)
= exp| — |exp[ —= | exp [ —
o2 P 202 P 202 P o2 )’

la formule ci-dessus est équivalente a :

In f(z; (m,0%) = —lnov2r — M

202
2 mx  m?
:—Tﬂ+?—rﬂ—1ngv2ﬂ.

Avec le domaine de définition ne dépend pas de m et o.

Dans la léturature on peut trouver deux situation :
- Cas 1 : (0 est connu)

Dans ce cas on peut rédiger la forme exponentielle de la densité de probabilité par :

22 mx  m?
In f(z; (m,0?%)) = 551 T 52 T g0 In (0\/27r>
2

— () + (;_) ; (;m “n (a\/ﬁ)) |

12
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Donc la statistique exhaustive est donnée par :

n n
r=3 ol =YX,
i=1 i=1
On remarque que 7' est une statistique exhaustive pour la moyenne m.

- Cas 2 : (m est connu)

Dans ce cas la formule exponentielle on peut la récrire par :

1nf<x;<m,02>>:( : +@—%_m(gm))x§

202 o2
1 2 2
:_ﬁ (x —2mx—|—m)—ln (a\/27r>
1
=53 (x —m)®> —In (0\/27r> :
o
Tel que
1
a(z) = (x —m)?, a(o)=—=— b(z)=0, Bloc)=—InocV20.
202
Donc

3
3

T=Y az)=>Y (X;—m)’.

i=1 =1

La statistique 7' = > (X; — m)? est une statistique exhaustive pour la variance o?.
i=1

1.3 Information de Fisher

Définition 1.3.1

On appelle quantité d’information de Fisher ,,(0) apportée sur un parametre

13
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par une échantillon est ’expression suivante :

dln L(zq,...,2,;0) 2
=E
()

_E [ L'(zy,...,2,;0) ?
L(zy,...,2,;0)

dinL(zy, ..., 2,;0)]
_/ |: - (:L‘h = ):| L(xh-..7xn;9>d('r17"'7x”)'
B, db

et on garde les mémes notations des paragraphes précédents.

1.3.1 Propriétés de la quantité d’information

Si la vraisemblance L(z;6) est dérivable au moins jusqu’a lordre deux et si

I’ensemble Ey ne dépend pas de 0, la quantité d’information de Fisher posséde les

propriétés suivantes :

dln L(xy,...,x,;0 . ;
(@1, i ) est une variable aléatoire centré.

B 0)
nL(xy,..., o0
1.(0) =
2(0) =Var 7 }
d*In L(zy,...,7,;0)
0 - B[]

1,(0) = nly(0).

1.3.2 Précision apportée par un échantillon

Supposons que le paramétre 6 & estimer soit la moyenne d’une loi normale. En

remplagant f(x; ) par la densité de probabilité d’une loi normale dans les expressions

précédentes, on obtient :

1,(0) = % = nl(6).

o2

14
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L’information I,,(0) est donc d’autant plus grande que 1’écart-type o est petit (jus-

tification du mot « précision »).

Exemple 1.3.1

Soit X une variable aléatoire suit la loi de Bernoulli B(6)

f(z;0) = Px(x;0) = 6%(1 — 9)1—x

d’apres des calculs, on trouve

In(f(z;6)) =xIn(0) + (1 —2)In(1 — 6).

Et

0 r l-—u

%hl(f(w;@)):g— 10

02 x 11—z

a5 lf(@:0)) = =75 = a—oe
Comme E [X] = 6, donc

82
I1(0) =E {@lnf(x;ﬁ)} = 9<11_9).

1.3.3 Dégradation de 'information

Si ’ensemble Fy ne dépend pas du parameétre 6, I'information apportée par un

échantillon est supérieure ou égale a I'information apportée par une statistique.

Il y a égaliteé si la statistique est exhaustive (justification du qualificatif « exhaustive

»).

15



Chapitre 2

Qualité d’un estimateur ponctuelle

Pour décider que l'estimateur est bon il faut étudier leurs caractéres. Dans ce

chapitre on va voir des caractéres comme : le biais, la convergence,...

2.1 Estimation

Estimer un parametre, c’est chercher une valeur approchée en se basant sur
les résultats obtenues dans un échantillon, lorsqu’un parameétre est estimé par un
seul nombre, déduit des résultats de 1’échantillon, ce nombre est appelé estimation

ponctuelle du parametre.
Définition 2.1.1

Soit X une v.a dont la loi de probabilité P dépend d’'un parameétre inconnu 6.

On appelle estimateur de 6 une v.a T' = t(X, ..., X,), ou t une fonction mesurable
de R™ dans R qui aux valeurs observées (z1, ..., x,) fait corresponde un nombre réel
0 = t(z1,...,x,) appelé estimation ponctuelle de 6.

16
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Définition 2.1.2

L’estimation ponctuelle se fait a ’aide d’un estimateur, qui est une variable
aléatoire d’échantillon. L’estimation est la valeur que prend la variable aléatoire

dans ’échantillon observé.
Exemple 2.1.1

La moyenne arithmétique X des n observations est un exemple de statistique :

_ 1 <&
X:t(XL...,Xn):EE X;.
=1

2.2 Mode de convergence

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a réelle définie sur un espace probabilisé (E, A, P)

et X est un v.a réelle définie sur la méme espace.

2.2.1 Convergence en probabilité (convergence faible)

Définition 2.2.1

On dit que X,, converge vers X en probabilité, on note X, —— X, quand

n — 400 si et seulement si
Ve>0,P({we E:|X,(w) — X(w)|] >e}) — 0 quand n — +o0

& Ve > O,P({w ek: |Xn(w) —X(w)| < 8}) — 1 quand n — +o0.

Propriété 2.2.1

17



Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

Soit (X, )nen €t (Yn)nen deux suites de v.a réelle, et X et Y deux v.a réelles. Si
X, 2 XetY, 2 Yetsi f:R— Retg:R2 — R deux fonctions continues,

alors

1) f(Xa) = f(X).

2) g(X,.Y,) 2 g(X,Y).

Théoréme 2.2.1 Soit (X, )nen une suite de v.a réelle. Qui converge presque sire-

ment vers X. Alors X,, = X.

La loi faible des grandes nombres

Définition 2.2.2

Soit (X,,) une suite de v.a et iid telle que E || X, || < +o00 et E[X,] =m, alors

=1

2.2.2 Convergence presque-sire

Définition 2.2.3

On dit qu'une suite (X,,),en converge presque strement vers X, quand n —
~+00, si I’ensemble sur lequel lini X, # X est négligeable. On note X,, == X ou
n—r-0oo

n — 400 si et seulement si

P ({w €E: lim X,(w)# X(w)}) =0

n—-s--+oo

ou bien

P <{w €E: lim X,(w)= X(w)}> =1.

n—s-+oo

18



Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

Propriété 2.2.2

Si X, £5 X et f : R — R et une fonction continue si et seulement si

F(Xa) =5 F(X).

Théoréme 2.2.2 Soit (X,,)nen une suite de v.a réelle. Si >, P (| X, — X|>¢) <
neN

+00 pour tout € > 0, alors X,, == X.

La loi forte des grands nombres

Définition 2.2.4

Soit (X,,) une suite de v.a et iid telle que B ||.X, || < +oo et E[X,] =m, alors

2.2.3 Convergence en moyenne quadratique

Définition 2.2.5

Soit (X, )nen et X de v.a réelle admettant un moment d’ordre 2. On dit que

(X,)nen converge en moyenne quadratique vers X si et seulement si

lim E[X,—X[’] =0

n—--+oo
m.q
on note alors X,, — X.

Propriétés 2.2.1

1) Soit (X,,)nen une suite des v.a réelle admettant une variance. Si E [X,] . m
n—mroo

et Var(X,) — 0, alors X,, —% m.

n—--4o0o

19



Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

2) Soit (X, )nen et X de v.a réelle. Si X,, % X, alors lim E[X,] = E[X] et

n—->-+00

lim Var(X,)=Var(X).

n—---4o0

Théoréme 2.2.3 Soit (X,,)nen une suite de v.a réelle admettant un moment d’ordre

2 et X une v.a réelle. admettant un moment d’ordre 2. Si X,, =% X alors X,, == X.

2.2.4 Convergence en loi

On dit que la suite des v.a (X,,)nen converge en loi vers X si pour tout x en

lequel F' est continue.
lim F,(X) = F(X),

n——4oo

, . 1
en écrit X,, — X.

Remarque 2.2.1

1) X, et X n’est pas forcement de méme loi.

2) La convergence de Fx, vers une fonction F' ne suffit pas dire que c’est une conver-
gence en loi, il faut aussi que Fx, soit aussi une fonction de distribution d’une

v.a X.

2.3 Estimateur convergent

Définition 2.3.1

Un estimateur § du parameétre 6 est dit convergent si 0 converge en probabilité

vers 0, c’est-a-dire
Ve > O,P<‘é—0‘ >5) — 0 lorsque n — 400

on note 6 —2 0 quand n — +00.

20



Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

Remarque 2.3.1

On parle d’estimateur fortement convergent lorsqu’on a convergence presque

Propriété 2.3.1

Soit # un estimateur convergent du parameétre 6, et g une fonction de R dans

R, continue au point 6. Alors g (é) et un estimateur convergent de g () .
Exemple 2.3.1

Soit X = (X1,...,X,,) est une v.a suit la loi Normale N(m,0?) et on a T = X est

un estimateur de m. D’aprés la théoréme central limite on a :

X—-m

Jn - N(0,1).

Donc on calcule :

P(|X—=m|>¢e)=1-

ol ¢ est la fonction de répartition de la loi normale N(0,1). Alors, si n — +00 on

trouve
lim P (|X —m|>¢e)=2—2¢(c0) =0.

n—-s-+400

Et d’aprés la définition la statistique 7' = X est un estimateur consiste de 6.
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Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

2.4 Estimateur sans biais
Définition 2.4.1
Le biais de D’estimateur 6 de 6 est la fonction définition sur Dy par :
B() =E [9] 9
si bien sur E [é] existe.
Définition 2.4.2
On dit qu’un estimateur 0 de 6 est un estimateur sans biais si :
B(f) =0 donc E [é} =0.

Exemple 2.4.1 (Estimateur de l’espérance)

La statistique X est un estimateur sans biais pour 'espérance mathématique E [X] =

m. En effet, on a X =13 X, donc
i=1

1
= - m
n <
=1
=m.
Alors
E[X] =m
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Exemple 2.4.2 (Estimateur de la variance)

n —
La statistique S2 = % > (Xi - X )2 est un estimateur biaisé pour la variance. En
i=1

effet,
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Et donc
E[S2] = nT_laz # o’

donc S? est un estimateur biaisé de o2, et son biais est

B(S;) =E[S;] - o’

n—1
= o — o2

Définition 2.4.3

On dit qu’'un estimateur 6 de 0 est asymptotique sans biais si et seulement si

lim B(l)=0< lim B [9] — 0.

n—---+o00 n—---4o00
Exemple 2.4.3

1. Pour S? (Pestimateur biais¢ de o%) on a

-1 1
B[s2]=""1o? # 0% B(SD) =0
n n
et pour n — +00 on trouve
. 2 . 1 2
lim B(S;)= lim ——o0*=0
n—-s--+oo n—-s-+oo n
& lim E [S,ﬂ =0’

n—s—4oo

Alors S? est un estimateur asymptotique sans biais de o2,
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Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

1 ¥2 — _ N 2 Y
2. Si on note par S;? = =55 ou

Et on a

E[S7] =E [152]

- B[]

n—1 n

donc S:? est un estimateur sans biais de o2 est dit estimateur de la variance modifie.

2.5 Risque d’un estimateur (Erreur quadratique

moyenne)

Définition 2.5.1

Soit # un estimateur de 6. on suppose que pour tout 6 € Dy, 6 admet un moment

d’ordre 2 pour la probabilité P.

On appelle erreur quadratique de 6 et on note R(é) le réel :

~ N 2
R(O) =E [(0—9) } tel que 6 € Dy.
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Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

Propriété 2.5.1

On peut écrire le risque d’un estimateur d’autre fagon par :

2

R(0) = Var(d) + [B(é>] .
Preuve. Notons que 'on
R() =E _(é - 9)2}
—E _éQ + 62 — 2é0}
—E 92} +E[0 [ ]
2] + B (5] — 208 [6] + (E[ar_E[ar)
[ } HZ]+02 QQEHJFE[éﬂ

Donc

[ ]
Remarque 2.5.1

Si I'estimateur 0 est sans biais. Alors,

R(0) = Var ().
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Chapitre 2. Qualité d'un estimation ponctuelle

2.6 Comparaison de deux estimateurs

Définition 2.6.1

Si 6, et 0y sont deux estimateurs du méme parameétre 6, on dit que 0, est
préférable a 0y si

A~ ~

R(01) < R(0y).
Définition 2.6.2

Si les estimateurs #; et 0y sont sans biais, alors on dit que 6; est de variance

minimale si :

Var(0;) < Var(6y) < R(0;) < R(6,).

Exemple 2.6.1

n

On a deux estimateurs T = 1 3> (X; — m)® et S;2 = -2-52, en effet,

n—1-"n?
i=1

Var(T) = %Var <Z (X; — m)Q)

=1

_ % [BIX — ]~ [B[X-m]]]
== [m' =),

et
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Donc

Var(T) < Var (5).

Alors, si 'espérance mathématique m est connue, 'estimateur 7" est un estimateur

de la variance meilleur que S72.

2.7 Comportement asymptotique d’un estimateur
Définition 2.7.1

Soit un modele parameétre par 6 (6 € R) et (Xi,...,X,) un échantillon de ce

modeéle iid et soit # est un estimateur de 6 dans R donc
\/ﬁ(é —0) L, N(#,0?) d’aprés le théoréme central limite.

Tel que o2est la variance asymptotique de 0.

Théoréme 2.7.1 D’aprés la loi des grands nombre et le théoréme centrale limite
on :

X 25 0 tel que n — 4o0.

2.8 Estimateur efficace
Définition 2.8.1

Un estimateur sans biais est efficace s’il n’est pas possible de trouver un autre

estimateur sans biais qui a une variance plus petit.
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2.8.1 Inégalité de Cramer-Rao et efficacité

Définition 2.8.2 (Inégalité de Cramer-Rao)

Si 0 est un estimateur sans biais de 0, & [é] = 0, on obtient

- 1
Var(6) > 7.0

- Si Var(é) = In;@’ I’estimateur est efficace car il a la plus petite variance.
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Chapitre 3

Méthodes d’estimation ponctuelle

Il existe plusieurs méthodes pour obtenir des estimation ponctuelles, et dans ce
chapitre, on va étudier les deux méthodes le plus utilisée en statistique : La méthode

des moments et la méthode de vraisemblance.

3.1 Meéthode des moments

La méthode du moment est historiquement 'une des plus anciennes méthodes
d’estimation, qui a été présenté par le statisticien Karl Pearson en 1894. L’essence
de cette méthode est 1’égalité entre les moments de la population et ceux de I’échan-
tillon correspondant. Ainsi, nous obtenons un ensemble d’équations en résolvant les
parametres de la population, et nous obtenons les estimations requises, celles-ci sont

appelées "estimations des moments”.
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Chapitre 3. Méthodes d’estimation ponctuelle

3.1.1 Définition des moments

On appelle moment d’ordre k (k € N) d’une v.a X = (X,...,X,,) est I'espé-

rance mathématique de X* est définie par :

my = B [X"]

3" aFPx(x) six discrét
el

[ ¥ fx(z)dz siz continue.
R

Remarque 3.1.1

i) L’espérance mathématique de la v.a X est le moment d’ordre 1 de X
m=E[X].
ii) La variance (moment centré d’ordre 2) de X

Var(X) =E [(X — E[X])?]

=E[X?] -E[X].

3.1.2 Principe de la méthode

Supposons que 'application h définie de Dy C R? dans h(Dy) C R? est bijective

et continue, et soit ¢ : £ — R? tell que E [p(X)] existe

h: Dy — RY

0 — h(0) =E[p(X)] pour tout § € Dy.
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La méthode des moments consiste a estimer 6 par :

Exemple 3.1.1

Soit X est une v.a suit la loi exponentielle de parameétre A de densité
f(z; ) = Nexp(—Ax).

On suppose que application h de Dy C R dans h(D,) C R est une fonction bijective

et continue, et soit ¢ : R — R tell que ¢(X) = X. Alors

h(A) = E[p(X)] = B[X]

o

- / 2 fr(z)de

0
oo

_ / s\ exp(—\z))da.

0
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Chapitre 3. Méthodes d’estimation ponctuelle

On pose u = v = v = dz et v/ = Aexp(—A\r) = v = — exp(—Ax), alors

o0

E[X] = —xexp(—)\x)]go—/—exp(—)\:z:)d:z;

:/exp(—)\x)d:p
0
_exp(=An) [T
i 0
_1
=
Donc
1 N 1
ElX]|=~- A= ——
Et on a
1 n
ElX]|=— X;
[X] n;
Alors
- 1 1
)\: n = =.
Ly, X

Exemple 3.1.2

Soit X suit une loi normale {N (m,0?),m € R}.On suppose que 'application i de
Dy C R dans h(Dg) C R? est une fonction bijective et continue et soit ¢ : X —

¢(X) = (X, X?), on pose # = (m, 0?). Donc,
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Tel que
E[X]=m et E[X?| =0—m’
Alors
h(0) = h(m,o?)
= (B[X],E [X?])
= (m,o? —m?).
. ) 1 n 1 n
S N | 2\y _ -1 2
= (m,6°) = h™ (E(X), E(X7)) = h (E;Xi’E;Xi)
Et on pose
u=m m=u
=
v=o0%—m? o = v —u.
Alors
R (u,v) = (u,v — u?).
Donc

3.1.3 Quelque estimateur par la méthode de MM

On dit en général que les capacités de la méthode du moment ne sont pas
efficaces. C’est pourquoi il est souvent utilisé en premiére approximation pour trouver
des capacités plus efficaces que I'on peut obtenir par d’autres moyens, par exemple

la méthode du maximum de vraisemblance.
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Loi Estimateur

XU (b)) |a=X—/3218%0 =X + /321
X ~U(0,b]) |b=2X

X~B(np) |p=2

X ~P()) A=X

X ~ N (m,0?) | m=X;6%= 2.5

X ~N(0,0%) |62=E(X?

X ~FEzp(N) | A= %

X~ G(p) P=x%

TAB. 3.1 — Estimateur obtenu par la méthode du moment

3.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Dans deux articles publiés en 1920, En eux, le scientifique Fischer, I'un des
pionniers des statisticiens de notre temps, a présenté une méthode générale d’es-
timation, qu’il a appelée la "méthode du maximum de vraisemblance" ou "la plus
grande probabilité", et il a également expliqué les avantages de cette méthode. La
méthode maximum de vraisemblance est considérée comme 1'une des méthodes sta-
tistiques les plus importantes et les plus répandues pour estimer les parameétres de

la distribution statistique de probabilité, le "modéle statistiqgue" proposeé.

Soit X une v.a réelle de loi paramétrique (discréte ou continue), dont on veut

estimer le parameétre 6 par la méthode de MV.

3.2.1 Principe de la méthode

La méthode de maximum de vraisemblance consistant & estimer 6 par la valeur

qui maximise L (fonction de vraisemblance)

6= {ee D(,/L(é) :sgpL(Q)}.

Ceci est le probléme d’optimisation. On utilise généralement le fait que si L est
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dérivable et si L admet un maximum global en une valeur, alors la dérivée premiére
s’annule en et que la dérivée seconde est négative.

Réciproquement, si la dérivée premiére s’annule en 6 = é, et que la dérivée
seconde est négative en # = 6, alors 6 est un maximum local (et non global) de
L(zy,...,2,;0). 11 est alors nécessaire de vérifier qu’il s’agit bien d’'un maximum
global. La vraisemblance étant positive et le logarithme népérien une fonction crois-
sante, il est équivalent et souvent plus simple de maximiser le logarithme népérien
de la vraisemblance (le produit se transforme en somme, ce qui est plus simple a
dériver).

Ainsi en pratique :
1) La condition nécessaire

OL(x1,...,20;0) Ol L(wy,...,2,;0)
20 =0 ou 20 = 0.

Permet de trouver la valeur 6

2) 0 = 6 est un maximum local si la condition suffisante est remplie au point cri-

tique :

PL(zy,...,7,;0)
062

PInL(xy,...,7,;0)

B (0) <o0.

(/) <0 ou

Exemple 3.2.1

Soit X suit la loi de Bernoulli de parametre p tell que Px(x;p) = p*(1 — p)'~, donc

ce vraisemblance est :

L(zy,...,z5p) = [[ (0" (1 = p)' ™) .

i=1
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Alors

W L(zy,....onip) = In (ﬁ (P (1~ p)”i)>

=1
n

=> (zilnp+ (1-p)In(l —p)).

=1

On pose

U(p) =InL(xq,...,z,;p)

n

= In(p) (Z x) +In(l—p) ) (1—).

=1

La premiere dérivé est
n

ila: (-
o= T Ty

Le deuxiéme dérivé est

n

Sa (1)
" (p) = —1:;2 - Z:(ll < 0.

Tell que ¥" négative donc elle est admet une maximum, en effet
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Exemple 3.2.2

On souhaite estimer le parameétre A d’une loi de Poisson & partir d’'un n-échantillon.

On a f(z;A) = Px(z;A) =exp(—A)2;. La fonction de vraisemblance s’écrit

A T

L(xla ceey Ty )‘) - Hexp(—/\)

donc

AT

In L(zq,...,2,;\) = Inexp(—An) + In H
i=1

:—)\n+zn:1n)\

T
;!
i=1 v

=—-\n+ ln)\ixi — Xn:ln(xi!).
=1 i=1

La dérivée premiére du logarithme de la vraisemblance est

Ol L(wy,...,205A) S
) Y
D1 Ti
3 =0.

= —n+

La dérivée seconde

P L(wy,...,x03N) Dl <0
ON2 a2 -

Alors elle est admet un maximum et

Oln L(xy, ..., o0 M) 0= —na Yo

O\ oY
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Donc 'estimateur du parameétre A\ est

Théoréme 3.2.1 Sl existe un estimateur efficace du paramétre 6, donc il est l’es-

timateur de mazximum de vraisemblance de ce parameétre.

3.2.2 Quelque estimateur par la méthode de MV

Loi Estimateur

X ~U([0,b]) | b= sup (x;)
i€[1,n]

X ~B (n,p) p= %

X ~P()) A=X

X ~ N (m,0?) | m=X,6=-"5

X ~ Exp (A A= %

TAB. 3.2 — Estimateur obtenu par la méthode du MV

3.2.3 Propriétés sur la méthode de MV

1) IEMV n’existe pas toujours et s’elle existe n’a aucune raison d’étre unique.

2) S'il existe un estimateur efficace de 6, alors il est égal a 'unique EMV de 6. Mais

la réciproque est fausse.

3) Si 6 est un estimateur de maximum de vraisemblance de 6, f(f) est Pestimateur

de maximum de vraisemblance de f(#).

4) IEMYV est un estimateur convergent si la taille de I’échantillon est grande, "TEMV

devient unique, et tend vers la vraie valeur du parameétre 6

D>
3
i

— 0.
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5) L’EMV est asymptotiquement efficace et asymptotiquement normale si n > 30.

6) Il n’y aucune raison pour que 'EMV soit sans biais.
Exemple 3.2.3

Soit X ~ U ([0,0]) tell que 6 > 0 alors

la fonction de vraisemblance est

1O<X(1)<X( ) <0

"1
L(*rl?"'axnv H@ [00
=1
1
= pn
1
— 0
ke [()

sup X;,00
1<i<0

et donc TEMV est T" = sup X; car lop< i X; = 1 p.s. On peut montrer que

1<i<n T 1<i<n

T /8 ~ Beta(n, 1), c’est-a-dire la loi de la v.a T" admet pour densité

n—1
fz,0) = mg lo<e<p-
Il s’en suit que E[T/0] = 25 et B(T) = E[T] — 0 = n+1 # 0 donc 'EMV est ici

biaisé.

40



Conclusion

I e but de ’estimation ponctuelle est de choisir, parmi toutes les statistiques
possibles, le mieilleur estimateur , c’est-a-dire celut qui donnera une estima-

tion ponctuelle la plus proche possible du parameétre et ceci, quel que soit I’échantillon.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

F Fonction de répartition.

f Fonction de densité.

E L’ensemble d’observation.
D L’ensemble des parametres.
X Moyenne empirique.

E(.) Espérence mathématique.

Var(.)  Variance mathématique.

P Distribution de X.

v.a Variable aléatoire.

1id Indépendantes et identiquement distribuées.
I(.) Quantité d’'information de Fisher.

NEN Convergence en probabilité.

p.s N

— Convergence presque-sire.

m.p .

— Convergence en moyenne quadratique.

N Convergence en loi.
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Tribu.

Le biais.

Variance empirique.
Variance empirique modifie.

Risque d’un estimateur.
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Résumé

Ce travail, porte sur |'estimation ponctuelle. Estime un
parametre, c’est donner une valeur approchée de ce
parametre, a partir des résultats obtenus sur un échantillon
aléatoire extrait de la population.

Mots clés: Estimateur, statistique exhaustive, information de
Ficher, Maximum de vraisemblance.

Abstract

This work focuses on point estimation. Estimate a parameter,
that is, give an approximate value of this parameter, from the
results obtained on a random sample taken from the
population.

Keywords: Estimator, exhaustive statistics, Fisher
information, maximum likelihood.
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