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Introduction

I'objectif de ce mémoire de master est ’étude des équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) ou en anglais BSDE (Backward Stochastic
Differential Equations). a partir des années 1990, le développement des équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades a connu un énorme développement. Ces équa-
tions sont apparues en 1973, dans un article de J.M. Bismut [1] dans le cas linéaire
lorsqu’il Etudie 'Equation adjointe associée au principe du maximum stochastique
en controle optimal, et en 1978, Bismut prolonge sa théorie et montre ’existence
d’une solution unique bornée de 'EDSR de Riccati. Pourtant le premier résultat
général concernant les EDSR ne date que de 1990 et est di & E. Pardoux et S.
Peng.[5]

Notre étude de ces equations se concentre sur la réponse aux questions suivantes :

1. quelle est la signification d’une Equation différentielle stochastique rétro-

grade ?

2. Si € est une variable aléatoire, Fr-mesurable et de carré intégrable et f =

f (t;w;y; 2) est une fonction progressivement mesurable donnée, 'EDSR

T T
Y =€ +/ f(s,ys, zs)dt — / zsdwg, t€[0,T]
t t

avec w est un mouvement Brownien défini sur un espace de probabilité ({2, F, P),
admet-elle une solution définie sur [0;77]? Et si une telle solution existe, est-

elle unique ?
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Résoudre cette EDSR, c’est déterminé un couple de processus noté (Y;; Z;) > 0
qui vérifie ’équation et qui est F-adapté c’est-a-dire ne dépend que de I'information
connue jusqu’a linstant £. On peut dire que les EDSR sont des équations différen-
tielles stochastiques ot I'on se donne une condition terminale (c’est pourquoi on dit
rétrograde). Dans le cas déterministe, par exemple les équations différentielles ordi-
naires ( EDO en abrégé) il y’a équivalence entre la donnée d’une condition terminale
et la donnée d'une condition initiale par inversion du temps, finalement on résoudra
le méme probléme. Dans le cas aléatoire, les choses sont totalement différentes lors-
qu’on cherche des solutions qui restent adaptées par rapport a une filtration donnée.
Par exemple, si on inverse le temps pour se ramener au probléme avec condition
initiale et donc a revenir a la théorie des équations différentielles stochastiques "EDS
en abrégé", on trouve une solution qui anticipe , ¢’est-a-dire a l'instant ¢ elle dépend
du futur, c’est exactement la ot se présente la difficulté.

Le reste de ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Rappels de calcul stochastique : Ce chapitre est une introduc-
tion pour mettre en évidence les outils de notre étude. On va présenter un ensemble
de définitions, propositions, et théorémes (sans démonstration ), ainsi que des résul-
tats de bases du calcul stochastique tel que les processus stochastiques, espérance
conditionnelle, mouvement brownien,...etc.

Chapitre 2 : Calcul d’It6 : Ce chapitre est consacré au calcul d’It6. Pre-
miérement, nous présentons l'intégrale stochastique générale et ces différents cas
particuliers tels que le cas de processus étage et le cas particulier de l'intégrale de
Winer. puis nous présentons le processus d’ito et ces différentes formules.

Chapitre 3 L’existence, 'unicité des solutions des équation différen-
tielles stochastique rétrogrades : Le but de ce chapitre est de montrer un
premier résultat d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR, ce résultat est

di a E.Pardoux et S.Peng et c’est le premier résultat d’existence et d’unicité pour



Rappels de calcul stochastique

les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) dans le cas ou le géné-

rateur f non linéaire sous des hypothéses lipschitiziennes en (y; z).



Chapitre 1

Rappels de calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous décrivons les principales notions utilisées dans ce travail.
Tout d’abord, nous commencons par présenter les processus stochastique, ensuite les

mouvements brownien et martingale.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Filtration). Une filtration {F;, <t < 400} est une famille crois-

sante de sous-tribus de F : pour 0 < s <t < oo, Fs C F;

Définition 1.1.2 (Filtration continue). La filtration est continue & droite

Fi = Fi+ (4 gauche Fy = F-)

Définition 1.1.3 (Processus stochastique).
— Un processus stochastique a temp discret est une famille X = (X,)nen de
variable aleatroire. Dans ce cas, on note T' = N
— Un processus stochastique a temp continue est une famille X = (Xi)ier, de

variable aleatroire. Dans ce cas, on note T'= R

Définition 1.1.4 (Processus adapté). Un processus X est adapté par rapport a la

filtration {F;}i>o0, si pour tout t Xy est Fy mesurable.

4
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Définition 1.1.5. Soit (X;)er et (Yy)ier deux processus stochastique dans (w, F, P).
— Les processus X etY sont modification l'un de lautre si P(X, = Y;) = 1Vt € [
— X etY sont indistinguables si et seulement st P(X;, =Y, t € I) =1.
— Si X et'Y sont indistinguables, alors il peut modification l'un de 'autre (la
réciproque est en generale n’est pas vrais)
— Si X etY sont modification l'un de ’autre, alors ils ont la méme distribution

(loi finie dimensionnelle) (la réciproque est fauz)

Définition 1.1.6. Le processus stochastique X est progressivement mesurable par
rapport a la filtration (Fi)i>0. St Vs € I la fonction (w,t) — Xi(w) considérée comme
une fonction de w x [0,s] — R est mesurable par rapport & F @ ([0, s]) et B(R)

Le processus progressivement mesurable est mesurable , adapté.

Définition 1.1.7. Le processus X est dite mesurable si la fonction (w,t) — X;(w)

considerée comme une fonction de w x I dans R est mesurable par rapport F @ (1)

et B(R)

Proposition 1.1.1. Un processus adapté tel que touts les trajectoires sont continue

a gauche (a droite) est progressivement mesurable.

Définition 1.1.8 (Processus prévisible). On dit qu’un processus F adapté (X, )nen
est un processus croissant prévisible si Vn € N, A, < A, 41 et si A, 1 est F, mesu-

rable F = (Fo)nen (An)nen est F-adapté & Vn € N, A, est F,, mesurable.

Définition 1.1.9. Soit X = (X;)i>o un processus stochastique
— Le processus X est continue si t — Xy(w) est continue Yw € 2
— Le processus X est cadlage (continue a droite, limitée a gauche) sit — Xy (w)
est continue a droite, limitée a gauche Yw € €
— Le processus X est caglad (continue a gauche, limitée a droite) si t — Xy(w)

est continue a gauche, limitée a droite
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Définition 1.1.10 (temps d’arrét). En appelle temps d’arrét relatif o une filtration
(Fn, n € N) une variable aleatoire T a valeur dans N U {400} tel que pour tout

n € N, 'évenement {T =n} € F,, et {T =n} € F, équivaut {T <n} € F,

Définition 1.1.11. Soit T un F temps d’arrét. L’ensemble
Fr={AeF/Nine NAN{T =n} € F}

est une tribu sur w appelée tribu des événements antérieurs a T

Proposition 1.1.2.

1. Si S et T deux temps d’arrét alors S +T, SANT et SV T sont des temps
d’arrét

2. Si (T)nen est une suite de temps d’arrét, alors suj;\)f et inf T, est un temps
d’arrét -

3. 51 S etT deux temps d’arrét tel que S < T alors Fs C F;

Définition 1.1.12. Si T temps d’arrét et (X,)nen un processus stochastique F-

adapté, alors la variable aléatoire X W est F mesurable

Proposition 1.1.3. Soit T temps d’arrét. Si X est progressivement mesurable, le

processus arrété X1 défini par XtT = Xpp est progressivement mesurable

1.2 Espérance conditionnelle

Soit (w, F, P) un espace de probabilité si A, B deux événements de (w, F, P) tq

P(B) #0
P(AN B)
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Définition 1.2.1 (L’espérance conditionnelle d’'une v.a X p.r.a une tribu G). Soit
(w, F, P) G sous-tribu de F alors, l’espérance conditionnelle de X sachant G est une

variable aléatoire G-mesurable tel qu

Théoréme 1.2.1. Soit G-sous tribu de F [’espérence conditionnelle X sachant que

G est l'unique variable aleatoire G-mesurable

/AE(Jc\G)dP:/AXdP VAeG

Proposition 1.2.2 (propriété d’espérance conditionnelle).

Soit X etY deux variable aleatoire et G sous tribu de F tel que H C G on a :

1. Linéarité : soit a et b deuxr constantes alors :
E(aX +bY\G) = aE(X\G) + E(Y\G)
2. Monotonie : soit X ety deux variables aléatoire tel que X <Y alors
E(X\G) < B(Y\G)
3. 81 X est indépendant de G alors :

E(X\G) = E(X)

E(E(X/G)) = E(X)

5. Si X est G-mesurable alors :

E(X Y/G) = XE(Y/G)
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6. Si X est G-mesurable alors :

1.3

BE(X/G) = X

E(E(X/G)/H) = E(E(X/H)/G) = E(X/H)

Mouvement brownien

Définition 1.3.1. On dit que B = (B;, t > 0) est un mouvement brownien (réel nul

en 0) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1.

2.

Les trajectoires t — By sont ps continues sur R,
By =0 p.s

pour tout 0 <t, <ty <..-<t,, By, — By, 1...B8, — By, By, soit indépen-

dante

Pour tous t > s >0 B, — By suit la loi gaussienne N'(0,t — s)

Proposition 1.3.1. St B est un mouvement brownien, alors les processus suivants

sont aussi des mouvements brownien

. Xy =—B; t >0 (symétrique)

Xy =t By t>0 Xo=0 (inversion du temps)
aZOﬁxéXt:\/LaBat t>0
SEOﬁ.Z'éXt:BtJrS—BS tz()

r >0 fixé Xy = B, — B,y t€0,r] (retournement du temps)

On appelle M B standard a valeurs dans R?, un vecteur W = (w'... W4) ot les

W sont des M B réel indépendants
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1.4 Martingale

Définition 1.4.1. soit (X,,)nen un processus définis sur l'espace filtré

(w, F,F = (Fo)nen, P) alors X est une :

1. F martingale (ou martingale adapté a ) si les trois conditions suivantes sont
vérifiées
(a) X est F adaté (i.e Vn € N, X,,) est F,, mesurable
(b) X, est intégrable pour tout n (i.e E((X,)) < 4+o0)

(c) ¥/n e N E(Xpy1/7,) = X,

2. F sous martingale si elle vérifie : a) et b) et ¢) ¥n € N E(X,41/Fn) > X,

3. F est sur martingale si elle vérifie : a) et b) et ¢)Vn € N E(X,11/Fn) < X,
Remarque 1.4.1.

1. La condition c¢) est équivalente & E(X,11 — Xp/Fn) =0
2. Une martingale est a la fois une sous martingale et une sur martingale

3. Le processus (X, )nen est une sous martingale ssi (— X, )nen €st une sur mar-

tingale

1.4.1 Propriété des martingale

1. Si (X,)nen est une F martingale alors F(X,,/F,) = Xpan ¥V m,n € N

2. Si (X,)nen est une F martingale (resp F sous M, resp F sur M) alors la suite

réel E(X,)nen est constante (resp croissante, resp décroissante)
3. Si (X,)nen est une F martingale et f est une fonction convexe tel que
E(|f(z,)]) < 400 Vn € N alors (f(X,,))nen est une sous martingale
Proposition 1.4.2 (Décomposition de DOOB).

tout F sous martingale (X,)nen s’écrit de facon unique sous la forme

9
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X, = M, + A, ot (M,)nen est F martingale et A, est un processus prévisible tel

que Ag =0

Théoréme 1.4.3 (Théoréme de point fixe).
Soit (E,d) un espace métrique complet et ¢ : E — E une application contrac-
tante, c’est a dire lipchitzienne de rapport k < 1. Alors : ¢ admet unique point fize

a € E tel que ¥(a) = a.

Théoréme 1.4.4 (inegalité de Yoing).

. .11
Soit a,b> 0 et 1 <p, q < oo deux exposants conjugués , i.e —+ — =1 alors
P q

ab? b
ab< —+ —
p q

Théoréme 1.4.5 (inégalité de cauchy Schwartz).
Soit f,g € C([0,1], R) alors :

IAEE </01|f|2)é (/ W);

Lemme 1.4.1 (lemme de Gronwall).

Soit f une fonction intégrable et non-négative t > 0 et vérifiant

t
f(t) < B+c/ f(s)ds
0
ol ¢ une constante positive. Alors :
f(t) < Bexp(cs)ds

Théoréme 1.4.6 (Burkholder - davis - gundy "BDG").

Soit P €)0,00] il existe deux constantes cp et Cp tel que pour toute martingale

10
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continue X nul en 0

Bl

N
—_

cp E [<X, X) ] <E {supyxﬂ < CpE [(X,X>oo

t>0

Remarque : en particulier si t > 0 :

cp F [(X)X)Q%:} <FE [ sup |Xt|P} < CpE [(X,X>:ﬂ

0<t<T

11



Chapitre 2

Calcul d’Ito6

2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié au calcul d’It6. Nous commencons par présenter 'intégrale
stochastique générale et ces différents cas particuliers tels que le cas de processus
étage et le cas particulier de I'intégrale de Winer. puis nous présentons le processus

d’itd et ces différentes formules

2.2 L’intégrale stochastique générale

t
/ 0sd By
0

quand {6, s > 0} est un processus stochastique

On cherche a définir

Définition 2.2.1. On dit que {0;,t > 0} est un bon processus s’il est (FP)—adapté,

¢
E [/ ngs] < +o00
0

caglad, et si

pour tout t > 0

12
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2.3 Cas des processus étagés

Ce sont des processus du type

Pa
0p = 0 1,4 1(t)
=0

ouP, eN, 0=ty <ty - <tp, et b € L*Q,FP) pour out i = 0,... P, on définit
t Pn

It<9n) = / egst = Zei(Bti+1/\t - Bti/\t)

0

1=0

Propriété 2.3.1. E[1,(6")] =0
Var [1,(6™)] = B[ [y (62)2ds]

les processus I,(0") et I3(0™) — [1(07)2ds sont des martingale.

2.4 Cas générale

Si 0 est un bon processus, il existe {#", n > 0} suite de processus étagés telle

E{[wfw@ﬂ%o

quand n T 400 il existe une variable aléatoire I; (¢) de carrée intégrale telle que :

que

E [|1,(0) — L(0™)]*] — 0

quand n 1T 400. on pose

t
L@:/@ws
0

pour tout ¢t > 0

13
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Propriété 2.4.1.
1. [}(aby +b0)(s)dB, = a [ (ab;(s)dB, + b [, 0a(s)d B,
E[fy 0(s)dB,] =0
E|( [y 0(s)dB,)?] = E[[; 0(s)*ds]
E[(fy 91<s>st)(fJ 62(s)dB,)] = El 5" 61 (u)fa(u)du)]

le processus 1;(01)1;(02). fot 0102du est une (FP)-martingale.

E[1(0) - L(9)*|FF] = E Uot 9idulff}

Proposition 2.4.1. Pour toutt >0 on a

t
1
/ BydB, = =(B, — t)
0 2

I est possible de définir 1,(0) sous la seul condition

t
/ O.dy, < 400 p.s
0

Cependant, t — I,(6) n’est plus nécessairement une martingale.

Définition 2.4.1. On dit que {0;, t > 0} est un bon processus local s’il est caglad
(FB)—adapté, on dit que X est une (F;) martingale local s’il existe une suite

{T,, n > 0} de (F;)—temps d’arrét telle que
P|T, — +o0] =1

et le processus X™ : t — Xinr, est une martingale pour tout n > 0

Définition 2.4.2. On dit que {0;, t > 0} est un bon processus local s’il est caglad
(FB)—adapté, et si

t
/ 0%d, < 4oo p.s
0

14
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pour tout t > 0
soit 0 un bon processus local. On peut définir I;(0) ¥t > 0 qui est martingale locale.

De méme, en prenant la méme suite de temps d’arrét. on montre que le processus

t
]t(H)Q—/ 02d,
0

est une martingale locale.

2.5 Cas particulier : intégrale de winer

Définition 2.5.1. On note L>(R") l’ensemble de fonctions boréliennes f de R dans
R de carré intégrable. c’est a dire telle que f0+oo |f(s)]? ds < o0

c’est un espace de Hilbert pour la norme

[N

ik = ([ 725 )

(f.9) = / F(s)g(s)ds

2.6 Cas de fonction en escalier

fult) = Zf:"o @ily, 4, il est trés facile de définir sont intégrale de winer par

t Pr
Lt(fn) = /0 fn(s)st = Zo‘i<Bti+1 - Bti)
=1

La variable aléatoire I;(f,,) est une variable gaussienne d’espérance nulle et de va-

riance

Py Py, t
Varlh(£)] = 3 otVar(Bu, = Bu) = 3ot —6) = [ fi(9)is

=1

15
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De plus que f — I; (f) est une fonction linéaire au sens ot I;(af+bg) = al;(f)+bl(g)
pour tout fonctions f.g en escalier et tout a.b € R

Si f et g sont deux fonctions en escalier on a :

EL(N1(9)] = 5(VarlL(f) + 1(g9)] = Var[L(f)] + Var[li(g)])

5 ([urareass [ureas- [wrea)

2
-/ ' F()g(s)ds

— N =

Cette dernier égalité signifie que l'application f +— I,(f) est une isometrie de
L*([0,t], R) dans L*(w, P) alors la propriété d’isometrie de I'intégrale de Winer. ce
qui signifie

<[t(f)-lt(g)>L2(w) = <f-9>L2(R)

2.7 Cas générale
Si f € L*(R") il existe une suite f,, de fonction en escalier qui converge (dans

L*(R™)) vers f. c’est a dire qui vérifier

n—oo

t[ﬂn—meM——ﬁo

Dans cas la suite f, est de cauchy L*(R"). La suite de v.a F,, = [J° fu(s)dB; est

une suite de cauchy dans l'espace de Hilbert L?(w)

(en effet || £, — Fyy, ||2 = || Foo — Fm |2 — 0) donc elle est convergente.
n,m—00
On pose
10 [ sein, = im [ ()b,
0 n—oo 0

La limite étant prise dans L?(w) on dit que I(f) est intégrale stochastique (ou inté-

16
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grale de Winer) de f par rapport a B

Propriété 2.7.1.

— L’application f+— I(f) est linéaire

I(f+9)=1I1(f) + 1(9)

est isometrique de L*(R?) dans L*(w)

— La variable I(f) est gaussienne centrée de variance [, [*(s)ds appartenant

a lespace gaussien engendré par (By, t > 0) et elle est vérifiée pour tout t

£ (5[ sms) = [ s

2.8 L’intégrale de Winer vue comme processus gaus-
sien

On note L?

loc

(RT.R) et on concéder f € L2 (R".R) le processus

loc

v = [ sz,

a donc bien un sens pour tout t > 0

Théoréme 2.8.1. Le processus {M;, t > 0} est un processus guassien (FP)-adapté.

centré, de fonction de covariance
tAs
T = / 2 (u)du
0

17
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de plus M est sens ot { My s — Mg, t >0} L o(B,, u < s) pour tout s >0

preuve : Si on note M} la suite d’integrales de winer associée la suite { f,,} appro-
chant f dans L?, on voit que ¢ — M2 est un processus gaussien comme le brownien.
Par stabilité dans L2 des espaces gaussiens on en déduit que ¢ — M; est un
processus gaussien
L’expression de son espérance et de sa fonction de covariance découlent des calculs
précédents. par construction M est (FP)-adapté .

Pour démontrer
t+s t+s
Mysy — M, = / J(u)dB, = / J(0)du(Ba — B,) € 0(Bu — Ba, u € [s,t +5))
et on utilise I'indépendance des accroissente du processus B qui entraine
0(B,— Bs, u€l[s,t+s]) L o(By,u<s)

Corollaire 2.8.1. Les processus {M;, t > 0} et {Z\A/[/t, t >0} ou

o t

M; = M} — / f2(s)ds

0

sont des (FP) Martingales.

Théoréme 2.8.2 (Formule d’intégration par parties). Soit f € CY(R*, R) alors

/f (t)B, — /f/ )Byds Wt >0

preuve : Fizons t > 0 par des propriétés des espaces gaussiens. Il suffit de vérifier

E(BL(f)) = E (Bu ( F(O)B, — /0 t f/(s)Bsds)) Vu < t

En utilisant la formule d’IPP classique

que
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Calcul d’Tto

B (8. (108~ [ 110)8.ts) ) = st - [ )66 nwras
_ (u / i(s)ds + / ' fl(s)sds)
/ fr(s)sds = / F(s)ds

= E(B.L,(f)

2.9 Processus d’'Ito

Définition 2.9.1. On appelle processus d’Ito un processus X a valeur réels
t t
Xt:x—{—/ bsds+/ 0sdB; YVO0<t<T
0 0

Ou X, est F-mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurable

vérifient les condition p-p.s :

T T
/ |bs|ds < oo et / lo|*ds < oo
0 0

On utilise la notation plus concise suivante :

dXt = btdt + O'tdBt

X():l'

Propriété 2.9.1.

et
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Calcul d’Tto

S t S
Vit > s E(Xy|Fs) = Xo +/ b,du+ FE (/ budu/]:s> +/ o.dB,
0 0

0
t

=X, +F (/ budu|fs)
0

Sib=0 et o € A le processus X est une martingale continue. Le réciproque est
vrais sous certaines condition d’intégrabilité.

A un processus a variation finie et une Martingale.

2.10 Intégrale par rapport & un processus d’Ito

Soit X un processus d’Itd6 de décomposition dX; = b,dt + 0ydB;. On note (sous

préserver de condition d’intégrabilité)

t t t
/ 0.dx, / 0,b.ds + / 0,0.dB,
0 0 0

2.11 Crochet d’un processus d’Ito

Soit Z une Martingale continue de carré intégrable. On peut montrer qu’il existe
un processus croissant continue A tel que (Z2 — A;, ¢t > 0) est une Martingale. Le
processus A est appelé le "crochet oblique", ou le crochet de Z. On le note trés

souvent A; : (Z,Z); ou aussi (Z);.
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Calcul d’Tto

2.12 1dée de la preuve

Zt = Zg + Z(ZIfQ/\t/H,l - Zt2/\tk)
- Zg + 2 Z ZtAtk(Zt/\tk+1 - Zt/\tk) + Z(Zt/\tk+1 - Zt/\tk)z

t
:Z02+2/ ZdZ, + A
0

En utilisant ce vocabulaire cher aux probabilistes, nous établi que le crochet du
brownien est ¢ et que le crochet de l'intégrale stochastique (M; = fot O,dB;) est
t
J, ©2ds

Si M et N sont deux Martingales locales continue, on définit leur crochet par
1
<M,N>t - §(<M+N,M+N>t - <M,M>t - <N,N>t)

c’est I'unique processus & variation finie tel que le processus M N — (M, N) est
une Martingale locale.

Le Crochet de deux intégrale stochastique X, = :c—i—th H.,dBsetY, = y—i—fot K,dB,
est (X,Y), = [, HK ds

Théoréme 2.12.1 (premiere formule d'Itd). Soit (C)y,5 une semi-martingale conti-

nue et adapté et f : R — R une application de classe C* on a
t df 1 t d?f
X)) = —(X,)dX — | —=(X,)d(X
PO = 16+ [ x5 [ SE ),
Théoréme 2.12.2 (deuxiéme formule d’It6). Soit (Xi)i>0 une semi martingale

continue et adaptée, (At)i>0 un processus adapté a variation bornée et f : R — R

une application de classe C* 2 on a :
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Calcul d’Tto

td td 1 [t a2
F(AL X)) = f(Ag,2)+ /0 d—J;(As,Xs)dAer /0 %(AS,XS)dXSJrﬁ /O d—Xj:Z(AS,XS)d<X)S

Théoréme 2.12.3 (troisiéme formule d’It6). Soit X, Y deuz processus d’Ito et Xy =

retYy=vy fe€C?derivée bornée f: R* = R. (x,y) — f(z,v)

f(X,Y) =f(z,y)

t df
+/O ﬁ(X&)/s)dXs

df
— (X, Y;)dY,
+ dY( S s)d s

1 [t af
+§/0 W(Xs,ys)d()qs

1 [t d%f
a _Xsalfsdys
+3 | FEYam)

td2f
—Xsay;anys
+ [ YY)
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Chapitre 3

L’existence, 'unicité des solutions
des équation différentielles

stochastique rétrogrades

Le but de ce chapitre est de présenter et montrer le résultat d’existence et d’unicité
de la solution des equation differentielles stochastique Retrogrades dont les cofficients
sont globalement lipschiziens.

Le résultat a été obtenu par para-doux et peng en 1990 avec la génération g non

linéaire et une donnée terminale de carré intégrable.

3.1 Equation différentielle stochastique (EDS)

Définition 3.1.1. Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation

de la forme :

t t
Xy=z +/ b(s,zs)ds +/ o(s,zs)dBs
0 0

ou sous la forme
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L’existence, 'unicité des solutions des équation différentielles stochastique

rétrogrades

dX; = b(t,z)dt + o(s,xs)d By
To =X

ou x et n dimensionnel et les fonctions :

b:[0,T] Xxwx R* — R"

0:[0,T] x wx R" — R™

sont F mesurables.

Théoréme 3.1.1 (Existence et unicité).

Si b et o sont des fonctions continue telles qu’il existe L < oo

1. |b(t,z) = b(t,y)| + |o(t,z) — o(t,y)| < L]z —y| pour tout z,y € R
2. b(t,x) + o(t,z)] < L(1+ |z|)

3. E(|z|*) < oo

alors pour tout T > 0 I’EDS possed une unique solution dans lintervalle [0,T].

3.2 Equation différentielle stochastique rétrograde

(EDSR)

3.2.1 Présentation du probléme

Soit (§2, F(F)>0, P) un espace probabilisé filtré et ¢ une variable aléatoire me-
surable par rapport a F; ou 1" désigne un temps terminal

On voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante :

dy;
L L tel0,T
dt g(yt) ) € [07 ]

Y = ¢
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L’existence, 'unicité des solutions des équation différentielles stochastique
rétrogrades

pour tout instant ¢, ; ne dépende pas du futur apreés t. ¢’est-a-dire que le processus
y soit adapté par rapport a la filtration {F;}i>o

En prend I'exemple le plus simple g = 0, le candidat naturel est y; = € qui n’est
pas adapté si € n’est pas déterministe.

La meilleure approximation -disons dans L?- adaptée est la martingale
Y = E(e\F). Si on travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement brownien.
Le théoréeme de représentation des martingales brownienne permet de construire un

processus z de carré intégrable et adapté tel que

y = E(e\F) = E(e) + /Ot zsdw,

Un calcul élémentaire montre :

t
Y 26—/ zsdws t € 0,1
0
Ou de fagon équivalente :

—dy; = —zdwg ; t€[0,T]
Yy =€
On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui
est le processus z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquence, comme une seconde variable apparait. Pour obtenir la pus grand

généralité ; on permet & g de dépendre du processus z. I'équation devient donc :

—dy, = g(t,yp, z)dt — zdw,
(3.1)

Y= ¢
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ou de fagon equivalente sous forme intégrable

T T
Y =€ +/ g(t,ys, zs)ds — / zsdws t € [0,T]
t ¢

3.3 Notation

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité complet et w un mouvement brownien
(M B) d-dimensionnel sur cet espace. On montera Fi>o la filtration naturelle du
MBW . On travaillera avec deux espaces de processus :

— On note S%(R*) : l'espace vectoriel formé des processus Y progressivement

mesurables & valeur dans R¥ tel que :

Iy 2= E [Supyt] < o
0<t<T

et S%(R*) le sous espace formé par le processus continue.
— On suit M2(R**9) celui formé par le processus z progressivement mesurable

a valeur dans RF*9 tel que :

T
|2 1= E [/ | 2 H?dt} < o

M?(R**4) désigne I'ensemble des classes d’équivalence de M?(R**9). Les es-
paces S%, 5%, M? sont des espaces de Banache pour les normes.

On désigne par B? l'espace de Banache S?(RF*?) x M?(RF*4)

Définition 3.3.1.

La solution de ’EDSR est un couple de processus {(y, z¢)} fo<t<T vErifiant :

1. y et z sont progressivement mesurable & valeur respectivement dans RF et

kad
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2. P— Ps

T
/ {9(s,ys, 25)+ || 25 [|P}ds < o0
0

3. P—Psona
T T
ytzg—l—/ 9(s,ys, z5)ds —/ zsdws t € [0,T]
t t

remarque : Le processus y est une semi-martingale continue , car y écrit sous la
forme y; = M; + A; tel que M, est un martingale local et A; est un processus
stochastique & variation finie.

On a y est continue , car y € S?(RF) et

T T
i =€+/ 9(8,Ys, zs)ds —/ zsdws t € [0,T]
¢ ¢

T . . L .
A = ft 9(8,ys, zs)ds est un processus stochastique a variation finie ou :

T T
</ g(say87zs)d$,/ g(S,ys, Zs)d8> = 0 < 00
t t

M, = — ftT 2sd By est un intégrale d’Itd alors est martingale et toute martingale
est une martingale locale.
Hypotheése : (H1) Supposons qu'il existe un processus {g; }o<i<7 € M? est positif

et k une constante positif telle que :

V(t,y,2) € ([0,T) x R* x R™) « |f(t,y, 2)| < fo + k(lyl + || 2 II)

Proposition 3.3.1.
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Supposons qu’il existe un processus {g;bo<i<r € M?*(R) positif et telle que :

9(t, v 2) < ge+ k(lyl+ [ 2 [])

Si {(ys, 2t) o<t est une solution de ’EDSR telle que = € M*(R**?) alors y € S?

preuve : y est déterministe, alors pour tout ¢ € [0,7] on a

ye| =

t t
Yo — / g(S, Ys, Zs)ds + / stBs
0 0

t t
/ 9(5,Ys, 25) / 25d By
0 0

D’aprés I’hypothése H1, on a :

< |yo| + ds +

¢

/zsst
0
¢

—l—k/ lys| ds
0

t
lye| < |yo|+/ (g5 + k(lys| + || 25 [1))ds + sup
0 0<t<T

t
/ z.d By
0

t
QW+/@&H%Wk+wp
0 0<t<T

t
Sa—l—k/ lys| ds
0

tel que

t
/ 2,d By
0

Si z € M? donc E (f(f | zs |2 ds) < oo et donc d’apres I'inégalité de BDG on peut

t 2 t
E ( sup / 2sd By ) < KF (/ ]zs|2 ds> < 00
o<t<T |Jo 0

On sait que yo et {g;}ieo,r) sont déterministe et de carrée intégrable, et comme y;

t
sz@d+/k%+n%um5+mm
0

0<t<T

écrire :

est un processus continue et |y;| < e+ k fot lys| ds, donc on peut appliquer le lemme
de Gronwall

lye] < e exp(At)
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donc
E [ sup |yt|] < gexp(At)
0<t<T
on a :
E { sup |yt|2} < sup | < eexp(Mt) < oo
0<t<T 0<t<T

donc y € S?

Lemme 3.3.1.

Siy € S?(RF) et = € M?*(R*™4) alors :

t
X, = {/ Ys2,dBy, t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.

preuve :

1. X, est une intégrale d’Ito

En effet y, z, est adapté et cadlog car y € S?(RF) et 2 € M?(R**?) et d’apres
2 bQ
I'inégalité de Cauchy-Schwartz et l'inégalité Young a b < % + 5 on a:

]é
2 [ :

sop [ [ 1112 ]|

0<t<T 0

2 1 t

_E[sup |y3|2} Ry V | 2 |1 ds}

2 0<t<T 2 0

1 t
< cF [ sup |ys]2] + §E {/ | 2 |2 ds]
0<t<T 0

< o0

¢ ¢
/ Ys2sd By } <ck H/ |ys|2 I zs ||2 ds
0 0

<CE|:

E{sup

0<t<T

IN

car y € S%(R¥) et 2 € M?(R¥*?) alors X, est une martingale.
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2. X; est uniformément intégrable
2 2
a
D’aprés l'inégalité de BDG et 'inégalité de Young a b < > + 5 on trouve

1
t 2
[<en || [ k12 as]
0
2 t 2
A ds}
0<t<T 0
c? 1 t
_E[Sup |ys|2]+-E U | 2 |1 ds}
2 0<t<T 2 0

1 t
< clE [ sup |ys]2] + §E [/ | 2 |2 ds]
0<t<T 0

< 00

t
/ yszsst
0

E[sup

0<t<T

-

SCE[

IN

Donc E [supge<r | Xi|] < 00

Donc X; est uniformément intégrable.

3.4 Le cas Lipschitz

3.4.1 Reésultat de Pardoux—Peng

Dans cette section, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’uni-
cité qui est dit & E. Pardoux et S. Peng [5]; c’est le premier résultat d’existence et
d’unicité pour les EDSR dans le cas ot le générateur est non-linéaire. g est défini sur
[0,T] x w x R* x RE*4 4 valeur dans R*, telle que pour tout (y, z) € R* x R4 le
processus {g(t,y, z) fo<i<T SOit progressivement mesurable. On considére également

€ une variable aléatoire, F;—mesurable, & valeurs dans RF.

1. Condition d’intégrabilité :

T
E[|g|2+/ g(t,0,0)%dt] < oo
0
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2. Condition Lipschitz : pour tout, ¢, y, y/, z, 2/
|g(t7ya Z) - g(tay,7 Z/)| < K(|y - y/|+ ” z—zl ”)

Ou début, nous commengons par le cas simple, celui ot f ne dépend ni de y ni
de z i.e : on se donne ¢ de carré intégrable et un processus {F; }o<i<r } dans M?(RF)

et on trouve une solution de ’'EDSR

T T
yt=6+/ Gds—/ zedw, 0<t<T
t t
Lemme 3.4.1. Soit e € L*(N) et {Fr}o<i<r € M*(RF)
I’EDSR possed une unique solution (y, z) tel que z € M?

preuve : Supposons dans un premier temps que (¥, z) soit une solution z € M? : Si

on prend l’espérance conditionnel sachant F; on a nécessairement :

T
Yy = [5+/ Gyds \]—"t}
t

T t t
Y = [6 —l—/ Gyds \ft} —/ G.ds = M, —/ Gyds
0 0 0

M est une martingale brownienne : par le théoréme de représentation des martingales

Brownien, on construit un processus z appartenant a M? tel que

t t t
Y = My — / Gyds = M, +/ zedwg — / Gds
0 0 0

On vérifier facilement que (y, z) ainsi construit est une solution de PEDSR étudie

puisque comme Yy = €

t t T T
yr —e = M, +/ zedwg — / Ggds — (MO +/ zedwg — / Gsds>
0 0 0 0
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finalement on obtient

T T
yt — / Gsds — / stws
t t

L’unicité est evidente pour les solution verifiant z € M?

Théoréme 3.4.1 (pardoux - peng ).
I’EDSR posséde une unique solution (y, z) tel que z € M?

preuve : Nous utilisons un argument de point fixe [1.4.3dans I’espace de banache B2
pour démontrer ce théoréme, en construire une application 1 de B? dans lui-méme
de sorte que (y.z) € B? est solution de 'ESDR si et seulement si ¢’est un point fixe

de e pour (n,e) élément de B2, on définit (y, z) = 1 (n, e) comme étant la solution

de I'ESDR.

T T
Y =€ +/ g(s,ng, e5)ds — / zsdwg; 0 <t < T
t t

On remarque que cette derniere ESDR possed une unique solution qui est dans

B? et g(s,ns, e5) ce processus appartient a M? puisque g étant lipschitz
|9(t, nese)| < [g(,0,0)[ + Kne + K || e ||

et ces trois processus sont de carré intégrable, et obtenir une unique solution y, z tel
que z € M? (y, z) apartient a B?

Donc, I'application 1 de B? dans lui-meme est bien définie.

Soit (N, E) et (N1, Hr) de 'element de B? et (y, z) = ¥(n,e), (y/, 21) = (nt, el

posons Y =y—ylet Z=z—z/onaYr=0et

T T
Y =€ +/ g(sansaes> / zsdws
t

ds —
t
T T
y/t:5+/ g(s7n/57€/s)d8_/ Z/sdws
t t
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et y — y/; on obtient

dY; — _{g(t’ Ny, et) — g(t’ nlta €/t)}dt —+ thwt (32)

On applique la formule de It6 a e**|Y;|?

d(e! Vi) = ae®![YPdt + e*'d| Y[

d{|Y,|?) = 2|Y3|d|Yy| + (Y3, Yy)dt

on obtient

d(e |Yt|2) = ae™ |Yt|2 dt + e ||th||2 dt — 2e“ Yy {g(t, s, e) — g(t, nty, ely) ydt

+ 2€at}/tth'I.Ut (33)

Par conséquent, on integrant entre ¢ et 7' on obtient

T T
Y+ / e 2,2 ds = / e (—a [Yo — 2V, {g(t ne, e1) — g(t n, o)} )ds
t t

T
— / 2e*°*Y, Z dw,
t

et comme g est lipschitz, il vient, notant N et E pour n—n/ et e—e/ respectivement

T T
P [ ez < [ e calvif + 2K ] N+ 2K VB
t t

T
—/ 2e*°Y, Zsdwy
t
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pour tout € > 0 on a

a2
2ab < — + eb?
£

et donc l'inégalité donne :

2 r 2 r 2K2 2 r 2 2
¢t Y| +/ ¢ (| Z dsg/ oo [—w—} vl ds+5/ (N2 + || B ds
t t € t
T
—/ 2e*°Y, Zdw,
t

2
On prend o = —— lintégrabilité précédente donne
€

T T T
e |Y;5|2 +/ e’ ||Z5||2d3 < 5/ e[ |Ng| + HESHQ]ds — / 2e*°Y, Z dw,
t t t

On note

T
R — 5/ (N2 + | Es |2l ds
t

onasiat+b<calorsa<cetb<c

Donc on obtient

T
! Y2 < R. —/ 26 Y| | Z2 | duw (3.4)
t

T T
/ eaSHZSHstgRE—/ 26 Y| || Zu|| duw (3.5)
t t

En pronder l'espérence sur lequation ftT e || Z4]|* ds < RE—ftT 2 | Y| || Z|| dw
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on obtient

T T
E (/ e HZSH?ds) <FE(R.) - E (/ 2e°°Y, Z, dws>
0 t
T
E </ easzfds) < E(R.)
0

et pour la 3.6 on utilise la théoréme [1.4.6

On obtient

N

t
E [ sup ™ W} < E(R)+CE [ | e mizpzas
0

0<t<T

a2 2
On utilise a b < > + ) on obtien

1 2 t
E [ sup e ‘n‘2‘| < E(R.) + §E [sup e \Ytﬂ + C’—E (/ e || Z|I” ds) (3.7)
0

0<t<T 2

et par I'addition de et on obtient

t
s { sup e \Yﬂ +E/ e |1 Z,]* ds < (3 + C*)E[R.]
0

0<t<T

et par suite, revenant & la définition de R,

t t
E [ sup e |Y]? +/ easds] <e(B+C*H(VTE { sup ™| N,|? +/ e** HES||2d3]
0 0

0<t<T 0<t<T

1
Prenons ¢ tel que e(3+C?)(1VT) = 3 de sorte que 'application v est alors une

contraction de B? dans lui-méme de la norme
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1
t 2
1Bl =5 [ sup, <IN+ | eaSHEsH2dJ
0

0<t<T
Qui en fait un espace de Banach. Cette derniére norme étant équivalente a la
norme correspondant au cas o = 0
L’application 1 posse donc un unique point fixe, ce qui assure l’existence et

I'unicité d'une solution de 'EDSR dans B2. On obtient ensuite une unique solution
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Annexe A

Abréviation et notation

Les différentes abréviations et notation utilisé tout au long de ce mémoire sont

expliqué ci-dessous

(w, F, F = (Ft)i>0, P) | espace de probabilité filtré

L*(w, Ft) espace des fonctions défini sur w de carré intégrable F;
mesurable

cadlag continue a droite admet limite a gauche

P-P-S presque stirement pour la mesure de probabilité filtré

MB mouvement Brownien

BDG Burkholder -Davis- Gundy

S? espace vectoriel formé des processus progressivement
mesurable & valeur dans R¥

S2 un sous espace de S? formé les processus continue

M?(RM4) ensemble des classe d’équivalence de M?(R**?)

B? espace de Banach

E[ ] I'espérance mathématique

E\] I'espérance conditionnelle

L? espace des processus de carré intégrable

SAT min(S,T)

EDSR équation différentielle stochastique rétrograde
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Résume :

Le but de ce travail est de montrer le résultat de I'existence et d’unicité pour la
solution de équations différentielles stochastique rétrogrades (EDSR). ce résultat est

du a Pardoux et Peng qui traite le cas lipschitzien en 1990 et Ablir en 1990.

Mots-clés: Equation différentielle stochastique rétrograde.

Abstract :

The aim of this work is to show the result of existence and uniqueness for the
solution of backward stochastic differential equations (BSDE). this result is due to
Pardoux and Peng who dealt with the Lipschitzian case in 1990 and Ablir in 1990.

Keywords: Stochastic retrograde differential equation.
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