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Introduction

L’analyse fractionnaire est une branche de ’analyse mathématique qui étudie la possibilité
de définir des puissances non entiéres des opérateurs de dérivation et d’intégration. Ces
dérivées ou intégrations fractionnaires rentrent dans le cadre plus général des opérateurs
pseudo-différentiels.

Calcul fractionnaire fait également partie de I'analyse mathématique et traite de I'inté-
gration et des applications dérivées et est une généralisation du calcul classique et comme
préservé beaucoup de propriétés de base, qui est une théorie de 'intégration, des dérivés
systéme arbitraires réels et complexes, et le but du calcul partiel est de généraliser les
dérivés conventionnels, quant a ce différenciation fractionnaire, il nous aide & trouver le
nombre dérivé moitié ou 0,3 ou 0, 7...etc.

Les origines de cette tendance ont commencé au XVIle siécle lorsque Newton et Leibniz ont
jeté les bases du calcul, Leibniz a mis le célébre symbole ZZ—E{ pour désigner la n?*™¢ dérivée
de la fonction f, Leibniz a envoyé un message & L.’Hopital lui indiquant ce nouveau symbole,
mais L’Hopital a répondu au message par une question déroutante : «Et si n = 1/27».
Cette lettre de 'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui la premieére apparition du dérivé
fractionnaire.

Et comme le mathématicien Liouville a commencé a enquéter et de recherche sur le sujet,
il a publié une série d’articles et un guide en 1832-1837, ot il a connu le premier opérateur
d’intégration fractionnaire, et Riemann a rompu avec ce sujet et a développé ce qui est

maintenant connu comme la définition de Riemann, un intérét et un développement sans



Introduction

précédent dans ce domaine, a la fin les années 1960 ont nécessité une révision qui a conduit
de nombreux auteurs, dont Caputo, & trouver une nouvelle définition de la dérivation
fractionnaire en raison de problémes appliqué a la flexibilité optique et la mécanique, quant
Griinwald-Letnikov. L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov
est de donner une généralisation de la définition classique de la dérivation entiere d’une
fonction & des ordres de dérivée arbitraire. Des dérivés fractionnaires et intégrales sont
également utilisés dans certains domaines tels que la physique impliquant des phénomeénes
aussi divers que la consommation d’électricité ou la chaleur.

Nous citons la liste des scientifiques qui ont contribué de fagon importante & des calculs
fractionnaire au milieu du XXe siécle :

P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873),
B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-1867), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov
(1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard
(1892), O. Heaviside (1892-1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood
(1917-1928), H. Weyl(1917), P. Levy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924-1936),
A. Zygmund (1935-1945), E.R. Amour (1938-1996), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941),
M. Riesz(1949).

Ce travail est divisé en deux chapitres : dans le premier chapitre, nous avons mentionné
quelques concepts et définitions de fonctions utiles spécifiques : la fonction Gamma, la
fonction Béta et la fonction Mittag-Leffler. Nous avons ensuite introduit la définition
des dérivés fractionnaires, puis étudié les trois plus populaires approches fractionnaires,
a savoir le Grunwald-Litnikov, Riemann Liouville et Caputo, ainsi que leurs propriétés.
Nous avons parlé de la relation entre I’approche Riemann Liouville et celle de Caputo.
Dans le second chapitre, nous avons donné quelques exemples des dérivés fractionnaires
comme la fonction f(t) = (t —a)” et la fonction constante. Les dérivées fractionnaires
au sens de Griinwald-Letnikov, RiemannLiouville et Caputo de ces fonctions sont

étudiées.



Chapitre 1

Dérivation fractionnaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions des fonctions spécifiques
utiles : la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction Mittag-Lefler. Ensuite, nous
présenterons la définition d’une dérivée fractionnaire puis on étudie les trois approches des
dérivés fractionnaires les plus populaires : 'approche de Griinwald-Letnikov, de Riemann-

Liouville et de Caputo ainsi que leurs propriétés.

1.1 Fonctions spécifiques utiles

Dans cette section, nous présentons les fonctions : Gamma, Béta et ’exponentielle de
Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un roéle trés important dans la théorie du calcul frac-

tionnaire et ses applications.

1.1.1 Fonction Gamma [4]

La fonction Gamma d’Euler I'(z) est 'une des fonctions de base du calcul fractionnaire
qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux nombres

complexe & parties réelles positives).
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Définition 1.1.1 La fonction Gamma I'(z) est définie par l'intégrale suivante :

+o0
I'(z) = / e "t dt; (1.1)
0

pour z € C tq Re(z) > 0.
Avec T'(1) =1;T(04) = 400 ; I'(2) est une fonction monotone et strictement décroissante

pour 0 < z < 1.

[ix)
i

Fic. 1.1 — Courbe représentative de la fonction Gamma

Proposition 1.1.1 (de la fonction Gamma)
Une propriété importante de la fonction Gamma T'(2) est la relation de récurrence sui-
vante :

[(z+1) = 2I'(2). (1.2)
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Preuve. Qu’on peut la démontrer par une intégration par parties :
g

+o0
['(z+1)= / tEHD= 1ot gy
0

—+o00
= / tFe tdt
0

+oo
= [—tPe "iIZi® + 2 / e " ldt
0

= 2I'(2).

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car
I'(n+1) =n!,Vn e N;

En effet, I'(1) = 1; et en utilisant la relation (1.2)) nous obtenons :

Exemple 1.1.1 (1) = /7
De la définition , NOUS avons
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Si nous posons t = y? ; alors dt = 2ydy ; et nous obtenons maintenant

F(%) = 2/O+Oo eV dy. (1.3)

De fagon analogue, on peut écrire :

1

r(3) :2/0 T e, (1.4)

St nous multiplions ensemble et nous obtenons :

1 toofEee e
[F(§)]2:4/0 /0 e~ ) dady (1.5)

L’équation est une intégrale double, qui peut étre évaluée en coordonnées polaires

1 w/2  ptoo )
[F<§)]2 = 4/ / e "drdd =m.
0 0

pour obtenir

Ainsi, T'(3) = /.

Exemple 1.1.2 T'(3) = ‘/7%
On a :T(3) = /7 (de Uezemple précédent) et on a : T'(z + 1) = 2I'(z),

alors

1.1.2 Fonction Béta [3]

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un role

important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.
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Définition 1.1.2 La fonction Béta est définie par :
1
B(p,q) = / 71 (1 — t)77'dt; Re(p) > 0; Re(q) > 0.
0

Proposition 1.1.2 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation sui-

vante :
I'(p)I'(q)

Tptq) Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.6)

B(p.q) =

Propriété 1.1.1 I s’ensuit de @, la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire :
B(p,q) = B(q,p), Re(p) >0, Re(q) > 0.

1.1.3 Fonction Mittag-Lefller [4]

La fonction exponentielle e”; joue un roéle trés important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des solutions
des équations différentielles d’ordre fractionnaire. La fonction Mittag-Leffler & un seul
parameétre qui généralise la fonction exponentielle a été introduite par G. M. Mittag-Leffler

en 1903.

Définition 1.1.3 Pour z € C, la fonction Mittag-Leffler est définie par :

En particulier :

Ei(z) =€*, Es(z) = cosh (v/z) .

La fonction Mittag-Leffler a deux paramétres joue également un réle trés important dans

la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi
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en 1953 - 195 et elle est définie par un développement en série suivant :

En particulier :

Ea,l (Z)

Ei1(2) =

ELQ (Z’) =

Eg’l (2’2) =

+oo k
z
Eop5(z) = ——— (a>0; §>0)
. g I'(ak + )
+oo k
z
- a(z)7
— T(ak +1)
I gk I ok
_ Zo= e,
—~ Ik+1) — k!
X gk i’i 2k 1 i’i Paan e —1
~T(k+2) = (k+1)! ze=(k+1) 2
+oo 2k too ok
z z
= = h(z).
2Tk + 1) % oy~ coshi®)

a=0.2

a=08

o
1

FiG. 1.2 — La fonction de Mittag-Lefler a un seul parameétre

0.8
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9 | I ] ] I I I L I
Ey1(z) : (a= 3 =1) trait en pointillé )
- e
+
o - r F r— - b - . ‘
= E 5,alz) i (a=+2, 3=1.3) trait plein .
D
S

Fic. 1.3 — La fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres

1.2 Quelques approches de dérivations fractionnaires

Connaissait les contributions de nombreux mathématiciens qui ont donné plusieurs ap-
proches de dérivations fractionnaires, dans cette section on va restreindre a trois approches
les plus populaires et les plus praticable qui sont : 'approche de Griinwald Letnikov, de

Riemann-Liouville et ’approche de Caputo.

1.2.1 Approche de Griinwald-Letnikov [2], [5]

L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov est de donner une gé-
néralisation de la définition classique de la dérivation entiére d’une fonction & des ordres
de dérivée arbitraire. Ce qui permet d’exprimer la dérivée d’ordre entier p (si p est positif)
et 'intégrale répétée (p) fois (si p est négatif), d’une fonction f comme ceci :

Pour une fonction f donnée, d’aprés la définition classique de la dérivation (la dérivée
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premiére (d’ordre 1) d’une fonction f) en un point ¢ on a :

@) = f(t—h)
/ = —
S = =5~ = lim h (1.7)
L’application de cette définition deux fois nous donne la dérivée seconde :
d*f(t) ') = f'(t—h)
" o T
J0) == = I h
f(t)—;:(t—h) _ f(t—h)—hf(t—%)
= fimy h
o S() =2 (8 —h) + f(t —2h)
= h? (18)
En utilisant et (|1.8) nous obtenons :
BFW) L f() = 3F(E—h)+ 3F(t — 2h) — (¢ — 3h)
" 1s
P =g = E (19)
et, par récurrence pour n nous obtenons :
afit)y 1
(n)(4) — — _ _1)" (™ _
fO) = =2 = lim — ;( 1) () £t —rh), (1.10)
ol
I'(n+1) nn—1)..(n—r+1)
ny — = 1.11
2 Fr+1DI'(n—7r+1) 7! (1.11)

Remarque 1.2.1 La formule s’appelle dérivée d’ordre n a gauche, de méme, en

prenant les différences a droite, on obtient une dérivée d’ordre n (a4 droite)

ft) 1« .
S =l S (1) () £+ rh),

r=0

Fo ) =

Pour la simplicité on va considérer que la dérivée (a4 gauche) dans tous ce qui suit.

10



Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

Considérons maintenant 1’expression suivante généralisant (|1.10))

FO) = lim oS (1) @) £t rh), (1.12)

ou p et n sont deux entiers arbitraire, remarquons que pour p < n on a :

n

£ (1) = tim — 3 (<1 (2) f(t — rh)

h—>0hn —o
1 & 1 <«

= lim o ;(—1)’" () f(t—rh) + lim o sz;(—l)r () f(t —7h)
1 p

= lim - ;(—1)’“ () f(t = rh),

P

pﬂ-) =0 pour tout 5 =1, ...,n.

en tenant compte du fait que (

On remarquant que :

INa+1)
(r+ 1 (a—r+1)
(_1)Ta(a — 1)..;"(!04 —r+1)
yola=1) (a=—7r+1)(a—r1)!
=(=1) ( )7'5(04—7")! : )
—a.(—a+1)..(—a—r+1)
r!
['(r—a)
L(r+1DI(—a)

(17 (&) = (-1

alors

L’intégrale fractionnaire se traduit par ’expression suivante :

n

@ o —a IRT F(T + O[)
() =T D) = I e < T(r+ )l(a)

f(t—rh).

Cas particuliers :

11
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caspour a =1on a:

L(r+1)
r+ 1)I(1)

GL£(#) = lim — jzle £t —rh)

En tenant compte de t — nh = a et f est continue alors :

GLp f (1) / flt—y dy_/f (1.13)

cas pour « =2 on a:

o L . T(r+2)
FES () = Jim b 4 T(r + 1)I(2)

—1imh > (r + 1) f(t — rh).

h—0
r=0

f(t—rh)

En faisant le changement de variable ¢t — h = z, on déduit que :

n+1

SLI (1) = lim h QMf@—mM:iAtZﬁ@—zﬂm:/%z—ﬂthr (1.14)

r=0
Et par récurrence on peut généraliser les formules (|1.13)) et (1.14]) sous la forme suivante :

n

LI F(E) = fim ke (2) £t = h) =

h—0
r=0

L )/%z—ﬂfhﬂr

(=1 J,

1.2.2 Approche de Riemann-Liouville [6]

Dans cette section nous présentons la définition de 'intégration et de la dérivation d’ordre

fractionnaires au sens de Riemann-Liouville d’une fonction.

12



Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

1) L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, 0]

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a,b] et —c0 < a < x < b < +00.

Une primitive de f est donnée par I’expression :

- / o

Pour une primitive seconde et d’apres le théoréme de Fubini on aura :

1) f(z) = / "1 f () du

:/ (/auf(T)dT> du
:/atf(u)du/:dt

-/ (o — O f(t)dt

a

et pour une primitive troisiéme on aura :

:/ dﬂ?l/ dl’g/ f($3)d$3
/ dxl/ T —[EQ ]Ig)dl’g

el e ARIOL
L

Dans le cas général pour tout entier n et par récurrence on a la formule de Cauchy :

/dxl/ dxs.. / f(zp)dz, (1.15)

S A A (1.16)

13



Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

Depuis la généralisation du factoriel par la fonction Gamma : I'(n) = (n — 1)!; Riemann
s’est rendu compte que le second membre de ([1.16)) pourrai avoir un sens méme quand n
prenant une valeur non-entiére, il a définit I'intégrale fractionnaire de la maniére suivante :

2) L’intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1 si f(z) € Cla,b] et x € [a,b].
On appelle intégrale fractionnaire (o gauche) de Riemann-Liouville d’ordre o de f 1'inté-

grale définie par la formule suivante :

(@) x:L Ix— (a=1) a € |—00, +00
191w = gy [ (=00t 0 € ]=oc, el

Et on appelle intégrale fractionnaire (4 droite) de Riemann-Liowville d’ordre o de f 1in-

tégrale définie par la formule suivante :

b
1) f(a) — L/ (z — @D f(B)dt, a € -0, +00[.

Remarque 1.2.2 Nous utiliserons l'intégration de la main (gauche) dans toute le cha-

pitre.

Théoréme 1.2.1 Pour f(z) € C ([a,b]), l'intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville

posséde la propriété de semi-groupe
I [IP f(2)] = 1¢P f(x), a>0et B >0
Preuve. De la définition nous trouvons :

10 19 1@)] = g5 | @ =000 ey

L e — 6D fadu
et M R R UL O

14



Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

Or f € C ([a,b]) et d’apres le théoréme de Fubini on peut changer 1'ordre de I'intégration,

on pose t = u + s(x — u) on obtient :

telle que B(a, 3) est la fonction Béta. m

3) Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

parmi eux, nous mentionnons :

Définition 1.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o € C

est définie par :

« - d" n—ao - 1 d" ! f(S)
REDYf(t) = P (1" f@) = mﬁ/ﬂ mds

avec (Re(a) > 0 et n = [Re(a)] +1 € N, t > a) et .| dénote la fonction partie entiére
d’un nombre réel.

En particulier, pour a = 0 et pour a =n on a :

TDf(t) = (1),
ReDrf(t) = fO)

15



Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

Définition 1.2.3 Pour0 < a <1 ett € |a,b], on appelle dérivée fractionnaire (& gauche)

de Riemann-Liouville la formule

RL pya _ 1 d " f(s)
HOMO = ),

en général pourn —1 < a <n, donca=n—1+p et §€]0,1]

c’est a dire (n — 1) est la partie entiére de « et 3 son reste.

Théoréme 1.2.2
On prend [ € C([a,b]) et (n—1) < a < n, de sorte que f(x) € I ([a,b]). 1l est nécessaire
et suffisant que

I f € O™ (la,b)

et que

dk
(%IZIQ ) =0k=0;1;2;..;n—1

Théoréme 1.2.3

i) Sin—1)<a<n
D312 f(x) = f(x) pour toute fonction f € C([a,b])

i) Si(n—1) <a<netfeCab)]) et de plus f vérifie la condition du théoréme
alors :
at Do f(@) = f(@)

S7 non
n—1 ak:l n—k—1
N r—a) d o
o, DE f(x) = 2311 e @)

i1) En particulier : pour 0 < a < 1
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et pour « =mn on a :

5Dl f (@) = f(x) - -

1.2.3 Approche de Caputo [4], [6]

La dérivation partielle dans le sens de Riemann-Liouville a joué un role actif dans le
développement de micro-calcul en mathématiques pures et appliquées a la fin les années
1960 ont nécessité une révision qui a conduit de nombreux auteurs, dont Caputo, & trouver
une nouvelle définition de la dérivation fractionnaire en raison de problémes appliqué a la

flexibilité optique et la mécanique.

Définition 1.2.4 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f(t) donnée

sur lintervalle [a,b] et n € N est définie par la relation suivante :

C Na _ 1 ! f(”)(s) s lal=n—
ath(t)—F(n_a)/a s o= (1.17)

avec [a] désigne la partie entiére de o.

Définition 1.2.5 on appelle dérivée fractionnaire (o gauche) de Caputo d’une fonction

f(t) la relation suivante :

C Do p(t) = — ) / ( I) 4ot a,

I'n—a t —g)oatl-n

Définition 1.2.6 on appelle dérivée fractionnaire (& droite) de Caputo d’une fonction

f(t) la relation suivante :

ngf(t) = ;ﬁ)(—l)” /b (f(&ds,w < b.

['(n— s —t)B+l-n

Théoréme 1.2.4 Pour n — 1 < a < n, si f(z) € C"([a,b]) la dérivée €, D2 f(t) existe

presque partout sur |a,b| .
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Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

i) Si a & N la dérivée €, D f(t) peut étre représentée par :

o . 1 ! f(n)(s) _ n—a nn
D0 = g | e ds = D ) (119)

en particulier, si 0 < a <1 et f(t) € C([a,b])

C a _ 1 ! f/(S) s = 11—«
S0 = ey | s = 1 DI) (1.19)

i) sia=neN:
G DEf() = f™ ().
1.3 Relation entre I’approche de Riemann-Liouville

et celle de Caputo [6]

Le théoréme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle

au sens de Riemann-Liouville

Théoréme 1.3.1 Soit Re(a) > 0 avec n — 1 < Re(a) < n, (n € N*), et soit f une

fonction telle que les dérivées fractionnaires © D f(t) et BEDf(t) existent alors :
S AU)
“DUf(t) = BEDOf() - Y b, (1.20)
a

Preuve. On considére le développement limité en série de Taylor de la fonction f ent =0

F, 0 F0(0) 0y
f(t) f(O) + 1 9] t2 + ...+ mt + R,_1
n—1 f i P
kgo F( t + n—1,
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Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

avec
o ! f(n)(T) n—1
R, 1= /0 CE] 1)!(75 —7)"dr.

En utilisant les propriétés d’intégration d’ordre n, on a :

/f )(t —7)" N = 1M (1).

En utilisant la linéarité de I'opérateur de Riemann-Liouville et la relation de la fonction

f(t) = t* est donnée par :

RL nayfB __ F<6+1) B—a
D =ra—avnt

donc

— RLDa tk RLDaRn,
kzzo F(k: + 1) N !

n—1
f(k) (O) RL k RL
NSO Repay DR,
Tk +1) T !

& MOk,
B ~T(k+ 1) (k—a+1)

n—1
_ Z - f(k) (0) tk*OA + [nfozf(n) (t)

n—1 (k)
RLDaf o RLDa (Z tk +Rn1>

+ RLDaInf(n) (t)

n—1 (k)
_ Z - ( f (0) tk*OA + CDaf(t).

donc

D’ou le résultat. m
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Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

Remarque 1.3.1 Si f¥(0) =0 pour k =0,1,2,....,n — 1, on aura

“Df(t) = "DU(t).

1.4 Propriétés générales

Les principales propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires sont les suivantes :
1/ Si f(z) est une fonction analytique en z alors sa dérivée fractionnaire D2 f(z) est une
fonction analytique en z et a.

2/ La dérivation et I'intégration fractionnaires sont des opérations linéaires

D3 [y f(x) + 69 (x)] = vDg f(x) + 6Dz g (). (1.21)

3/ Regle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires
Prenons deux fonctions, f(x) et g(z), et commencons par la régle connue, de Leibniz, pour

évaluer la n-iéme dérivée de la produit f(x) x g(x) :

n

@ g =3 || 0@ x g ). (122)

La généralisation de cette formule pour la dérivation fractionnaire est la suivante :
Si f(t) est continue dans [a, z]| et g(t) posséde (n + 1) dérivées continues sur |a, x], alors

la dérivée fractionnaire du produit f(x) x g(z) est donnée par :

D (f(z) x g(z)) =Y _ f®(2) x DO Fg(x) — R2(). (1.23)
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Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

Oun>a+1et

RO(z) — ;) / S = /t (= o) g (Y (1.24)

- nll(—a

La somme de (|1.23) peut étre considérée comme une somme partielle d’une série infinie et
R%(z) comme un reste de la série.

En faisant le changement de variable d’intégration comme le suivant
T=t—((xr—1t) et t=a+n(x—a),
on peut avoir :
lim Ry (xz) =0;

n—-+4oo

donc on peut déduire que si, f(z) et g(x) ainsi que tous ses dérivées sont continues dans
la, z], sous cette condition, la régle de Leibniz pour la dérivation fractionnaire prend la

forme suivante :
“+o0

D* (f(x) x g(x)) =Y () fP(2) x DO Py(a). (1.25)

k=0
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Chapitre 2

Exemples des dérivés fractionnaires

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques exemples des dérivés fractionnaires

comme la fonction f(t) = (t —a)” et la fonction constante. Les dérivées fractionnaires

au sens de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov et Caputo de ces fonctions sont

étudiées. [1], []

2.1 La fonction f(t) = (t —a)"

2.1.1 Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

Soit p non entieret 0 <n—1<p<naveca>n-—1,

alors on a :

et

donc

f(k) (@) =0 pour tout k=1,2,....,n — 1,
)y L(a+1)  aen
f (T>_F(a—|—1—n)( a)* ™",
GL pp o — F(a+1) ' n—p— a—n
aDt(t—GJ) —P(Oé+1—n)r(n_p>/a<t_T> 1(7_ CL) dr
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Chapitre 2. Exemples des dérivés fractionnaires

En effectuant le changement de variables 7 = a + s (t — a) on aura :

Gfo (t—a)" = T(o+ 1(52—)1{)01 ) / (t— T)nipil (1 —a)*"dr
= Cla+1) —a)*? 1 — §)" Pl s
" T(a+1-n)(n—p) (t—a) /0 (1=s) d
_ Na+1)B(n—pa+1—n) (t— )"
MNa+1—n)I'(n—p)
IF'a+1)(n—pT(a+1—n)

- Na+1-=n)T'(n—pTla+1-p) (t=a)™”
_ [(a+1) (t—a)*"
I'(a+1-p) '

par exemple :

crptz, . LQ2) - Vit
oDt = F(1.5)\/g_ I'(1.5)°

2.1.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit p non entieret 0 <n—1<p<neta>-—1,doncon a:

1 dar

t
AL DP (t — a:——/ t—7)"P N (1 —a)"d
# Dt =) = g | = =)

En effectuant le changement de variables 7 = a + s (t — a) on aura :

1 dr t
RL DP(t — a = (- np+a/ 1— n—p—1 ad
5D (1= a) = s a1y s
Tn+a—-p+1)B(n—pa+l)
['(n —p)
'n+a—p+1HI'(n—plla+1)

(t—a)* P

= T pTa—p+ Tnta—prnt 9"
_ T(a+1) (t— a)*
CT(a—p+1) '

par exemple :



Chapitre 2. Exemples des dérivés fractionnaires

2.1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Soit p non entieret 0 <n—1<p<neta>n-—1,doncona:

I'(a+1)

f(n) (1) = m(t —T)* "
d’ou
«DE (=) = I (« —I;L(f;;llﬂ)(n —7) /a t—7)" P (7 —a)* " dr.

En effectuant le changement de variables 7 = a + s (t — a) on aura :

Y4 o F (Oé + 1) ! n—p—1 o a—n
“DP(t —a) F(a—n+1)F(n—p)/(l(t_T) (1 —a) "dr
_ I (O./ + 1) —q)eP ! — s n—p—lsa—n s
“Ta—niDrm-p' A(l ) I

_Tla+1)B(n—p,a+1-—n)
B Fn—p)l'(a—n+1)
MNa—n+1)I'(n—pI'(a+1)

(t—a)*®

- IF'n—plla—n+1I'(a—p+1) (t=a)™”
_ I'(a+1) op
“Tla—nrpt 9"

2.2 La fonction constante

2.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

En générale La dérivée fractionnaire d’une constante de Griinwald-Letnikov n’est pas nulle

ni constante.
Soit f (t) = c¢ et soit p non entier.

On a donc :

f® () =0 pour k=1,2,...,n;
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Chapitre 2. Exemples des dérivés fractionnaires

cependant dans le cas fractionnaire, on a :

ol ) (g t 1

DO =X iy 0 ey [ Y O
(t—a)” [P (a) S S AP
fi-p) " &To—prn! Y et A S rydr
c(t—a)™? )
I'(1-p)

2.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Il est raisonnable d’avoir la dérivée fractionnaire d’une constante égale a zéro, et c’est
du point de vue physique. Or comme, on ’a vu plus haut, pour 'opérateur de Riemann-

Liouville on a :

RLppe = (t—a) ™ #0, tel que ¢ = const.

(1 -p)

En général la dérivée non entiere d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

n’est pas nulle ni constante.

2.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Du point de vue physique, il est raisonnable d’avoir la dérivée fractionnaire d’une constante

égale & zéro.

Lemme 2.2.1 La dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction constante est égale a
zéro i.e :

D=0, tel que c = const.
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Chapitre 2. Exemples des dérivés fractionnaires

Preuve. Soit a > 0 et « € [n —1,n[, n € N, i.e n > 1, on applique la définition de la

dérivée de Caputo

DR fla) = OO 1) = —— >/0t< ) >0

I'(n—« t—s)otl=

et puisque la n-iéme dérivée ¢ est égale 4 0 avec n € N et n > 1 : Il suit

1 t cm)
C Nna
D% = ds = 0.
¢ F(n—a)/o (t — s)otl—n 5

[ |
Par conséquent la propriété suivante est un des avantages de la dérivée de Caputo par

rapport a celle de Riemann-Liouville.
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Conclusion

L’objet de ce mémoire est 1’étude des exemples des dérivés fractionnaires au sens de
Grunwald-Latinkov, Riemann-Liouville et Caputo avec quelques propriétés.

Ce travail nous a permis de savoir 'importance du dérivée et Intégration fractionnaire
dans le domaine des mathématiques.

Enfin, nous avons l'intention & ’avenir de rechercher de nouveaux exemples des dérivés

fractionnaires autres que Grunwald-Latinkov, Riemann-Liouville, Caputo.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

I(z)

B(p,q)

an

C([a, b])
C"([a, b])

La fonction Gamma de la variable z

La fonction Béta de variable p et ¢

La fonction de Mittag-Lefler & un seul parameétre

La fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres

Intégrale fractionnaire d’ordre «

La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Griinwald-Letnikov de la fonction f
La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f

Limite

La dérivée partielle d’ordre n par rapport a la variable ¢

L’espace des fonctions f continues sur [a, b]

L’espace des fonctions f ayant des dérivées jusqu’a lordre n continues sur [a, b]
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g Rebume A

L'analyse fractionnaire est une branche de 1'analyse mathématique qui étudie la possibilité
de définir des puissances non entieres des opérateurs de dérivation et d'intégration.

D'abord, Nous définissons certaines fonctions utiles telles que la fonction Gamma, la
fonction Béta et la fonction de Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un rdle trés important

dans la théorie du calcul différentiel d'ordre fractionnaire. Ensuite, nous présenterons la
définition d’une dérivée fractionnaire puis on étudie les trois approches des dérivés
fractionnaires les plus populaires: I’approche de Griinwald-Letnikov, de Riemann-Liouville
et de Caputo ainsi que leurs propriétés.

Enfin, nous étudions quelques exemples des dérivés fractionnaires.

Q/Iots clé: Dérivation fractionnaire, Grilnwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo. /

cdalsilly S dasaia e (558 2aa0 AilSa) o ) (ol Jalaill ¢5 08 (e g8 sa (gpusll Jidail)

gl 6 Ll Dgo ol Jlsall o3a ¢ DUBY— e Allag Uy Al clala Al Jie saiall Jlsal) (may Cidas oYl
AN @l (o 25 Al Aajal) g Fbad) Cijaty agi Cigw Gl aay LAl dapall b Jualill Gles
WYL 5iplS diplas Jdsolay Aph eVl a Alpla tEpudl) a5 cliial Egs SSY)
Npaibas )

Ayl Al g i) e ABSY) ey (i ¢ 1yl

\ 5l (i e sl cipul daall 5 SURIY) s Aalidal awy

Fractional analysis is a branch of mathematical analysis which studies the possibility of
defining non-integer powers of derivative and integrating operators.
First, we define some useful functions such as Gamma function, Beta function and Mittag-

Leffler function. These functions play a very important role in the theory of fractional order
differential calculus. Next, we will present the definition of a fractional derivative and then we

study the three most popular approaches to fractional derivatives: the Griinwald-Letnikov,
Riemann-Liouville and Caputo approaches as well as their properties.
Finally, we study some examples of fractional derivatives.

\Keywords: Fractional derivation, Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo. /
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