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Introduction

es équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénomeénes
Ldéterministes. Pour prendre en compte des phénomeénes aléatoires, formelle-
ment on doit prendre en compte des « différentielles stochastiques » , ce qui trans-
forme les équations en équations différentielles stochastiques (EDS). Les équations

différentielles sont des équations

d’évolution du type

i (t) = a(tz(t)). (1)

Ou linconnue est une fonction x(t) qui doit vérifier une équation impliquant sa
dérivée = et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations différentielles
d’ordre 1 comme en (|1)) (seule la dérivée lére est impliquée) avec a(t,x) = a + bz

indépendant de t et affine par rapport a . Symboliquement, 1’équation se réécrit
dz (t) = a(t,x (t))dt (2)

Cette équation modélise typiquement un systéme physique (z(t));>o qui évolue avec le
temps de fagon que x s’accroit, a la date t, selon le taux a(t, x(t)) : Par exemple, avec
a(t;x) = a(t)z, Véquation dx(t) = a(t)x(t)dt modélise le cours d’un actif financier

x(t) soumis au taux d’intérét variable a(t) ou d’une population avec un taux de



Introduction

natalité a(t). Il est bien connu que la solution est

t

x (t) = xoexp /a(s) ds
0

Les EDS sont des généralisations des équations ou la dynamique déter-
ministe d’évolution a est perturbée par un terme aléatoire (stochastique). On parle
alors d’équation différentielle stochastique. En général la perturbation aléatoire est
considérée comme un bruit, il est 1égitime de considérer que ce bruit est un processus
gaussien et en général il est modélisé par un mouvement brownien B et une intensité
de bruit o(t; x) :

dz (t) =a(t,x (t))dt + o (t,x) dBy, (3)

Ou o est une fonction du temps t et de l'inconnue au temps ¢ (X;) mais pour-
rait juste dépendre du temps (0;) ou de la valeur X; en t (0(Xt)) ou encore étre
constante. L’objectif de ce mémoire est de présenter la théorie des équations diffé-
rentielles stochastique (EDS) et d’étudier l'existence et I'unicité de leur solution sous

des conditions qui sont appliquées sur les coefficients a et o .

Des liens importants existent entre les probabilités et les EDP via les processus
stochastiques. Ceux-ci sont souvent relies a des opérateurs différentiels linéaires, ce
qui permet d’exprimer les solutions de certaines EDP en termes de processus sto-
chastiques. L’opérateur le plus simple est celui de Laplace A et il est directement
relie au mouvement brownien. il ya plusieurs études sur les connexions entre le mou-
vement brownien et les équations liées au laplacien ( équation de Laplace, probléme

de Dirichlet, équation de la chaleur, formule de Feynman-Kac).
Se mémoire est composée de deux chapitre :

— Le premier chapitre est consacrée a ’étude des EDS . On commence par étudie des

cas simples d’EDS (i.e. linéaire et affine) ot on donne la solution explicite pour
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ce type d’équations. Le cas affin est important car ces EDS apparaissent comme
des linéarités d’EDS plus complexes qu’on ne sait pas toujours résoudre. Il y a
beaucoup de résultats d’existence et d’unicité de solutions, on a choisi dans ce
chapitre le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui traite le cas ot les coefficients sont
Lipchitzien et continus, on a donné une démonstration détaillé de ce théoréme, la
méthode utilisé provienne de la théorie des équations différentielles ordinaire (i.e.
méthode de Picard) et pour finir on a étudié 'existence et 'unicité des solutions
des équations différentielles linéaires uni et multidimensionnelles.

— Le deuxiéme chapitre est consacré au lien entre les EDS et les EDP. Dans ce cha-
pitre on a donné le théoréme (Formule de Feynman-Kac) L’intérét d’une telle for-
mule est de pouvoir donner une solution d’EDP sous forme d’espérance et comme
application on a étudier les problémes paraboliques et la connexion entre le mou-

vement brownien et les équations liées au laplacien (équation de la chaleur).



Chapitre 1

Equations Différentielles

Stochastiques

1.1 Définitions et exemples

1.1.1 Motivation et définitions générales

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modéle mathéma-
tique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. Considérons

une

équation différentielle ordinaire de la forme

X' = b(X (1)),
soit encore sous la forme différentielle :

dX; = b(X)dt.

Une telle équation est utilisée pour décrire ’évolution d’un systéme physique. Si I'on
Y Y
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prend en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de bruit, qui sera
de la forme odB;, ou B; désigne un Mouvement Brownien et o est pour I'instant une
constante qui correspond a l'intensité du bruit. On arrive & une équation différentielle

“stochastique” de la forme :
dXt = b(Xt)dt + O'dBt.
Ou encore sous forme intégrale, la seule qui ait un sens mathématique,
t
Xt_l?‘i‘/ b(Xs)d5+UBt.
0

On généralise cette équation en autorisant o a dépendre de 1’état du systéme a
I'instant ¢ :

dXt = b(Xt)dt + U(Xt)dBt

Soit sous forme intégrale,

t t
Xy=z+ / b(Xs)ds + / o(Xs)dBs.
0 0

La solution d'une EDS, n’est pas en général aussi simple a déterminer. C’est pourquoi
il existe des conditions sur les fonctions b et ¢ qui assurent ’existence et I'unicité de
la solution de 'EDS. Pour étre complétement général, on autorise b et o & dépendre

du temps t. On étudie donc 'EDS suivante :
t t
X; = X0+/ b(s,Xs)ds—F/ o(s, Xs)dDBs. (1.1)
0 0

Définition 1.1.1 Soit d et m des entiers positifs, et soient b et o des fonctions
mesurables localement bornées définies sur RT x R? et a valeurs respectivement dans

Myym(R) et R% 0t Myy,,(R) désigne 'ensemble des matrices d x m a coefficients
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réel. On note o(t,z) = (0;,(t, z))1<i<a1<j<m coefficient de diffusion de 'EDS, et

bt,z) = (bi(t, x))1<i<a drift de UEDS.

Une solution de [’équation
dX; = b(t, X;)dt + o(t, X;)dB; (1.2)

Définition 1.1.2 (Solution d’une EDS) On appelle solution de I’EDS (1.2) la

donnée de

— un espace de probabilité filtré (Q,]—“, (f)tzovp) satisfaisant les conditions habi-
tuelles;

— un (Fy)so-mouvement brownien B = (B', ..., B™) dans R™ défini sur cet espace
de probabilité ;

— un processus (F;)iso-adapté continu X = (X1, ..., X?) & valeurs dans R? tel que

(1.1) soit vérifiée, c’est a dire, coordonnée par coordonnée, pour tout 1 <i <d :
X=X} +/ bi(s, X,)ds + Z/ 0;.i(s, X,)dBI
0 — Jo
J=1

Lorsque de plus Xo = x € R%, on dira que le processus X est solution de ((1.2)

1.1.2 Exemples d’équations différentielles stochastiques

Les EDS affines admettent des solutions explicites qu’on peut obtenir comme dans le
cas déterministe par la méthode de variation de la constante. Le cas affine est impor-
tant car les EDS affines apparaissent comme des linéarisées d’EDS plus complexes

qu’on ne sait pas toujours résoudre. On se place dans le cas réel, i.e. d = m = 1.

Exemple 1.1.1 Supposons que g est une fonction continue (pas une Variable
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aléatoire). Puis la solution unique de

dXt =g (t) XtdBt
X(0) =1,

est
X, = e’% v g2 (s)ds+ ] g(s)st’
pour 0 <t <T.

Pour vérifier cela, notez que

1
dY, = —592 (t)dt+ g (t) dB.

et donc X; = e*.

Ainsi la formule d’Ité6 pour u(x) = e donne

Xy = du (V) = 92 (Y;) dY; + 3524 (V) g2 (t) dt
dX, =Y (g (t)dt + g (t) dB; + 34° (t) dt)

dXt =g (t) XtdBt.

Exemple 1.1.2 (Equation de Langevin) [’équation de Langevin, qui est sous la

forme :

dXt = —O[Xtdt + O'dBt
(1.3)
XO =X .

Pour Xy donnée l’équation de Langevin posséde une unique solution appelée processus

Ornstein-Uhlenbeck est donnée par

t
X; = Xpe 4 0/ e**dB;.
0

7
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Sans le terme odBy, 'équation (1.3|) devient
dXt = —OéXtdt

dX
dX;, = —aX,dt = Tt = —adt

t

th t
= / = [ —ads
o Xs 0

= In(X}) = —at

= Xt = Ce_at,

d’ot sa solution est

Xt = Ce_at.

Pour tenir compte du terme B; , on fait varier la constante C' :
dC (t)e ™ —aC (t) e~ = dX; = —aXdt + 0d B,

d’ot

dC (t)e ™ = 0dB,

dC () = oe™dB,

t t
/ dC (t) = / oe**dB,
0 0

t
C(t) =xo+ / oe**dBs.
0

Alors la solution de I’équation (1.3)) est

t
X, = xge” ™ + / oe =) dB,.
0
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Exemple 1.1.3 (Equation de Black et Scholes) Soit I’EDS suivante

dXt = /,LXtdt + UXtdBt
XO =T .

Sa solution est donnée par

2
o
X = Xoexp((pu — 7)75 +0B,) .

Cette équation est appelée équation de Black et Scholes.

(1.4)

(1.5)

St Xy est le prix d’une action a l’instant t, il est possible de modéliser son évolution en

dx ., . . , I . P .
supposant que la variation relative du priz, évolue selon l’équation différentielle

stochastique

dX
Tt = pdt + od B,

t

ol 1 et o sont deux constantes appelées dérive et volatilité de [’action .

Alors

dXt = l,LXtdt -+ O-XtdBt .

On suppose que X; > 0
dX;

dX
Ttt = ln(Xt)
Posons Yy = In(X}).

On applique la formule d’Ito on obtient

ou ou 10%u
dY, = —dt + —dX, - GRdt
1= gt X+ g Gt
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tq Gt = O'Xt
1 11
dY, = —dX, — ——G?dt
X, 2x?
L1 5
= Z([MXtdt + O'XtdBt ) - 5?}30— Xt dt
1
= pdt + odB; — 502dt
1,
= (p— 50 )dt + odB;.
Alors

1
dIn(X;) = (n — 502)dt + odB;.

En intégrant et en reprenant l’exponentielle, on obtient donc

2
o
X = Xoexp((p — E)t + 0By).

On obtient donc la solution ( |1.5)).

Exemple 1.1.4 (Pont brownien) La solution de I’ EDS

dB; = —Eedt + AW, 16)
BO - O,

est
B(t) = (1—1) /tLdWS, 0<t<l).

— S

10
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Sans le terme dWy, ’équation ( devient dB; = —%dt

B, = — Lt
dBy __ 1
= B = "1t
tdB, _ [t 1
= Jo B = Jy —1mdt

= In(B;) = In(1 — )
= B, =C(1—-1),

d’ot sa solution est

B, =C(1—1).

Pour tenir compte du terme dWy, on fait varier la constante C' :

(dC(#)) (1 — ) — C (£) = dB, = —Ettdw aw, |

d’ot
(dC (1)) (1 —t) = dW,
dC (t) = {=dW,
[ydC (t) = [) dw,
C(t) = [, TdW..

Alors la solution de ’équation (|1.6) est

1

— S

B(t):(l—t)/otl dw, 0<t<1).

Exemple 1.1.5 (Processus Ornstein — Uhlenbeck) Un meilleur modéle de brow-

nien le mouvement est fourni par l’équation d’Ornstein — Uhlenbeck

Y, ==Y + 0§
Y(0) =Y, Y(0)=Y

11
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ou Y (t) est la position de la particule brownienne au temps t, Yy et Y1 sont donnés
Variables aléatoires gaussiennes. Comme précédemment, b > 0 est le coefficient de
frottement, o est le coefficient de diffusion, et & (.) comme d’habitude est «bruit

blanc».
Alors X =Y, le processus de vitesse, satisfait I’équation de Langevin

(Exemple 2 : Equation de Langevin)

dXt = —O[Xtdt + O'dBt
XO =X

1.4 T T T T

1.2

0.8
06+
0.4 I'J-,_.J ko4
0.2 \

.u — S, - - - - 1 s 1 =i 19 = 1

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1

Une simulation de ’équation de Langevin

12
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1.2 L’existence et ’unicité de la solution

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’existence et d’uni-
cité sont essentielles. Dans le contexte des EDS, il existe plusieurs types d’existence

et d’unicité des EDS. Dans toute cette section, on considére I'EDS ({1.2)).

Notions d’existence et d’unicité

— 1.Existence d’une solution faible si admet une solution X.

— 2. Existence d’une solution forte si qui soit adaptée a la filtration du
mouveemnt Brownien.

— 3. Unicité faible si tous les processus X solutions de ont méme loi.

— 4. Unicité trajectorielle si ’espace de probabilité et le Brownien étant fixés,

deux solutions X et X' de 1D sont indistinguables
pEtER| X, #X;) =0

L’exemple suivant montre que I’on peut avoir (1) et (3) (existence et unicité faible)

mais ni (2) ni (4).

Exemple 1.2.1 Soit {B;,t > 0} un mouvement Brownien standard. On considére

le processus

t
Wt:/ sgn(Bs)d B
0

ol

1 stz >0
sgn(z) = {

-1 stx <0

puisque sgn*(z) = 1 alors (W) est bien défini et (W,) est une martingale continue

de crochet t, par le théoréme de Lévy, (W;) est un mouvement Brownien.

13
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Considérons I’EDS
{ dX; = sgn(X;)dB;

XO = 0
(W}) est solution de cette équation. On voit que toutes les solutions de cette équation

sont des mouvements Browniens et sont égaux en loi (on existence et unicité faibles),

mais (4) n'est pas vérifice. Le processus —(W;) est aussi solution de l’équation

de sorte que (W;) et —(W,) sont deux processus solutions qui ne sont pas indistin-

gquables.

Théoréme 1.2.1 (Yamada-Watanabe) Supposons que l’équation (1.2) admette
une solution faible et que toutes ses solutions soient indistinguables. Alors (|1.2))

admet une unique solution forte

Théoréme 1.2.2 Soit b et 0 deux fonctions mesurables , et T > 0

b(.,.): [0, 7] x R" — R™

o(.,.):[0,T] x R* — R"*™

on suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que pour toutt € [0,T],X,Y € R,
on a:

- (1) Condition de Lipschitz

o(t, Xe) —o(t,Y))| < K|X =Y,

14
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- (2) Croissance linéaire

[b(t, Xo)| < K(1+ |X]),
o (t, Xo)| < K(1+[X]),

— (3) Condition sur la valeur initiale
E[| X0)?] < oc.

Alors UEDS (|1.2) possédé une solution unique dans l'intervalle [0, T]. De plus cette

solution (Xy)o<i<r vérifie :

L’unicité signifie que si Xy et 'Yy sont deuz solutions de (1.2)), alors

P(X(t) =Y(t) pour tous 0 <t <T) =1

VOo<t<T X, =Y, P.S.

1.2.1 Cas lipschitzien

Dans toute la suite, on suppose remplies les conditions suivantes :
Hypothéses lipschitiziennes : Les fonctions b et o sont continues sur R, x R? et
lipschitziennes en z, i.e. il existe une constante K €]0; +o0[ telle que pour tout ¢t > 0

et z,y € R?
[b(t, z) — b(t,y)| < K|z —y|

lo(t,z) —o(t,y)| < K|z —y|

et fOT(|b(t, 0)|? + |o(t,0)|?)dt < +oo pour tout T ou |b| et |o| représentent la norme

du vecteur b et de la matrice o : On a alors

15
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Théoréme 1.2.3 (Cauchy-Lipschitz pour EDS) Sous les hypothéses lipschitziennes,
il y a unicité trajectorielle pour (1.2)). De plus, pour tout espace de probabilité filtré
(Q F, (Ft)ier+, P) et tout (Fy)ier+ -mouvement brownien B, il existe pour chaque

x € R? une unique solution forte de ((1.2)).

Remarque 1.2.1 On peut affaiblir [’hypothése de continuité en t, celle-ci n’inter-
vient esentiellement que pour majorer supg<,;<r |0 (t, )| et supg<;<r |b(t, )| pour z
fixé : on peut ‘localiser’l’hypothése lipschitzienne sur b et o se considérés. Il faut

alors conserver une condition de croissance sous-linéaire :
b(t, Xo)| < K(1+|X]) |o(t, Xo)| < K(1 +[X]).

Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la croissance sous-linéaire pré-

vient [’explosion de la solution de I’EDS.

Preuve. Unicité trajectorielle.

R . ’ ’ , . R
On considére deux solution X et X' de (1.2) avec Xy = X,,, définies sur le méme
espace et avec le méme mouvement brownien B, Pour M > 0 fixé, on considére le
temps d’arrét

T=inf(t > 0:|X,| > M,|X]| > M).

D’apres (|1.2) , on a alors pour tout ¢t > 0 :
Xinr = Xo +/ o(s, Xs)dBs +/ b(s, Xs)ds
0 0

tAT tAT
X, =X +/ o(s, X!)dB; +/ b(s, X.)ds.
0 0

On considére t € [0,7] , Par différence, comme X, = X/ et comme X, X’ sont
bornées par M sur ]0; 7] , 'expression de la variance d’une intégrale stochastique L?

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, les hypothéses lipschitziennes et la majoration

16
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(z +y)? < 2(2? + y?) donnent

E[(Xinr = Xip,)?] < Z(E[( ot” a(s, Xs) — o(s, X{))dB,)?])
E[(Jy"b(s, Xs) = b(s, X{))ds)?])
< 2(E[( o (o(s, X,) — (s, X{))?ds)])
+2T(E[( [y (b(s, Xs) — b(s, X7))?ds)])
<2K*(1+T)E[[;" (X, — X[)?|ds

< 2K2(1+ T)E[[} (Xorr — X!0)?]ds.

S/\T

Si on pose h(t) = E[(Xiar — X]5,)?] et C = 2K%(1+T),alors on a établi que h vérifie
pour t € [0, 7] :
t
h(t) < C/ h(s)ds.
0

De plus, par définition de 7, la fonction h est bornée par 4M?2, I'inégalité de Gronwall
(lemme Gronwall) s’applique avec @ = 0 et b = C, On obtient h = 0, c’est a dire
Xinr = X[, p-s. Finalement, en faisant M — +o0, on a 7 — 400 et donc X; = X|
p.s. Les processus X et X’ sont des modification & trajectoires continues, ils sont

donc indistinguables, ce qui prouve 1'unicité trajectorielle.
Existence forte

On procede comme pour les équations différentielles avec une méthode d’approxima-

tion de Picard. Pour cela, on pose

XY =x
Xlzsr:—i—fot sde+f0 (s,z)ds
X? —:U+f0 s, X})dB; +f0 (s, X1)ds (1.7)

Xp=x+ [ o(s, X2 V)dB, + [, b(s, X V)ds.

Les intégrales stochastique ci-dessus sont bien définies puisque par récurrence, on

17
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constate que, pour chaque n , X' est continu et adapté donc localement borné si
bien que le processus o(s, X!) l'est aussi (hypothése lipschitzienne) et l'intégrale

correspondante bien définie.

On fixe maintenant 7" > 0 et on raisonne sur [0,7]. On prouve par récurrence qu'’il

existe C, tel que, pour tout ¢t € [0,7] .
E[(X})?] < Ch. (1.8)

En effet, (1.8) est immédiate si n = 0 avec Cy = x. Puis, on suppose que (|1.8) est

vraie au rang n — 1 avec

lo(s,y)] < C+ Kly| ,

b(s,y)| < C+ Kly| , s€[0,T], yeR

Noter que par la croissance sous-linéaire de o et I'hypothese de récurrence (|1.8)), on

a

t
E[/ o (s, X" V)ds] < +o0.
0

On a donc

BIC[ oo, a8 = B[ oo 0720,

Comme (z +y+2)? < 3(2® +y* + 2?), par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'isométrie
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L2, et les hypothése lipschitziennes, on majore comme suit

E[(X7)?] < 3(2]* + El(fy o(s, X2 71)dB,)? + E[(fy b(s, X2~")ds)?))
(convexité)
< 3(|f2 + E[fy os, X271)2ds] + tE[ [y b(s, X2 1)?ds))
(isométrie L2, Cauchy—Schwarz)
< 3(|a2 + 201+ TE[f, (K2 + K2(X1)?)ds))
(hypotheses lipshitziennes)
<3|z +2T(1+T)((K')? + K2C,_4),

ce qui établit (|1.8) par récurrence.

La borne ([1.8) et la croissance sous-linéaire de ¢ assurent alors que, pour chaque
n, la martingale local fo s, X")dB; est une vraie martingale bornée dans L? pour

tout n. On utilisera ceci pour majorer par récurrence

E[ sup |[X["—XP[.

0<t<T

On a
t t
Xp Xy = / (0(5, X7) — (s, X"1))dB, + / (b(s, X7) — b(s, X)),
0 0

d’ou

Elsup [Xp* = Xp[?] <2E[sup | [ (o(u, X)) —o(u, X;7"))dB,|*
0<s<t o<s<t Jo

+ sup | [ (b(u, X)) — b(u, X 71))dul?]

0<s<t 0
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(convexité)

< 2(4B[(fy(o(u, X7) = o(u, X7 71)dB.)?] + E[(fy (b(u, X7) = bu, X771))du)?))

(inégalité de Doob)

< 2(4B[(Jy (o (u, X7) = o(u, X71))?du] + TE[(fy (b(u, XJ1) = b(u, X71))?du)])

(isométrie L2, Cauchy-Schwarz)
<204+ T)K2E[ [ | X2 — X1~ 2du]

(hypotheses lipschitziennes)

¢
< C’TE[/ sup | X' —X""12du).
0

0<r<u

Avec Cp = 2(4 + T)K?, posons

gn(u) = B[ sup | X7 — X7,

0<r<u

Ainsi on vient de montrer que

t
Ini1(t) < CT/ gn(u)du.
0

D’autre part, Vn, g, est bornée sur [0, 7.

En effet, pour n > 1:

gn(u) S E[SUPogrSu ’XZL - X’LTLL_IP}
< Elsupge,<, (2(X;)? —2(X771)?)]
S 2(Cn + Cn71)7

(1.9)

(1.10)

(1.11)

d’aprés (1.11)) on a g (t) < 2(Cy+Cy) = C Une récurrence simple sur ([1.10]) donne :

n
n—lt_

n!’

gn(t) < C7(Cr)
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Et, en vertu du critére de D’alembert, on obtient

comme

m\»-‘

Z sup ’XnJrl Xn

0<t<T

sup ’X"+1 Xn

0<t<T

Zgn 00,

o0
<y
2

cela entraine que p.s

Z sup | X — X7 < oo,
“0<t<T

et donc p.s la suite (X7');e0,7) converge uniformément sur [0,7"] vers un processus
limite (X¢):ep0,77 qui est continu. Comme par réccurrence, chaque X™ est adapté par

rapport a la filtration canonique de B, X Dest aussi Les estimations ([1.9)) établissent

aussi que
B[ sup |X, - X1’} < (3 a(T)2)* =0, quand n — oo,
0<s<T —n
et on en déduit que
t t
/ o(s,Xs)dBs = lirf o(s, X")dBs , dans L2,
0 n=Tee Jo
et
t t
/ b(s, Xs)ds = lirf b(s, Xds , dans L?.
0 =T Jo
En effet,

E[([y(o(s, X,) — a(s, X1))dBs)?| = E( [y (0(s, X,) — o(s, X7))?ds)
< B(K? [} | X, — X7[*ds)
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<T?K*E[ sup | X, — X"]*] =0,

0<s<T
et on procéde de la méme maniére pour b.

En passant a la limite dans I’équation de récurrence pour X™ ([1.7)), on trouve que

X est une solution (forte) de (|1.2]) sur [0, 7. u
Exemple 1.2.2 On considére I’EDS suivante :

dXt = /,LXtdt —+ UXtdBt

Xo = 9

avec et o € R, xg > 0, on montre l’existence et ['unicité de la solution. Pour cela

nous allons vérifier les conditions du théoréme, alors :

On a
(uXe — pYi| + |0 Xy — oYi| = |u(Xy — Vi) + |o(Xe — V2|

< [ul[Xe = Yi| + |o|[ X — Yy
< (el + o) (1 X: = Vi)
< K|X, - Yil.

D’ou la condition de Lipschitz.

Et
‘/J/Xt| + |0Xt’ < |MHXt| + ‘U||Xt|

< ([ul + lo])| Xzl
< K|X.

D’ou la condition de linéarité

On a Xy constant E(|X,|?) < .
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1.3 Equations différentielles Stochastiques linéaires

Comme avec des équations ordinaires linéaires, la solution générale d’une équation

stochastique linéaire peut étre trouvée explicitement. La méthode de solution im-
. ) e s . . , )

plique également un facteur d’intégration ou une solution fondamentale d’une équa-

tion homogeéne associée.

La formule générale d’une équation stochastique linéaire scalaire est :

dX, = (A()X, + C(t))dt + (b(t) X, + o(t))dW,. (1.12)

A(.), C(.) € L*™®[0,T] x R" x R™ |
b(.), o(.) € L*[0,T] x R™,

ou A,C,b,o sont des fonctions du temps ¢ mesurable et borné sur un intervalle
0<t<T. Quand C(t) = 0 et o(t) = 0 ,(1.12]) réduire au équation différentielle

stochastique linéaire homogene :

Evidament X; = 0 est une solution de (|1.13)).

1.3.1 E.D.S. linéaires : Bruit additif

Coefficients constants : homogeénes.

dXt = —CYXtdt + O'th7
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t
X =e ™ (Xo + O'/ e dWy).
0

Coeflicients constants : non homogenes
dX; = (aX; + b)dt + cdW,

b t
X, = e (Xo+ —(1—e ) + c/ e~ dW,).
«Q 0

Coefficients variables :

t t
Xt = q)t,to (Xto —|—/ ¢;tlob<s>d8 +/ @;gOC(S)dWS),

to to

ou la solution fondamentale est :

———— / ta(s)ds).

to

Exemple 1.3.1 Soit
2
dx%:(T;7xg+k@.+w%dﬁ+ka+¢fdwg

b(t) = c(t) = k(14 t)*.

La solution fondamentale est :

iy = eXp(fti a(s)ds) = exp ti ﬁds)

= exp(2 ln(f:;» = [11;;2]2’
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et la solution générale est :

Xt [1th0]2 Xto + ‘/;fo llits 2b dS + ‘/;fo 1lits (S>dWS)
= [ (X, + ft [L0]2k(1 + 5)2ds + ft [LH012(1 + 5)2dW,)

1+t0 1+s 1+s
= [EELI2(Xo, + [, k(L +t0)?ds + [ k(1 + to)2dW,)
= [ (X + k(1 +10)? [, ds + k(1 +t0)? [, dWS)

= [TEL2( Xy, + k(1 +t0)2(t — to) + k(1 4+ t0)2(W; — Wy,))

1+to

(
(
(
(
(
= [ X + k(1 +t0)* (W — Wiy +t — L))

1.3.2 E.D.S. linéaires : Bruit multiplicatif

Coefficients constants : homogeénes

dXt = O[Xtdt + bXtth,

X = Xoexp((a — —b2)t + dWy).

Coefficients constants : non homogeénes
dXt = (O{Xt + C)dt + (bXt + d)th,

t t
X, =&, [Xo+ (c— db)/ O tds + d/ o tdwy],
0 0

avec la solution fondamentale est :
L.y
®;, = exp((a — §b )t + 0W3).
Coeflicients non constants : homogenes

dXt = Oé(t)Xt + b(t)th
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X, = Xoexp! /O (a(s)—%bZ(s))ds—k /0 b(s)dIW,)

Coeflicients non constants : non homogénes
dXy = (a(t) Xy + c(t))dt + (b(t) X, + d(t))dW,,

X, = @y (X + [ T4 (e(s) —sas + [ okl

to to

avec

By — expl / (a(s)—%bQ(s))ds—k / b(s)dIV,).

to to

1.3.3 Equations linéaires scalaires générales

Soit m > 1 la solution de

AX = (d()X + c(t)dt + X7, (F(O)X + ei(8))dW,,

X(O) = Xy,
est
X(t) = @(t)(XO +/ Zel fl dS / -1 1, S)dWSZ,
0 =1
(1.14)
ou

t m i\2 t m
O(t) := exp(/o d—Z%dS—i—/g ZdeW;)
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Produit de deux processus stochastiques

Soient X! et X? deux processus qui admettent les différentielles stochastiques :
dX} = eldt + fldW} pour i = 1,2 (1.15)

Soit U(t, z1, z2) = 175 La différentielle stochastique du produit Y; = X} X? se repose
sur l'indépendance et la dépendance des deux processus de Wiener Wlet W2 Dans

le premier cas la différentielle ([1.15) peut étre mise sous la forme vectorielle :

X1 1 1 1
LR L I K]

et grace a la formule d’ITo6 la différentielle du produit sera :
dY, = (e} X7 + 2 XN dt + fEX2AW}! + fEX}FdWE,

ou plus explicitement

dY, = X}dX? + X2dX},

Lorsque W}! = W2 = W, , la différentielle du vecteur X; = (X*l) est :

Xt
X _ 5
1(5) = (2 G

Par conséquent, la formule d’IT6 donne :

dY; = (ey X7 + e} X} + fl f2)dt + (f} X7 + f2X})dw,
= X} (e2dt + f2dW,) + X2 (efdt + fLdW,) + fLf2dt
— dY, = X}dX? + X2dX} + flfdt.
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Le terme f} f2dt est le terme correcteur qui fait la différence par rapport au calcul

différentiel ordinaire.

Quelques Méthodes de Résolution de EDS linéaire :

Exemple 1.3.2 On considére I’EDS suivante :

X(O) = X

Nous essaierons de trouver une solution ayant la forme du produit

X(t) = X, (t)Xa(t),

ol

dX, = f(t)X1dW,

1= fD %AW (1.16)

X1<O) = X2p ,

et
dX, = A(t)dt + B(t)dW,

2= Al) (B)dw. (1.17)

Puis la formule d’IT6 donne
dX =dX, X,

= X1d Xy + Xod X, + f() X, B(t)dt
= f(OXAW + (X1dXs + f() X1 B(t)dt),

d’apres (1.16)). Maintenant nous essayons de choisir A, B pour ¢a

dXs + f()B(t)dt = d(t) XadL.
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Pour cela, B =0 et A(t) = d(t)Xa(t). Ainsi (1.17)) lit

X5(0) =1
Ceci n’est pas aléatoire : Xs(t) = elo d(s)ds Puisque la solution de 1) est

X1 (t) = Xoelo /&)W =3 Jo f2(s)ds.

nous concluons que
X(t) = X1(6)X,(t) = Xoedo fAW+[g d(s) =32 (s)ds

une formule notée plus haut.

Exemple 1.3.3 Considérons ensuite l’équation générale

X, = (d(H) X, + e(0)dt + (F()X, + elt) AW,
X(0) = X,

Comme ci-dessus, nous essayons une solution de la forme
X(t) = X1(t)Xa(t),
ol

dX1 = d(t)Xdt + f(£)X1dW,
X,(0) = 1,

dX, = A(t)dt + B(t)dW,
X,(0) = X
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les fonctions A, B a choisir. Puis

dX = X1dX, + Xad X + f(1) X1 B(t)dt
— d(O)Xdt + f(&)XAW + X, (A()dt + BE)dW) + f(t) X1 B(t)dt.

D’ou
X1(A(t)dt + B(t)dW) + f(t) X1 B(t)dt = c(t)dt + e(t)dW,

et cette identité tiendra si nous prenons

A(t) = [e(t) = f(De®)] (X1 (8) ™
B(t) = e(t)(Xa1(1) ™",

ol X (t) = elo fAW+[g d—5f2ds on o Xi(t) > 0 presque siarement

par conséquent

Xa(t) = Xo + / e(s) — F(8)e(s)) (X (s)) Mds + / () (X1 (s)) LW

En utilisant ceci et l’expression ci-dessus pour Xi, nous arrivons a la formule, un

cas de (|[L.14]) :

X(t) = X (t)X2<t>

— elo fAW+[5 d=3f2ds

< (Xo+ [y exp(— [y d(r) — 3 f2(r)dr — [ f(r)dW,)(c(s) — e(s) f(s))ds
+ Joexp(— [7d(r) — 3 f2(r)dr — [ f(r)dW,)e(s)dW,.
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1.3.4 Cas ot le mouvement Brownien est uni-dimensionnel

On considére I’ £ DS linéaire suivante :

dX; = [A(t)X; + b(t)]dt + [C(t) X + o(t)]d B (1.18)
X(0) =z,

oll B; est un mouvement Brownien uni-dimentionnel et soit :

A()), C() € L™[0,T] x R" x R™,
b(.), o(.) € L*0,T] x R™,

cette équation admet une solution forte unique X () représentée par :

X, = &, 2+ @, /t O1b(s)— O(s) o(s)] ds+, /t o1 o(s) dB,, t € [0,T], (1.19)

ot @,(.) est la solution unique de ’équation suivante :

(1.20)
Elle admet un inverse ®; ' = U, qui satisfait :
AV, = U, [—A(t) + C(t)?] dt — ¥, C(t) dBy,
e = W[—A(t) + C(t)7]  C(1) dB, 1.21)

7,(0) = 1.

Preuve. On voit que (1.20) admet une solution unique ®;(.). Pour montré que

inverse ®; ! existe, soit W,(.) la solution unique de (1.21)).
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En appliquant la formule d’It6 & ®;¥; on obtient :

d(®;0,) = OdV; + VU, d®; +d < ®., V. >,
= ®,[U,(—A(t) + C(t)%) dt — ¥, C(t) D, dBy]
+ W, [A(t) @, dt + C(t)®; dBy
— ®,0,C*(t) dt

=0.

Donc : &, ¥, = I; cela nous donne :
‘Ijt - q);l

Maintenant, en appliquant la formule d'It6 a ¥, .X; ou X; est la solution unique de

(1.18) on aura :

AW X;) =V, dX; + X, dUy +d < V., X, >,
=W, [(A(t) X; +b(t)) dt + (C(t) X, + o(t)) dBy]
+ X, [(—A@) + CO)H T, dt — U, C(t) dBy]
— C*(t) U, X; dt + o(t) C(t) U, dt

= U,(b(t) — C(t) o(t)) dt + T, o(t) dB,.

On obtient alors (1.19)) en utilisant le fait que : ¥, = ®;'. m

1.3.5 Le cas ot le mouvement Brownien est d-dimentionnel

on va parler maintenant du cas ou B(.) est de dimention d.
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Dans ce cas, on peut écrire I’équation différentielle comme suit :

dX, = [A(t) X, + b(t)] dt + Y [CI(t) X, + o9(t)] dBY,
= (1.22)

X(0) ==x.

Soit @ la solution de ’équation :

d
Ao, = A(t) &, dt + Y CI(t) &, dB,
=1 (1.23)

O(to, to) = 14,

B(t) :exp(/o A@)-Z@dw/o ZCj(s)dBj).

=1

La solution de est donnée par
X(t)=d(t)(x —l—/o (s)(b(s) — ZO‘j(S)Cj<8))dS) + /0 Z ®(s) o’ (s)dB’.

Similairement, on peut démontré que ®~! existe, et elle est la solution de :
d d

AU, = U, [-A(t)+ Y _CI(t)?] dt — Y W, CV(t)* dBY,

j=1

\Il(t(), to) = [d-

Cette équation (de I'inverse) a été obtenue par J.M. Bismut.
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Chapitre 2

Lien entre les EDS et les EDP

2.1 Equations aux Dérivées Partielles

Le caractére particulier d’une équation aux dérivées partielles (EDP) est de mettre

en jeu des fonctions de plusieurs variables
(x,y,...) — u(z,y,...).
Une EDP est alors une relation entre les variables et les dérivées partielles de w.

EDP

Dans le cas de deux variables, une EDP d’ordre 1 s’écrit

Fa,y,u(z,y), deu(z, y), dyu(z, y)) = 0, (2.1)

et une équation du second ordre’ écrit

F(z,y,u(z,y), Ou(z,y), du(z,y), 02u(z, y), 0.0,u(z,y)) = 0. (2.2)
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Plus généralement, on peut considérer des équations mettant en jeu des dérivées
027 8, u. L'ordre d'une EDP est alors le plus grand ordre de dérivation m; + n;qui

apparait dans 1’équation.

Résoudre une EDP dans un domaine 2 de R? (d est le nombre de variables), c’est
trouver une fonction suffisamment différentiable dans Q telle que la relation (2.1)),
soit satisfaite pour toutes les valeurs des variables dans 2.
Voici quelques exemples, trés simples a priori, ’EDP & deux variables. Certaines
de ces EDP modélisent I’évolution au cours du temps de certains systémes, et il est
d’usage de garder la notation ¢ pour la variable temps.
— 1. Qwu(t, ) + cOyu(t,x) = 0 (une équation de transport);
— 2. Owu(t,z) + u(t,x)0yu(t,z) = 0 (une équation d’onde de choc);

3. 0,0,u(x,y) = 0 (variante de I’équation des ondes);
— 4. O u(z,y) + 8§yu(x, y) = 0 ('équation de Laplace) ;
— 5. Qu(t,z) = 0%,u(t,x) (Péquation des ondes ou des cordes vibrantes).
Comme pour les EDO, on parle d’EDP linéaires ou non-linéaires. Dans la liste ci-
dessus, seule ’équation 3. est non-linéaire. Pour mieux comprendre de quoi il s’agit,
il est commode de parler de 'opérateur aux dérivées partielles associé a une EDP. Il
s’agit de ’application qui & une fonction u associe le membre de gauche de 'EDP.

Par exemple 'opérateur associée & I’équation 1.
est Py : u — Oyu + Oyu, celui associée a 'équation (3) est Ps : u +— Oyu + udyu.

On dit que 'EDP est linéaire lorsque 'opérateur P qui lui est associé l'est, c’est a

dire que, pour toutes fonctions u, v “gentilles” et
Va, B € R, P(au + pv) = aP(u) + SP(v).

C’est bien le cas pour P, et il est trés simple de vérifier que P3(au) # aPs(u) en
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général.

D’autre part on parle également d’EDP linéaire homogeéne lorsque la fonction nulle
u = 0 est solution. En d’autres termes tous les termes de 1’équation contiennent la
fonction inconnue ou I'une de ses dérivées partielles. Toutes les équations linéaires

ci-dessus sont homogénes, alors que 'EDP
2 2 _
Oyt + Oy u = f(z,9), (2.3)

ne l'est pas! Notons que opérateur aux dérivées partielles associé a ([2.3) est Ps =

92, + 02, comme pour I'équation 5. ci-dessus.

Comme pour les EDO, les EDP linéaires homogénes ont une propriété particuliére,
communément appelé principe de superposition : toute combinaison linéaire de so-
lutions est encore une solution. Enfin lorsque 1’on ajoute & une solution d’une EDP
linéaire inhomogeéne une solution quelconque de 'EDP homogéne associée, on obtient

encore une solution de I’EDP inhomogéne.

2.2 Lien avec les équations aux dérivées partielles

Remarque 2.2.1 (formule d’Ité et générateur)
On se donne un espace probabilisé (2, F, P) munit de la filtration (F;)icjo.1-

Soient (Wy)iepo,r) un Fy processus de Wiener & valeurs dans RP et (Xi)icpo,r) un

processus d’Ité F; mesurable a valeurs dans R™ tel que

t P t
X;’:X(g+/ K;’ds+2/ HHdW? i€{l,..,n}.
0 =170

36



Lien entre les EDS et les EDP

En mettant sous forme différentielle avec f € C*2([0,T] x R™)
df(t, X}, ..., XP) = =t X} XP)dt + z:: a—%(t, X} XM dX]

1
20

p
t X)L X)) D HEHI™ L

m=1

Afin de se familiariser avec les notations qui seront utilisées plus tard, on consideére

que

dX =b(t, X)dt + o(t, X)dW.
Ainsi sous forme intégrale on obtient

3,
f(t,th,...,Xf):f(o,Xg,...,X3)+/O (af+/3f ds+/ DfodW,, (2.4)

avec L le générateur tel que

I~ . Of = Of
_ %, q

27]

ot
ot = Z O_Z,'mo_],m7
m=1
et
DfodW, = g mdwm,
foat, - 323 G
Remarque 2.2.2 si (X;)icjor; = (Wi)iepor) le processus de Wiener standard n-

dimensionnel, on a
1 %f 1
i Z L A

ot Af estle laplacien de f.

37



Lien entre les EDS et les EDP

2.2.1 Probléme de Cauchy

Théoréme 2.2.1 (Formule de Feynman-Kac)

Soient (Wy)ieo,r) un Fi-processus de Wiener standard p-dimensionnelle sur un espace
probabilisé (2, F, P) munit de sa filtration naturelle (F,)eor et {X",t < s <T}

un processus d’Ito a valeur dans R™ partant de x a linstant t, i.e la solution de ’EDS

dXP" = b(XE")ds + o(XE")dW,,  t<s<T,
Xt =,
avec
b:R" — R,
0:R" = M,y,(R),
deux applications continues, lipschitziennes et a croissance sous linéaire. Alors pour
g € C*(R™) a support compact et ¢ € C(R™) bornée,

le probléme de Cauchy

Dy L+ c(z)u=0 0<t<T,zeR"

u(T;x) = g(z)

(2.5)

avec
PLou 1 i 0%u
_ i - i,j
L, ;b (95)axZ + 5 Z(O’O’ ) (x) Pz,

1,J

admet une unique solution u € C*2([0,T] x R™) telle que
u(t,r) == E[g(X%I)eftT X5 g<t<T .

Ce théoréme est applicable sous réserve que le probléeme ([2.5) admette une solution

réquliére satisfaisant la condition de croissance polynomiale

( i.e u est a croissance polynomiale si IM > 0,3v > 1 tels que
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< 2v
mave [u(t, )| < M(L+[[o][*)

Démonstration

On pose Y, = % et Z, = [ c(X!")dr, alors dZ, = ¢(X5")ds et d’apres la formule
d'It6, dYs = ¢(X57)Y,ds. On va a présent calculer d(u(s, X!%)e?), s € [t,T],:

d(u<57 ng)eZS) = d(u(sv X;’I)Y;)v

on a
d(u(s, X%)e?s) = Yidu(s, X1®) + u(s, Xb*)dY,

= Yidu(s, X5*) + u(s, X1*)e(XE*)Yds.
Il faut a présent calculer du(s,X5"). D’apres Pégalité (2.4)) mise sous forme différen-

tielle, on a

(au(s, XLy
s

du(s, X;)

Xy

p n Xty
+ Lu(s, XP"))ds + Z Z %amdﬂfs’”.
m=1 i=1

Or, u est solution du probléme 1) d’ou % + Lu=—cu,t<s<T. Donc

P n
Xt,m
du(s, X' = —e(XE)u(s, X0")ds + Z Z Ouls, X.7)

m=1 i=1

o AW,

on peut alors écrire que
t,x t,x t,x - - (9u ng m) 'Lm m t,x t,x
d(u(s, X7%)Ys) = —c(X%)u(s, XJ%)Yeds+Ys( ZZ AW +u(s, Xo%)e(X %) Ysds,

m=1 =1

d’ou
P n
Xt,x )
s, XY) = v S0 P g,
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On intégre maintenant sur [¢t, 7], on obtient

T p n t,x
du(s, Xb%)
u(T, X5 Yy — u(t, XP9)Y, :/ .S j%amdmﬂ).
t %

m=1 i=1

Or, 'espérance de l'intégrale stochastique est nulle et ’espérance de u existe de par

sa croissance polynomiale. Alors

T, X:)Y,
Bu(t, X)) = ST
T

)

et enfin, puisque u(t, X)) est déterministe et que par définition Y; = exp(Z;), on a

U(t, .T) = E[g(X,?,x>eft C(Xs’z)ds].

2.2.2 Probléme parabolique

On considére 'opérateur
Af(t,@) = fi(t,2) + Lf(t @),
ou L est le générateur infinitésimal du processus X solution de 'EDS
t t
X, =X, +/ b(s,Xs)dS—i—/ o(s,X,)dBs .
0 0

On cherche les solutions du probléme parabolique suivant :

Af(t,z) =0 Ve e R, te€[0,T]
{ (2.6)

f(T,x) = g(x) VreR

ou g est une fonction de R — R.
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Si f est une solution de (2.6 et si pour u >t > 0 on note X* une solution de
X=Xt [ ot xis+ [ ot Xiap (27)
t t

.. . +
avec pour condition initiale X;”" = x.

on applique la formule d’Ito

df (s, X0") = gf( Xb)ds + g—f(s XE)dXhT 4 _%( X (s, XETY2ds
gf( XJ")ds + g_f( , XY (b(s, X07)ds + o (s, XJ7)dBy)
%%( XY (s, XE)2ds
8f($ X)ds + Lf(s,z) + g—f(s X o (s, X1*)dB,
= Af(s,2) + 9L (5, X{¥)o (s, XL*)aB,
= I o X)o(s, X1,

— Fu, X5) = f(t,2) + / " £ (5, XtV (u, X5)dB,.

En faisant v = T en particulier, on en déduit que :
g( XY = f(t,x) / fols, X2 o (s, X5 dB,.

Si f, et o vérifient des conditions d’intégrabilité suffisantes, alors I'intégrale stochas-

tique est une vraie martingale.

On en déduit une importante représentation probabiliste de la solution de (2.6))

f(t,2) = Elg(X7")]

ot X est solution de (2.7)) prise sous la probabilité P,; qui est telle que le processus
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X prend la valeur x a I'instant ¢.

Probléme plus général

Af(t,xz) =af(t,x), VereRtel0,T], a>0,
(T, z) = g(x), Vr € R

(2.8)

Si f est solution de (2.8),la formule d’It6 entre ¢ et T’

df (s, X*")e @ = (a—f(s Xt e™ — af(s, XI")e ) ds + lﬁ(5 X e o (s Xt’m)zds
9 s 88 9 s ) S 2 axQ Y S ’ S
0

+ 8_£(S’ Xt e s d X be
_ af t,x\ , —as t,x\ —as 1 82 t,x\ —as t,x\2
= %<S,Xs Je *ds — af (s, X¥)e *ds + iw(s,Xs Je (s, X)) ds
+ ?(3, X e (b(s, XE"Yds + o (s, X2 )dBy)

x

— 8f t t 8f t t
—e as(a—(s, X.%)ds + Lf(s,x) —af(s, XJ%)ds + a—(s, X %)o(s, X%)dBs)

s T
0

= e_o‘sa—i(s,Xﬁ’r)a(s, X")dB,,

T
e_an(T, XtTI) = e_atf(t, x) + / e_msf;(s, Xﬁ’x)a(s, Xﬁ’z)st.
¢

Sous des conditions d’intégrabilité sur f, et o lintégrale stochastique est une mar-

tingale et on en déduit la représentation probabiliste :

ft,x) = Bpe*® g (Xr)].
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2.2.3 Equation de la chaleur et mouvement brownien

Définition 2.2.1 Soit [’équation de la chaleur

du 1
S Au=0, te€|0;+ool,zeR",
ot 2 ] [ (29)
u(0,z) = g(x), r eR",
ot g : R" — R une fonction continue et bornée. On définit le noyau de la chaleur

par

[

K(t,x) = (27r1t)36_ : (2.10)

S

ot x? =" a2 est le produit scalaire de x avec lui méme. Le noyau de la chaleur

est une solution fondamentale (ou fonction de Green) de l'opérateur % — %Au de
léquation de la chaleur. Il permet de résoudre explicitement le probléeme (2.9)). En

effet, on a

u(t,r) = . K(t,x —y)g(y)dy,

solution de ([2.9)).

Remarque 2.2.3 Soit X une v.a a valeurs dans R"™ définie sur (Q,F,P) et de
densité f, Pour toute fonction borélienne ¢ : R* — R" telle que po X € LY(Q, F, P),

on rappelle que l’espérance de ¢ o X est donnée par

Elpo X] = Elp(X)] := / o(X)dP.

Ou par le théoreme de transfert
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Exemple 2.2.1 Soit X wune v.a gaussienne a valeurs dans R"™ de vecteur moyen m
et de matrice de covariance I' i.e X ~ N, (m,I). On rappelle que si I est inversible,

X admet une densité par rapport & la mesure de Lebesque sur R™ noté

fo(z) == %e%(”_m)tr_l(“m), Vo € R™.
(2m)z (detT')2

Alors pour ¢ : R" — R"™ une fonction borélienne, on a

L emriammyg,

Elp(X)] = /n () fx(y)dy = /n SO(y)m

Notation 2.2.1 Soit (W;).cr+ un mouvement brownien standard n-dimensionnelle
sur un espace probabilisé (), F, P) munit de sa filtration naturelle (F;). On note P,

la mesure correspondant a la condition
By=xz+ W, ==,

i.e P, est la loi du processus By = x + W;. On sait que W, est d’espérance Oet
de variance tI, alors x + W, est de moyenne x et de variance tI ou I désigne la
matrice identité de M, x,(R).On considére a présent le probléeme (2.5) avec ¢ := 0 et

le processus d’Ito (Xi)eer+ = (Bt)eer+- On a

alors d’aprés la remarque (2.2.2)), le probléme ({2.5) qui est équivalent au probléme
(2.9) a la condition initiale pres.

Proposition 2.2.1 La solution u € C;’Q(RJr x R™) de 'équation de la chaleur (2.5)
est donnée par

u(t,z) == Elg(x + Wy)], Ve e R" Vt € R,.
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Preuve. On a vu que la solution u; de (2.9) est donné par le noyau de la chaleur

K(t,x —y)g(y)dy,

uy(t, z) =
Rn

n
2

en utilisant 'expression (2.10) de k£ on a
a2
! T dy.

witn)= [ o)

Soit us la solution donnée, en posant x+W,; = B; et d’aprés la remarque précédente,

1 e%l(yfm)tﬂr?l(y*x)dy’

walte) = BB = [ o)

(y=x)2

1 _w—n)?
_/ng@)(zm) e 2 dy,

n
2

car By ~ N, (z;tl), ainsi

us(t, x)

us(t, ) = uy(t, x).

et donc
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Conclusion

Ce travaille est consacré aux équations différentielles stochastiques (EDS), lien entre

EDS et EDP.

on a donné quelques définitions de base concernant aux équations différentielles sto-
chastiques, nous avons étudié en détaille le cas lipschitzien dans lequel des résultats
forts d’existence et d’unicité des solutions peuvent étre obtenus pour cet EDS, on a
étudié des cas simples d’EDS ( i.e linéaire ) ou on donne la solution explicite pour
ce type d’équations, on a vu comment on pouvait donner la solution d’'une EDP
grace & une EDS. Il est assez simple de concevoir que des phénomeénes physiques
concrets soient soumis & une part d’aléas couramment appelée bruit. En e et, pour
des problémes de la vie courante, les conditions réelles ne sont pas aussi "parfaites"
que peuvent 1’étre les hypothéses d’un probléeme mathématique. Ainsi, lorsque qu’on
étudie un phénomene, on modélise le bruit grace au mouvement brownien pour se

rapprocher aux mieux de la situation réelle.
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Annexe A :

Formule d’Ito6

Théoréme 2.2.2 (Formule d’Itd) Un processus d’Ité réel X de décomposition
dXt == th + GdBt,

pour F € L'(0,T),G € L*(0,T).

. 2 . .
Supposons u: R x[0,T] — R est continue et que %,%,% existent et sont continus

Alors Y est le différentiel stochastique

4y (1) = %(X(t), Bt + %(X(t), X + %%(X(t), G2t (2.11)
_ %‘(X(t), 0+ %(X(t), OF + %%(X(t), DGRt + %(X(t), NGB,

On appelle (2.11))la formule de Ité ou la régle de chaine de Ito

Soit X(.) = B(.),u(z) = 2™. Ensuite dX; = dB; .
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Par conséquent, la formule de It6 donne
d(B") = mB™ VdB, + %m(m —1)B" Pt
En particulier le cas m = 2
d(B?) = 2B,dB, + dt

Cet intégré est

2 2

/’" BdB; = Bi(r) — Bi(s) _(r—s)

Lemme 2.2.1 (Gronwall) (Forme intégrale) Soient T > 0 et ® une fonction
positive mesurable bornée sur [0,T], On suppose qu’il existe des constantes o >

0,0 > 0 telles que pour tout t € [0,T], on a
t
B(t) < a+b/ B(s)ds.
0

Alors on a ®(t) < aexp(bt) pour tout t € [0,T).

En particulier, st « =0 et ® > 0 alors & = 0.

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soient f, g deux fonctions de carreés intégrable, alors on a

N

E(fg) < (E(f*)E(9%))
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

(Q, F, P) : espace de probabilité.
(Q, F o (Fso P) : espace de probabilité filtrée
{Fi} s ¢ filtration
R? : I’espace réel euclidien de dimension d.
I; : matrice identité d x d.
R" @ R? : ’ensemble des matrices réelles n x d.
BI (t) : 1a j*™ composante de B (t).
o (t,X) :1a j®™ colonne de o (¢, X).
P — p.s : presque surement pour la mesure de probabilité P.
E(.) : L’espérence parrapport a la probabilté P.
sign(a) : sign(z) = +1;1;0 selon que a est positif, négatif, nul, respectivement.

s At :min(s;t)

51



Résumé

Le but de ce travail est de présenter la théorie des équations différentielles
stochastiques(EDSs) et leur lien avec les EDP. Nous avons exposé la démonstration du
théoréme Cauchy-Lipschitz qui assure I'existence et l'unicité des solutions concernant ce
type d’équations. On a aussi donné la formule de Formule de Feynman-Kac dont L'intérét
est de pouvoir donner une interprétation probabiliste d’une solution d'EDP sous forme
d'espérance et comme application on a étudié les problémes paraboliques et la
connexion entre le mouvement brownien et les équations liées au laplacien (équation de
la chaleur).

Abstract

The aim of this work is to present the theory of stochastic differential equations (EDSs)
and their link with PDEs. We have exposed the proof of the Cauchy-Lipschitz theorem
which ensures the existence and the uniqueness of the solutions concerning this type of
equations. We have also given the formula of Feynman-Kac Formula whose interest is to
be able to give a probabilistic interpretation of a solution of PDE in the form of
expectation and as an application we have to study the parabolic problems and the
connection between the motion Brownian and Laplacian equations (heat equation).
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