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Introduction

La résolution des équations aux dérivées partielles occupe une place importante en
ingénierie et en mathématiques appliquées. Chacun de ces disciplines apporte une contri-
bution différente mais complémentaire & compréhension et la résolution de tels problémes.
Il y’a plusieurs techniques permettent de résoudre numériquement les problémes relatifs
aux équations aux dérivées partielles.

Mon mémoire intitulé "Quelque étude numérique sur les problémes hyperboliques".Notre
travail est divisé en deux chapitres, nous commencons par :

— Le premier chapitre est divisé en trois parties ; Rappels sur EDO et EDP, Developpement
de Taylor, Méthodes numeériques(on choisi les méthodes des différences finies et des
éléments finis) et on donne les avantages et les incovénients de les deux méthodes.

— Dans le deuxiéme chapitre, on présente une étude détaille sur quelques applications
de la méthode de différences finies sur les problémes hyperboliques, on a 1’équation
de transport et ’équation des ondes, avec des conditions aux limites et des conditions

initiales.



Chapitre 1

Généralités et Méthode numérique

Les équations différentielles décrivent 1’évolution de nombreux phénomeénes dans des
domaines variés. Une équation différentielle est une équation impliquant une ou plusieurs
dérivées d’'une fonction inconnue si toutes les dérivées sont prises par rapport & une seule
variable, on parle d’équation différentielle (EDO). Une équation mettant en jeu des dérivées

partielles est appelée équation aux dérivées partielles(EDP).

1.1 Equations différentielles ordinaires

Soit ©Q un ouvert de R x R™ et f: Q — R", (¢, y) — f(¢, Oy) une application.

Une équation différentielle du premier ordre est une équation de la forme

dy

_— = t’

o= (t, y)
On utilisera souvent la notification :

y = f(t, y)

Le lecteur peut s’il le désire utiliser d’autres notations ainsi que d’autres variables par
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exemple :

dr dy '
o = [t y)ou - = fz, ;...

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation
entre la variable réelle ¢ , une fonction inconnue ¢ — u(t) et ses dérivées ', u”, ..., u™ au
point ¢ définie par :

F(t, u(t), o', 'Y, . u™)=0 (1.1)

ou F n’est pas indépendante de sa derniére variable «(™. On prendra t dans un intervalle
I de R (I peut etre R tout entier).
La solution u en générale sera & valeur dans R, o N € N*. On dit que cette équation

est scalaire si F' est a valeur dans R.

1.2 Equations aux dérivéees partielles

Le caractére particulier d’une équation aux dérivées partielles (EDP) est de mettre en jeu

des fonctions de plusieurs variables

(x, y, z, ...) —u(z, y, z, ...)

Une EDP est alors une relation entre les variables et les dérivées partielles de wu.

Définition 1.2.1 "l’odre d’une EDP" Lordre d’une EDP est l'ordre le plus élevé des

dérivées partielles apparaissant dans I’EDP.

Définition 1.2.2 "la dimension d’une EDP" La dimension d’une EDP est le nombre

de variables indépendantes de la fonction inconnue u.
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Remarque 1.2.1 L’équation est une EDP d’ordre n.
Définition 1.2.3 "Les EDP’s linéaire, quasi-linéaire, non linéaire"

1. On dit qu’une EDP est linéaire si elle ne fait intervenir que des combinaisons linéaires

des dérivées partielles de la variable dépendante.

2. On dit qu'une EDP est quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport aux dérivées

d’ordre le plus élevé.

3. En dehors des critéres cités ci-dessus ’EDP est non linéaire.

1.2.1 Classification d’EDP

Les équations aux dérivées partielles du 2°™°ordre de la forme

u ' u ou ou
A B 2D— 42— + Fu = 1.2
o7+ dzdy * Oagf e T dy +lu=0 (1.2)

Ou A, B, C, D, E et F sont des constantes de x et y qui s’annulent pas simultanument,
sont classés comme équation du types hyperbolique, elliptique ou parabolique.

On définie le discriminant

A =B —4AC

On dit alors que I’équation ([1.2)) sur un domaineD, est de type :

1. Hyperbolique : Si A > 0 sur le domaine D.
2. Elliptique : Si A < 0 sur le domaine D.

3. Parabolique : Si A = 0 sur le domaine D.
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Exemple 1.2.1 Pour [’équation

9’u 9u 20U ou
e xyﬁxay +y a7 38_x =0 (1.3)

T

On a:
A=B —4AC =2y’ —day’ = xy’ (z —4)

1. L’équation (|1.3)) est parabolique dans

{(z, y) R/ 2z =0} U{(z, y) ER'/ y =0} U{(z, y) ER/ = = 4}

2. L’équation ([1.3)) est hyperbolique dans

{(z, y) €R'/ 20 ety # 0} U{(z, y) €R'/ z)d et y # 0}

3. L’équation ([1.3)) est elliptique dans

{(z, y) €R'/ O(x(4 et y # 0}

1.2.2 Conditions sur ’ensemble des solutions

Pour trouver des solutions particulieres d’EDP, a partir de la solution générale, on va
imposer des conditions restrictives sur ’ensemble des solutions.

Les conditions les plus fréquentes sont :

1. Condition initiale : Siu une fonction de (z, y) € RxR*, on donne u(x, tg) = ®o(x)

ou

D%u(z,ty) = ®o(x), ce type de condition est appelé conditions de Cauchy. La notion de
conditions aux limites est spécifique aux équations aux dérivées partielles. Elle consiste a

donner des conditions au bord du domaine sur lequel est posée 'EDP.
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1. Condition aux bord : Si u une fonction de z € 2 C R", on a trois types de

contraintes :

(a) Condition de Dirichlet : Ou u est fixé sur le bord de
Q:u /0 = f

Ou f est une fonction donnée.

(b) Condition de Neumann : Ou la dérivée normale u est fixé

() ™7
01/ s

Ot g est une fonction donnée.

(c¢) Condition de Fourier ou Robin (ou mixte) :
c(x) + 6(x)g—z = h sur 0f2

Ou h est une fonction donnée.

Si f g et h sont toutes des fonctions nulles on dit que les conditions aux bord définies

ci-dessus sont homogéne.

1.2.3 Equation hyperbolique

L’équation hyperbolique est donné par :

Py _ a0
ot? ox?

qui satisfait les conditions de Cauchy
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0
y(0,t) = a1y + bl—y = fi(t) enx=0t>0
x

y(l,t) = asy + b28—y =fot) enz=10t>0
T
et les conditions aux limites initiales
y(z,0) = g1(x) at=0
0
8—12(95,0) = ga(2) At=0

Cette deuxiéme condition est nécessaire car on une dérivée seconde en t dans I’équation

d’onde.

1.3 Developpement de Taylor

Soit une fonction f(x) est dite définie et continue sur [a, b], ainsi que ses n premiéres
dérivées, si elle admet dans l'intervalle ]a, b[ une dérivée d’ordre n + 1, alors il existe une

valeur ¢ €|a, b[ pour laquelle

_ (b — a)2 " (b — a)n (n) (b — a)n+1 (n+1)
f() = f(a) + (b —a)fla) + 51 f(a)+---+Tf (Q)erf (c)
Cette égalité peut encore s’écrire avec h = b — a
Définition 1.3.1 La somme
N hk
> =)
k=0 )

s’appelle le polynome de Taylor de f & 'ordre n au point xg.

Par conversation, 0! = 1! = 1.
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1.4 Meéthodes numériques pour un probléme aux li-
mites

Il existes plusieurs méthodes numériques de résolutions de problémes que rencontres
Iingenieur, parmi ces méthodes, on a la méthode des différences finies, la méthode des
éléments finis et la méthode des volumes finies .

Dans cette chapitre on étudier la méthode des différences finies et la méthode des élélé-

ments finis.

1.4.1 Meéthode des différences finies

Méthode de D.F pour un probléme aux limites en dimension un

On considére le probléme unidimensionenel

—u"(x) + c(z)u(x) = f(z); Vz €]0,1] (1.4)

u(0) =u(1)=0 (1.5)

Ou c € C([0, 1], Ry). Les conditions aux limites sont dites de type Dirichlet homo-
gene.

On se donne une subdivisionde [0, 1], c’est & dire une suite de points (xx)r—o .. n+1 tels
que

r=0<2 <2< <ay<TNp1=1

On définie le "pas" du maillage par :

Le principe de la méthode des différences finies considére & I’équation aux dérivées partielles
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(1.4) aux point de discrétisation x; :

—u"(x;) + c(z)u(x;) = f(a;); Vi=1, ..., N

Puis a approcher opérateur différentielle (ici —u”) par un quotient différentielle, de ma-
niere a en déduire un séysteme d’équations en fonction d’inconnues discrétes sensées re-
présenter des approximations de u aux points de discrétisation.

Voici comment on procéde pour I’équation de Poisson unidimensionnelle. Effectuons d’abord

un développement de Taylor en x;, en supposant que u € C*([0,1]) :

2 3 4
i) = ulw) + h'(2:) + " (20) + u (@) + ﬂuw (&)
et
2 3 h4 @
] _ N . [ 7 S N o )
w(zi_1) = u(z;) — hu'(x;) + 5 U (x;) o (x;) + T (m;)
avec

& € [y, wiga] ety € [wi-1, x]

En additionnant, on obtient :

u(zir) +ulzi1) = 2u(w;) + h*u” (x;) + o(h?)

Il semble donc raisonnable d’approcher la dérivée seconde —u”(x;) par le "quotient diffé-

rentielle"
2u(xi) — u(wi—1) — w(®is1)
72

Définition 1.4.1 On appelle erreur de consistance au point x; la quantité R; tels que

2u(x;) — u(xiq) — u(xip) — o(h?)

Ri = U”(.ID + h2

L’approximation de u”(x;) par un quotient différentiel sugére de considérer les équations
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discrétes suivantes :

1 .
ﬁ(21‘i_mz‘—1_$i+1)+ci$i:fi7 i=1 ..., N
dont les inconnues discrétes sont les u;, @ = 1,..., N. Et on pose ug =0 et uny,1 = 0.

Le systéme complet d’équations s’écrit donc :

1
ﬁ(Qui_ui—l_ui—H)"i_ci«ri:fi, i=1, ..., N (1.6)

Uy = 0, UN+1 = 0 (17)

Condition de Dirichlet non homogénes

Supposons que les aux limites en 0 et en 1 soit maintenant de type Dirichlet non homogenes,
c-a-d :

uy =a, u(l) =10

avec a et b pas forcément nuls.
Dans ce cas les équations discretes du schéma aux différences finies (1.7) restent identiques,

mais les valeurs ug et uy; sont maintenant données par : ug = a, et uyy; = b.

Remarque 1.4.1 On peut écrire le produit scalaire de deux vecteurs u et v de RY avec

ces notations :

N
_E oot
u.v = UiV = UV =V U.
=1

Proposition 1.4.1 Soit ¢ = (cy, ..., cy) € RN tel que ¢; > 0 pouri =1, ..., N, alors

la matrice Ay, est symetrique définie positive, et donc inversible.

Proof. La matrice A, est évidemment symetrique. Montrons qu’elle est définie positive.
Soit u = (uq, ..., uy,), on pose uy = uyy; = 0. Calculons le produit scalaire Apu.u =

utAhu.

10
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Ona:
2—|—Clh2 -1 0 Uy

Apuw = —(ug ug ... uy)

—1

0 -1 2+CNh2 un

donc

N
1
Apuu = 7 Z wi(—wi_y + (2 + ¢;h®)u; — uigr).
i=1

Et comme on posé
up=0et uyy; =0

On peut écrire :

1 N N
Ahu.u = ﬁ Z 2 + Cth Z —2u; s Uq— 1
=1 =1

Alors :

N N
1
Apuu = g ciu? + e E (—2uju;— 1 +ui +ul ) +ui.
=1

i=1
On a donc finalement :
| N
Apuu = ZCZU + — Z(uZ —u_1)? > 0,Yu = (u1, ..., uy) € RV,

1=1

Si on pose Apu.u = 0, on a alors

Zij\ilcih2ufzoetui—ui_1:0, W:l, <y N+1

Onadoncu; =us=---=uy =uys1 =0.

Remarquons que ces égalités sont vérifiées méme si les ce sont nuls . Ceci démontre que la

11
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matrice A;, est bient définie. m

Théoréme 1.4.1 Si c(x) > 0 alors la matrice Ay, du systéme linéaire est & diagonale

dominante et le systéme admet une solution unique.

Théoréme 1.4.2 On suppose que la fonction c(x) > 0, si la solution ¢ du probléme aux
limites vérifie :

u € C4([0, 1]).
on a la majoration :
1 (4) 2
max | u; — u(zi) |=[| un — v flo< oz || 0t oo A%
96
le schéma est donc convergent d’ordre 2.

Quelques schémas en 1D

Ui | Ujp1 | Ujp2 | Uit3 | Uitdq
Azu, | =1 1
ArZd | 1| —2 | 1
Azu | =11 3 | =3 | 1
ArdP 1] 4] 6 | -4 1

TAB. 1.1 — Différences finies avant, ordre 1

Uj—g | Uj—3 | Uj—2 | Uj—1 | Uy

Azu; -1 |1
Az?ul! 1 | -2 |1
Azull -1 3 | =3 |1
AP 1 | 4] 6 | -4 1

TAB. 1.2 — Différences finies ariére, ordre 1

12
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Ui—2 | Ui—1 | Ui | Ujt1 | WUit2
2Azu; -1 1
Az?ul! 1 | —-2] 1

2Ax3u;” -1 2 0 —2 1

Artu® | 1 | -4 6 | -4

TAB. 1.3 — Différences finies centré, ordre 2

Ui—3 | Uj—2 | Uj—1 Uy Ui41 | Ui+2 | Uit3
12Azu; 1 -8 0 8 -1
12A$2u§' —1 16 | =30 | 16 -1
SASU" | -1 | -8 | 13| 0 | -13] 8 | -1
6Az Y | -1 [ 12 | =39] 56 | -39 12 | -1

TAB. 1.4 — Différences finies centré, ordre 4

Méthode de D.F pour un probléme aux limites en dimension deux

Soit © un ouvert de R2.

On considére maintenant le probléme suivant :

—Au = f dans Q.
u=20 sur 0f)

Considérons pour simplifier le probléme de Dirichlet homogéne suivant :

—Au(z,y) = f(z,y) pour (z,y) €]0,1[x]0,1]

u(z,y) =0 pour (z,y) € T

Ou f est une fonction donnée, continue sur €2, I' est le bord de €2 .
La méthode des différences finies consiste a recouvrir 2 par des petits rectangles élémen-

dans la direction

taires de taille h = ] dans la direction de ’abscisse = et k =

M+1
de l'axe y (maillage non uniforme).
On cherche pour chaque indice i € {0,..., N +1}, 7 € {0,..., M + 1} une approximation

notée u; ; de u(ih, jk).En approchant chacune des dérivées secondes par un schémat centré

a 3 points décrit ci-dessus, en posant

13
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Pu _u(, x+k)—2ul,, y)+ul, y—k)
82 12 )

cela donne le schémat suivant :

_Ui+17j—2ui7j+ui—1,j . Wi, 41 — 2Ui, j + Ui, j-1
h2 k?
ie{l, ..., N},je{1, ..., M},

- f/(Zh7 Jk)7

u;, j = 0 pour i € {0, N+ 1} ou pour j € {0, M + 1},
Ce schémat s’appelle usuellement "schémat & 5 points du laplacien". Il s’agit d’un
schémat centré, oil pour évaluer la valeur de u au point ¢ = (ih, jk), on utilise la valeur
en cing points centrés, autour du point ¢ : le point ¢\ lui méme et les quatres points

cardinaux suivants :

¢V = (ih, (j — 1K), ¢V = (ih, G+ Dk), ¢ = ((i = Dh, jk), ¢ = ((i + V)h, jk)

Matriciellement, le schémat s’écrit sous la forme (on note H = max(h, k))

CHUH = bH

Ot la matrice C'y a une structure "bloc".
Par exemple si on choisit de numéroter les inconnues de la maniére suivante u;_ 1, ..., u1, ar,
Ug, 1, ..., un, i i€ : En balayant le maillage ligne par ligne, la matrice Cy est formée de

M? blocs, chacun de taille N x M. Par ailleurs, elle a la structure creuse suivante

14
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A D o0 . . 0
D A D 0 . O
0 D A D
Cy =
0
D A D
o . . . D A

Ou A et D sont des matrice de taille N x M définie par

a —b 0 . .0 —-d 0 0 . . 0
b a —-b 0 . O 0O —d 0 0 . 0
A: ,D: )

0 0

—b a —b 0 —d 0

0 —-b a 0 0 —d

Ou on a posé
1 1

Comme en dimension 1, on montre que la matrice Cy est symetrique définie positive,

monotone et qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de H telle que :

I (Crm) " < C.

Ainsi la méthode est convergente d’ordre deux en h et k pour u € C*.

Plus précisement

| ug — 7 (u) < C(h* + k).

15
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1.4.2 Meéthode des éléments finis

La méthode des éléments finie est particulierement bien adaptée aux problémes d’équi-
libre. Elle permet de traiter des géometries complexes contraitement aux D.F mais elle

demande un grand cott de temps de calcul et de mémoire.

Exemple simple de dimension un

En prenant I’équation différentielle suivant :

La présentation trés succine faire sur cet exemple simple a pour but de donner les idées
de base.L’approche repose sur la méthode de Galerkin qui permet d’écrire le systéme
différentiel sous forme variationnelle dans un dimension finie.

Soit une fonction v(z) € C*([0, 1]), tels que v(0) = v(1) = 0. On peut écrire :

_ /0 (o) = /U ' F@)o(a)de

En intégrant par partie, il vient :

/0 o' (z)v'(x)dz :/0 f(x)v(z)de YoveV (1.8)

avec V = {v € C°([0, 1]); v(0) = v(1) = 0, v continue par morceax} un S-E -V de C*(]0,
1]).

Une solution de la forme variationnelle s’appelle solution faible du probléeme diffé-
rentiel de départ.

On cherche alors & écrire un probléme approché dans un S-E -V dimension finie.

Soit V un S-E -V de V de dim = N finie. Soient ¢, ¢o, ..., ¢n N fonctions linéairement

indépendantes de V. Ces fonctions constituent une base du S-E V. Ainsi, toute fonction

16
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@ de V peut se décomposer selon :

i(r) = Zua‘%‘(ﬂ?)

Résourdre le probleme diférentiel de départ revient alors a chercher une solution @ € V

telle que :
1 1 B
/ w(x)v' (z)dx :/ f@)o(x)de VYoeV
0 0
C’est-a-dire chercher N réels uy, us, ..., uy vérifiant :
N 1 1 _
S, / 8 (2)7 (2)dx = / f@)i(a)ds VeV
=1 70 0
Ou encore

N 1 1

S [ d@ii= [ f@a@is VoV
Soient A la matrice N x N d’é¢lément courant a;; et B le vecteur & N composantes b;
définies par :

s = [ S o b= [ @

Par définition, la matrice A est sumetrique. Notons U le vecteur des N inconnues uq, us,

.oy, UN.

Le probléme différentiel se raméne finalement & la résolution du systéme linéaire :

AU=B (1.9)

Il reste maintenant & choisir les NV fonctions ¢; de facon a ce que le systéme soit simple a

résou rdre numériqument.
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Chapitre 1. Généralités et Méthode de D.F

Choix des fonctions ¢; : les éléments finis

L’intervalle |0, 1] est discrétise en N points de coordonées z;. Les fonctions ¢;(x) sont

choisies comme fonctions polynomiales de degré 1 définies par :

Ti—Ti—1
(xr) = T—Tj41 : . X
i() Ti—wigr Ol T < < T
0 sinon

Ces fonctions sont appelées les éléments finis de degré 1. Avec ces éléments finies, la matrice
A est tridiagonale.Il est aussi possible de choisir pour éléments finis des fonctions de degré
2 ou plus.

Le calcul de la matrice A fait intrvenir les dérivées ¢} (z) simple a calculer :

1 .
e S Ti—1 <z <y
_ 1 .
¢i() o st mi<w <
0 sinon

Calculons maintenant les éléments de la matrice A, tridiagonale et symetrique.Les trois

termes des diagonales sont :

1 1

i — Ti—1 Tit1 — T4

1
wi= [ )i =

—1

Tit1 — T4

1
%m=l¢@@mmmz

-1
Ty — XTj—1

1
i1, = /0 O(z)d,_,(v)dr = ———

Et calculons les composantes du vecteur B par une méthode des trapézes (chaque intégrale

sur un segment élémentaire sera évaluée comme l'aire du trapéze correspondant), soit :
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Chapitre 1. Généralités et Méthode de D.F

b= [ H@s = HEETE < i< N

Le systéme linéaire & résourdre s’écrire donc, sous forme indicielle :

Ui — Ui—1 Uil — Ui—1  Til — 901‘—1f 1<i<N
- 29 >0

T — Ti1 Tiv1— T 2
Principe de la méthode des Eléments Finis

La méthode des Eléments finis 1D consiste donc 4 :
— Choisir N points entre et et choisir des fonctions ¢; ;
— Construire la matrice A;
— Déterminer le vecteur B (avec une méthode d’intégration);

— Résourdre le systéme linéaire ([1.9)) ot U désigne le vecteur des inconnues.

1.4.3 Avantages et inconvénients de les deux méthodes

Dans le tableau (1.5) nous comparons les avantages et les inconvénients entre la

méthodes des déférences finies et la méthode des éléments finis :

Avantages Inconvénients

1) Méthode simple.
2) Rapidité et performance
des algorithme.

3) Facilité de monter en ordre.
4) Grand nombre d’EDP

1) Forte régularité des solutions
nécessaires.

2) Peu de souplesse de maillage.
3) condition de type Neumann
difficiles a gérer.

Méthode de D.F

approchable.
1) Existance d’une solution
) faible. 1) Cont de calcul trés important.
Méthode des F.F 2) Maillage robuste 2) EDP non-linéaire mal gérées.
et souple.

TAB. 1.5 — Comparaison entre les méthodes : D.F et E.F
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Chapitre 2

Meéthode de D.F pour un probléme

hyperbolique

2.1 Reésolution des problémes hyperboliques

2.1.1 Formulation et le maillage

Le probleme hyperbolique est donné par 1’équation hyperbolique

Pu 0%

o~ a2

qui satisfait les conditions de Cauchy

u(0, t) :a1u+blg—u:f1(t) enz=0,t>0
T

u(L, t) :agu—l—bg% = fo(t) enx=L,t>0
x

et les conditions aux limites initiales

u(z, 0) = ga() at=0
0
(. 0) = ga(a) at=0

20



Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

Cette deuxiéme condition est nécessaire car on a une dérivée seconde en ¢t dans I’équation
d’onde.
le maillage

Le domaine €2, ; est discritisé selon les relations connues

T
et At = ——

A —
T M1 N+1

Ou T est la durée totale du phénomene étudié.

2.1.2 La méthode explicite
Formulation de la méthode explicite

Utilisant un schéma des différence finies centrées ’équation d’onde s’écrit :

A R -1 oy gl

2l =
Ax? At
Soit
ul T =Pl 4+ 2(1 = ]+l -l (2.1)

Ou

At

r=c—

Az

L’équation est ’équation explicite de résolution du probléme hyperbolique.

La méthode consiste a déterminer a chaque étape de temps I’'inconnue uf H, les 1 uffl, uf ,
u! 4 et u/~" dans le seconde membre de I’équation sont connues.

Il existe cependant difficulté pour appliquer I’équation explicite & ¢ = 0 c’est a dire en,

j = 1. L’équation ([2.1)) s’écrit pour j =1(i =2, m —1) :
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

u? =r*ul_y +2(1 = r*)u; 4+ rPul g —uf (2.2)

le terme u{ n’est pas connu. On utilise la condition initiale Erin g2(z) pour le déterminer.

Utilisant une approximation de différences centrée de la dérivée premiere, on a :

D’ou

Ui, 0 = Ui, 2 — 292(x;) At

En utilisant cette valeur dans 1’équation explicite & j =1

uf = S (rPul g+ 200 =)l +rul,) + gl At (2.3)

)

Analyse de la convergence

On montre que la solution obtenue par la méthode explicite converge si la condition sui-

vante est réalisée

B At<1
=S

Dans le cas particulier ou r = 1, ’équation explicite (2.1]) s’écrit :

j+1
U

o J J j—1 .
= Uiy T Uy — U, a1

De méme ’équation (2.3) devient pour r =1 :

7

1
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

2.1.3 La méthode implicite
Formulation de la méthode implicite

La méthode implicite consiste & valeur la moyenne des dérivées en x (interpolation
linéaire de la fonction dérivée seconde aux points (i, j + —1) et (¢, j + 1) de I'équation

hyperbolique :

2 Jj+1 Jj+1 J+1 Jj—1 Jj—1 Jj—1 Jj—1 J Jj+1
(s = 2up Uy 4 Wiy — 2w Uiy ) ou = 2u
2 Ax? Az? At?

At
Substituant » = ¢c——,on obtient I’équation implicite et sa forme moléculaire :

Azx

r2uff11 —2(1+ r2)uj+1 + T%{Ll = 4o — r2u]:11 +2(1+ 7’2)Ug’71 — r2u§:11 (2.4)

7 i i

Calcule implicite a t=0

Au temps t = 0 correspondant & j = 1, il apparait dans le second membre de 1’équation

0
(2.4) le terme u}

rui = 2(1+ r)ud 4+ rPul = —du) — rPud g+ 2(1 4 r?)u) — rPug . (2.5)
Le terme ) est déterminé en utilisant la condition initiale

ou
BN = g2(x)

On aura en utilisant le schéma de différences finies centrées entre les niveaux j = 0 et

J = 2 la dérivée premieére.

uj = i — ga(wi) At
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

En substituant u? dans I’équation ([2.5]), on obtient :

2 2 N2, 22
reu; o — 2(1 +r)uy + rouf

= —du; — r*[ui—12 — 2g2(2i1) A + 2(1 + r*)[uf — go(@) At] — r?[ul,; — ga(Tiy1) AL

i —

Soit

r2u? | — 41+ rHud + 2r7u? 2.6
1—1 7 +1

= —du} + 2ga(z;i1) At — 4(1 + 7%)ga(2:) At + 2r°ga(z441) At (2.7)
L’équation ([2.6) est la forme implicite de I’équation hyperbolique & ¢ = 0.

Convergence

La solution obtenue par la méthode implicite converge en tout temps quelque soit r.

2.2 Application

On va donner la résolution de ’équation de transport et ’équation des ondes par

(différences finies, schéma explicite, schéma implicite,. . .).

2.2.1 L’équation de transport

On considére le probléme hyperbolique de I’équation de transport

%—Fc@ =
ot or
u(0, t) =u(l, t)=0 t€]0, T|

0 z €]0, 1[, ¢ €]0, T

u(z, 0) = up(z) x €0, 1]

ou la vitesse de transport ¢ € R et la condition initiale ug = R — R sont données .
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

On se donne un ensemble des points ¢;, j =0, 1, ..., M +1de 0, T[ et z; =0, 1, ...,
N +1de]0, 1].
O ide tant h t k T

n considére un pas constant h = et k = .

P N+1 M+1

On pose t; = jAt pour j =0,1, ..., M +1etx; =ihpouri=0,1,..., N+1
On cherche a calculer les solutions approchées de u(z;,t;), i =0, 1, ..., Net j =0, 1,
..., M. Les inconnues discrétes sont notés uf, 1=0,1,..., Net j=0,1, ..., M avec

A 0 _
up = uyq = 0 et vy = uo(z;).

Schémas explicites
Nous allons établir différents explicites.

On approche la dérivée en temps.

ou u(wy, tjy1) —ulws, t))
E(mia tj) =~ At

+ o(At)

At
En posant r = c—, pour la dérivée en espace on a plusieurs cas :

h

Schémas explicite décentré amont On prend I'approximation

ou L@, ty) —u(miog, ty)
o (@i, 1) - +o(h).

Ce qui conduit au schéma suivant

Wil = Wi g | Yij = Ui-li _

At h

Nous aurons

Usg, j4+1 — Ui, 5 + T(Ui’ j — Wi—1, j) =0. (28)

Schéma explicite décentré aval On pose
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

Alors le schéma, s’écrit

L+ 0.
Al T
Nous obtenons
Ui7 j+1 — U@ j + T(UH_L j— ui, j) = 0. (29)
Schéma explicite centré On pose
ou w(ziy1, t;) —u(xi_q, t;)
— (w4, t;) = —— T2 2 4 o(h?).
e 1) = o(12)
On obtient alors le schéma suivant
Wi, j+1 — Ui, j Wit1,j — Ui-1,
=0.
N
Nous obtenons
r
Ui’ j+1 — ui, j -+ i(ui_;_l’ j— ui—l, j) = 0 (210)

Remarque 2.2.1 Dans le schéma explicite on a :

1. Le schéma (2.8) est L™ stable si ¢ > 0et r <1, L instable si c < 0.
2. Le schéma (2.9)) est L™ stable sic<0et | r|<1, L* instable sic > 0.

3. Le schéma ([2.10) est toujours L™ instable.
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

Schémas implicites
Nous pouvons établir différents schémas implicites, en approchant toujours la dérivée en
temps comme suit

ou 'LL(I‘,L', tj) — U(SEi, tjfl)

a7 @i t) = Al

+ o(At)
At .y ,
En posant r = ¢—= pour la dérivée en espace a plusieurs cas :

Schéma implicite décentré amount On pose

ou _u(wi, ) —u(wio1, t)
at (CE” t]) - h

+o(h)

Ce qui conduit au schéma suivant

+ c— =0.
At h
Nous aurons
Uy, j— Uy, j—1 + T(UZ‘, i Ui—1, j) =0. (211)
Schéma implicite décentré aval
Ju w(wi, t;) —ulz;, tj)
a (xu ]) ’ h ’ +O(h)
Ce qui conduit au schéma suivant
Ui, j — Wi, j—1 Wit1,5 — Ui, j
+c =0.
At h

Nous obtenons
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

Us, 5 — U, j—1 + r(uiﬂ, j — U, j) = 0. (212)
Schéma implicite centré On pose
ou w(Tig1, t;) —u(xi—q, t;)
—(x, tj) = —— T I 4 o(RP).
o ) = of1?)
Nous obtenons le schéma suivant
Ui, 5 — W4, j—1 Uit1, 5 — Ui—1, 5
=0.
AL T o
Nous aurons
r
(2.13)

Wi, j = Ui, j=1 5 (Uit j = Ui, ) = 0.

Remarque 2.2.2 Dans le schéma implicites on a :

1. Le schéma (2.11)) est L™ stable si ¢ > 0 et L instable si ¢ < 0.

2. Le schéma (2.12) est L> stable si ¢ < 0 et L™ instable si ¢ > 0.

3. Le schéma (2.13) est L> stable si r < 1.

2.2.2 L’équation des ondes

On propose de trouver u solution de

t €]0, T'| (conditions aux limites)
z €]0, 1[ (condition initiale)

x €]0, 1 (condition initiale)

ot
Pour discritiser ce probléme par une méthode de différences finies, en établissant un

maillage de pas
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

1
h:N—H, N:entieer,

Pour la variable = et de pas At pour la variable t.
Les pas h et At sont destinés & tendre vers .

Notons «] une approximation de la solution au point.

(ih, jAL).

Les considérons du chapitre 1 nous conduisent a approcher

Pu, .
~ g2 th, JAY)

par :

J J J
—U;_q +2u; — Uy
2
et

ou

.
8t(zh,1 t)

et par :

uj+1 . j
ZA—tZ (schéma 1)
ou

. ‘
ufr—j

A—ti (schéma 2)

Le probleme discret associé au schéma 1 s’écrit : trouver des nombres

UZ,],OSZSN‘FL]ZO

solution de

29



Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

wlt! ZZQJFUJ ! . (—%_1 +;ﬂ —U§_1) = flz t;), 1<i<N1I<j<M
u? = uo(x;), 1<i<N
ul = up(ih) + Atuy (ih), l<i<N

[ 6=t =0, 0<j<M+1

Difinissons les vecteurs :

w = (uf)f\il eRY

fj = f(ihaj At)fil € RY

Le probléme discret s’écrit sous la forme matricielle : trouver des vecteurs w/, j > 0

vérifiant :

J+1 Jj—1

2u + u;
At?

u’, u, donné

+ AW =1, j>1

ou la matrice A d’ordre N est donné par I’expression :

[ 2 1 0 0 |
~1
A=% 0 0
-1
|0 -1 2

Schéma explicite

Soit, encore, sous forme vectorielle
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Chapitre 2.Méthode de D.F pour un probleme hyperbolique

j+1 —1

2u + u .
A + AW = f1, j>1
u®ul, donné
c’est le schéma explicite
Schéma implicite
Soit, sous forme suivant :
(T — 2w 4l 4 ,
AL2 + AT = 1§ >1
u®, ut, donné

(I + AAPAIH = AL + 207 — ™" j>1

uut, donné

\

Notation 2.2.1 Dont la progression requiert la résolution d’une suite de systéme linéaire

de méme matrice

(I + At*A)

tridiagonale symetrique définie positive.
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Conclusion

En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique courante
de recherche des solutions approchées d’équations aux dérivées partielles qui consiste a
résoudre un systéme de relations (schéma numeérique) liant les valeurs des fonctions incon-
nues en certains points suffisamment proches les autres.

Pour résoudre les équations de transport et des ondes par la méthode des différences
finies, ceci a l’aide d’un schéma numérique consistant, la stabilité du schéma est une

condition nécessaire et suffisante pour assurer sa convergence.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous.

EDO Equation Différentielle Ordinaire.
EDP Equation aux Dérivées Partielles.
D.F Différences Finies.

EF Eléments Fini

S.E.V  Sous Espace Vectoriel

IRl Norme usuelle

dim Dimension

0 Dérivées partielles

0N Frontiére du domaine €2
A Différence
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Résumeé

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude complete sur les
équations aux dérivées partielles et nous concentrons sur les méthodes
numériques pour résoudre les problémes d’EDP (la méthode des différences
finies et la méthode des éléments finis).

Nous avons appliqué la méthode des différences finies sur les problemes
hyperboliques (équation de transport et 1’équation des ondes).

Mots-clés : méthodes numériques, méthode des différences finies, méthode
des eléments finis, probleme hyperbolique.
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Abstract

In this work, we are interested in the complete study on the partial
differential equations and we focus on the numerical methods of solving the
problems of the PDE (finite difference method and finite element method).

Key words : numerical methods, finite difference method, finite element
method, hyperbolic problem.
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