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INTRODUCTION GENERALE

Le phénomene de la convection naturelle damsmilieu sphérique a suscité l'intérét
d'innombrables chercheurs vu les applications die®r des méthodes mathématiques

approfondies notamment la méthode spectrale airesd@utres méthodes numeériques.

Les recherches approfondies ont abouti a de rerablegi résultats dans de nombreux

domaines tels que la géophysique.

La convection mantellique est un domaine de retigedont les travaux laborieux de

certains chercheurs ne cessent de nous éblouir.

Les recherches théoriques sont la pour élucidemiesteres des mouvements dans notre
manteau terrestre et surtout les mouvements dgagsaectoniques, de subduction, des séismes,

C’est un domaine fertile !

Ce mémoire n'est qu'une infime introduction a kotie de la convection naturelle dans
un fluide confiné dans une sphére. A tout Seignéaurf honneur! C'est grace aux travaux
glorieux de I'éminent savant Chandrasekhar (prixo&lol961) que des études analytiques,
expérimentales et numeériques ont abouti a la détation de I'écoulement dans une géométrie

sphérique.

Dans ce présent travail, on introduit dans le peerdhapitre un apercu sur la convection
mantellique et quelques notions simples de geopbgsiUne revue bibliographique sur les
travaux déja publiés sur la stabilité de la coneachaturelle en géophysique, et notamment une
recherche bibliographique sur le modele de la coinwe dans un laboratoire, dans un milieu

sphérique sont présentées par la suite.

On aborde dans le deuxiéme chapitre des notiormafoantales d’hydrodynamique, et de

transfert de chaleur qui sont importantes dansiapression de notre étude théorique.

Une étude analytique est consacrée dans le trasiehapitre a la théorie des
perturbations infinitésimales, appliqué pour le gled de la convection naturelle et
particulierement dans le manteau terrestre. Paaoak/se du probleme de la stabilité linéaire de
la convection naturelle dans un fluide confiné dans sphere, on établit le principe d’échange

de stabilité. On démontre il Ya instabilité theromeq



Dans le quatrieme chapitre, on procéde au calaldieurs critiques de Rayleigh par la
résolution du probléme aux valeurs propres danssphére. Le but principal est de déterminer
ces valeurs critiques ou se manifeste l'instabiligrmique. On rappelle que notre systéme est
soumis a un champ gravitationnel radial comme darghénomene de la convection dans le
manteau terrestre. Il est intéressé de mettre idlergse I'influence des conditions aux limites sur

les valeurs critiques de Rayleigh.
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CHAPITRE |: CONCEPTS DE BASE ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

INTRODUCTION :
Dans le but de situer notre travail, nous présenttens ce chapitre des concepts sur la

physique de la convection lkeis travaux antérieurs en relation avec notre thé&gtede.

1.1 CONCEPTSDE BASE:

I.1.1 La physique de la convection :

Dans un corps opaque supposé non déformable, lauchge transmet par conduction. Les
atomes des zones chaudes vibrent plus que les satde®e zones froides. Ces vibrations se
transmettent de proche en proche des parties chaede les froides ; il n'y a pas de mouvement
macroscopique de matiére. C'est ce qui se passel quapose une brique froide sur une plague
chauffante. Mais que se passe-t-il dans un corfisrdéble, I'eau d'une casserole par exemple ?
Un corps se dilate quand sa température augmesterafisse volumique devient plus faible. Si
un corps est refroidi par le bas et chauffé péwalat (casserole d'eau chaude posée sur un tapis de
glace), les zones denses seront en bas, les rgggondenses en haut. C'est une situation stable,
qui n'engendrera aucun mouvement. Si par conterps est chauffé par le bas et refroidi par le
haut (casserole d'eau froide posée sur un plaguéfante), les zones denses seront en haut, et
les Iégeres en bas. Alors la matiére froide du hatd tendance a descendre et la matiére chaude
et un peu moins dense du bas aura tendance a moetstrla convection thermique [1].

Dans un systéme refroidi par le haut et chauffdedas, il peut donc y avoir convection (la
casserole d'eau froide posée sur une plaque chgjffaou simplement conduction (la brique
froide posée sur le feu). Quels paramétres comnmanotemode de transfert de la chaleur plutot
gu'un autre ? Ce probleme a éte formalisé par Rargleigh en 1916. Le moteur de la convection
thermique est la poussée d'Archiméde, due a lgrdiite de masse volumigde entre deux
zones d'un méme systeme. Aed'un systeme dépend de I'écart de tempérafliet du
coefficient de dilatation thermique La poussée d'Archiméde dépend de l'accélératiotad
pesanteug et dedp ; elle dépend en fait du produil.a.g. Deux parametres physiques
vont s'opposer a la convection thermique: la \&&éo cinématique qui s'oppose aux
mouvements, et la diffusivité thermiguejui limite les écarts de température. Plus unsesi

visqueux, moins il se déformera. Et plus un corpsa diffusivité thermique élevée, moins il
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pourra s'établir de gradients de température etakse volumique importante car la diffusion de
chaleur par conduction limitera les écarts de temtpge. On peut aussi montrer que la
hauteuth d'un systéme favorise la convection : plus unésgst est mince, mieux la chaleur
s'évacue par conduction ; plus il est épais, masiouvements de convection « ont de la place »
pour s'établir. Rayleigh a montré que la « conb#ité » d'un systeme dépend de ces 6
facteurs u, AT, g, h, k etv. Il a montré qu'elle dépendait du rappBtt = a.AT.g.h3/k.v. Ce
rapport est appelé depuismbre de Rayleigh(Ra). Si ce nombre de Rayleigh est inférieur a
une valeur critique voisine de 30l n'y a pas de convection thermique mais seuttrde la
conduction ; si ce nombre est supérieur a ceteuvalitique, il y a convection [1].
[.1.2 La convection naturelle dans le manteau terisre :

Méme a l'échelle planétaire la convection naturedlst fort présente dans plusieurs

phénoménes comme par exemple les cellules de Hgdlagprésentent I'effet de la convection

naturelle dans I'atmosphére représenté sur ladig2ir.

pole Nora

( \ cellule
— AV de Hfadley

P /

cellule
de Ferrel

e
\ //'* , .‘ \M Lf\-\j

\ cellule
— pole Sud polaire

Figure (1.4): La circulation atmosphérique.
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La convection du manteau est un phénoméne physigjuse produit a I'intérieur de la terre.
Il peut avoir lieu également sur d'autres planéteame le soleil. La convection mantellique est
une composante essentielle de la théorie de lanigete des plaques responsable des éruptions

des volcans.

Les plaques tectoniques ont la capacité de sea@ptar la lithosphére terrestre est plus
forte que I'asthénosphere sur laquelle elle sevéroet la densité du manteau change en raison des
courants convectifs. C'est un élément essentiels danthéorie des plaques tectoniques
responsables des éruptions volcaniques, ainsi gueadivement des océans et des fonds marins,

ainsi que des marees et marées.

Géologiquement, les couches externes de la Tem¢ divisées en lithosphére et
moriosphere, selon les changements de propriétéanigties et le mode de transfert de chaleur.
Mécaniquement, la lithosphere est plus froide as @olide, tandis que I'asthénospheére est plus
chaude et plus facile a déplacer. En termes desfednde chaleur, la lithosphére perd de la
chaleur par conduction thermique, tandis que Kasibphére transfére de la chaleur par des
courants de convection a un gradient thermiqueuappes constant. Cette division différe de la

stratigraphie chimique qui divise la Terre en maatet en crodte.

Le principe de base de la théorie de la tectondpseplagues est que la lithosphére est
divisée en plaques tectoniques séparées et degtjnati-dessus de I'asthénosphére, qui apparait
comme si elle était liquide (une couche solide scalasticité). Le mouvement annuel de la
plague varie de 10 a 40 mm/an (comme dans la @orsébio-atlantique, qui se déplace a la
vitesse de croissance des ongles), a environ 16@&mfoomme dans la plague de Nazca, qui se

déplace a la vitesse de croissance des cheveus$ance.

Les scientifiques pensent que les courants de ctiomerotationnelle sont a l'origine des
forces dont dépend la théorie de la tectoniquepthgues, ce qui expligue le mouvement et la
croissance des continents et la formation des rgoetaet des bassins de sédimentation. Les
plagues océaniques, qui sont relativement exengaesivité tectonique, car elles sont situées
au-dessus de points chauds dans les régions sugsrigu noyau terrestre, et la chaleur montante
travaille a partir de ce point et ainsi la matiérefusion se précipite a la surface formant des ile

volcaniques telles que les iles hawaiennes, situéeslieu de I'océan Pacifique.
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[.1.3 Mise en évidence d'une source de chaleur arhe:

Dans les mines de charbon, on constate que la tatop® augmente d'environ 1°c lorsque
I'on descend de 30 m, soit environ 30°C pour urseatge de 1 Km dans la crolte continentale.
Cela défini le gradient géothermique.

La valeur de ce gradient géothermique est varigblen les régions, mais atteste de la perte
de chaleur par le globe [3].

[.1.4 Origine de chaleur interne:
Plusieurs sources de chaleur sont a l'origine2dergie interne du globe.
[.1.4.1 La chaleur initiale ou la chaleur d’accréion:

Cette source de chaleur est liée a la constitutibme de notre planete, il y a 4,5 milliards.
Pendant les premieres dizaines ou centaines demsilt'années, la terre est bombardée par des
astéroides colossaux dont la taille peut atteiddres certains cas, une fraction de celle de Ia lune
si ce n'est la taille de la lune. La chaleur dégapér les impacts est phénoménale et peut
entrainer la fusion des matériaux.

Au fur et & mesure que la terre grossit, cetteethrah’a plus la possibilité d'étre évacuée et
s'‘accumule.

[.1.4 2 La désintégration des isotopes radioactifs

L'essentiel de la chaleur interne est lié a lagés d'éléments radioactifs dans les matériaux
constitutifs de la terre. Ces matériaux présentsldéormation du globe se désintegrent par
radioactivité, mécanisme s'accompagnant d'uneslilér importante de chaleur.

L'étude de la composition chimique du globe permeiccéder aux types d'éléments
radioactifs présents ainsi qu'a leur localisatlass isotopes participant le plus au dégagement de
chaleur sont l'uranium 288238), le thorium 32(Th3?)et le potassium 4&*°).

Chaque isotope se désintégre a son propre rythnaetéeasé par sa période ou dera,
définie comme le temps nécessaire a la dispardmia moitié des éléments radioactifs. Ces
éléments se sont essentiellement répartis dansdeshes superficielles du globe, crolte
continentale notamment et manteau. De par son \@llenmanteau constitue la plus grande
source d'éléments radioactifs, bien que leur cdraton y soit inférieure a celle de la croGte [3].

[.1.4 .3 Autres sources de chaleur:

Dans les autres sources de qui libére de I'énarigims :

10
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- Les mouvements différentiels:les enveloppes sous l'effet de la rotation de la
Terre et de l'attraction lunaire entre en mouvesbbérant ainsi de la chaleur (les retards
engendrés par les mouvements des différentes colehanes par rapport aux autres)

- Les impacts de météoritegplusieurs milliers de tonnes par an provoquent un
échauffement de la partie superficielle du globe).

- Les processus tectoniques et les séismemngendrés par I'énergie interne,

participent au réchauffement de la partie supeiffeeidu globe.

Chambre magmatique

Volcanisme de
Panache convectif ) dorsale océaniiiihs

Cellules de convection
Zone de subduction

Figure (1.5): La convection du manteau de la terre.

11
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Continent

Figure (1.6): Expérience analogique de convection avec contifpadque de plastique entre
les marques blanches) a Rayleigh+@%
Le globe terrestre est caractérisé par :
» Une production de chaleur au centre
» Un gradient géothermique qui se traduit en sprofondeur par un gradient de
densité inverse (d=3,30 en moyenne dans le marid@sphérique d= 3,25 pour la
manteau asthénosphérique)
e La montée de matériel chaud, profond aux dorsaléaroques
» L'enfoncement de matériel froid, superficiel augdes océaniques
* Une translation de matiere entre les dorsalesdbkses
» Une lithosphére océanique de plus en plus épaessdatsales aux fosses.
Le globe terrestre est identigue au modele physiguest animé de mouvements de
convections.
Une étude de tomographie sismique confirme l'extstede tels mécanismes a l'intérieur du

manteau :

M p

};:s\‘y,/;,,a

-

12
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Model S.F1.K/WM13 '):’r‘;‘rﬂ'\ = 600 km

Figure (1.7): les zones chaudes par rapport au profondeur

La tomographie sismique verticale permet démettrévidence :
- Des zones ou la vitesse des ondes est inféridarei@sse du modele. Ce sont des
zones chaudes, ou la matiére ascensionnelle.
- Des zones ou la vitesse des ondes est plus ragideymport au modeéle. Ce sont

des zones froides de descente de matiere.

Les modeles de simulations numériques viennenirocoef ces mouvements de matieres.

Mantle Convection Simulation by Mantle Convection Simulation by

Walter Kiefer (LPI) and Louise Kellogg (Univ. California) Walter Kiefer (LPI) and Louise Kellogg (Univ. California)

Non-dimensional Temperature

13
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Mantle Convection Simulation by Mantle Convection Simulation by

Walter Kiefer (LPI) and Louise Kellogg (Univ. California) Walter Kiefer (LPI) and Louise Kellogg (Univ. California)

2 YA

Non-dimensional Temperature Non-dimensional Temperature

Figure (1.8): Les modéles de simulations numériques

Des incertitudes demeurent en ce qui concernendardigue de ces cellules a l'intérieur du
manteau.

Les modeles récents de tomographie sismiques mtefprésentent une convection a deux
étages, l'une située dans l'asthénosphére, I'daime le manteau inférieur, avec de maniere
intermittente, le franchissement de cette frontiére
Les conséquences de cette activité interne se esamift en surface par :

- La fabrication de lithosphére au niveau des renentde matiére dans les zones

d’accrétion océanique.

- La disparition de plaques lithosphériques coupsteszones de descente de matiere

- Le couplage entre le mouvement des plaques etdesements du manteau sous-jacent.

Le déplacement des plaques lithosphérigues en csuriest une manifestation des
déplacements de matieres dans le manteau. Les enedes déplacements absolus des plaques
montrent que les vitesses maximales sont attgnatekes plagues ayant une zone de subduction.

La traction exercée par ce matériel froid, plusseéerserait la force motrice principale des

cellules de convection [3].

1.2 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE
1.2.1 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE DE LA CONVECTION
NATURELLE EN MILIEU SPHERIQUE DANS UN
LABORATOIRE:

14
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Des études expérimentales et numériques ont déterles modéles d’écoulement et les
caractéristiques du transfert de chaleur, pouralgsorts donnés de rayons, de nombre de Prandtl
et de RayleighBishop et al.[4] ont réalisé une expérimentation premiere dedavection
naturelle dans un fluide confiné entre deux sphéoesentriques isothermes Ils ont rapporté des
écoulements permanents d’air ayant des structueislaires sous forme de croissant ou
d’haricot.

En poursuivant cette recherche expérimentatsglan et al.[5] Ont étudié I'influence du

nombre Pr (Pr variant de 4.7 a 4148),/de(Différence de température entre les deux spheres
de I'épaisseur de l'espace Sphériéu@ :—0 rapport des rayons exterieur et interieur),

allant de 1.09 a 2.81. Les auteurs se sont prééscsgulement des caractéristiques du transfert
de chaleur. Pour plus d’information sur I'écouletp&talan et al.[6] completent les premieres

études expérimentales, en essayant de visualeoufement laminaire de I'eau et l'air. Le
rappor(%)allant de 1.09 a 2.17, les structures de I'écoutgnsent photographiées pour les

valeurs de Rayleigh variant de 1.£18 10.Les divers types de figures d'écoulement

stationnaires, formes de croissant ou d’haricotyrplair et pour%= 1.78, I'écoulement

permanent reste non perturbé jusqu'a une valetiquei de Grashof égale a 2.46.16u
I’écoulement devient instable et transitoire.

Des efforts considérables ont été fournis pour @gm@r numériquement le probleme de la
convection naturelle dans une géométrie sphéripes. modéles numeériques ont été élaborés
dans ce but.

Caltagirone et al. [7] ont simulé par la méthode des differencesefinie probléme de la
convection naturelle dans un fluide confiné eneexdspheres isothermea one différence de
températuré\T est maintenue. Le fluide répond au modéle de §inasq et est soumis a la force
gravitationnelle verticale. Les auteurs présentiemts résultats en termes de fonction de courant
et distribution de température pour des valeurRdevariant de 100 a 40Pour une épaisseur
donnée de l'espace, ils trouvent deux structurésadilement différentes pour une épaisseur
donnée de parametres, une structure unicellulaitme autre multicellulaire pour I'a{Pr=7),

To

2 = 2, etRa=5.10. Les auteurs pensent que cette diversité des@ugst due a I'nypothése de

i

I'écoulement axisymeétrique qui parait restrictive.

15
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J.L. Wright et al. [8] ont traité par la méthode des perturbationgprebléme de la convection
naturelle dans une cavité sphérique relativemenitét la surface extérieure étant la plus chalide.
To—

. . ) T . s
établissent l'influence apparente des nombrefdeGr, ——et la présence d'une source de chaleur

T
volumeétrique interne, sur la distribution de tengpére et I'écoulement. La variation Be (0.01; 0.1, ...)
influe sur l'allure des isothermes. Les courburefiquent une favorisation de la convection. PouPun
etr"r—_i” donnés, I'augmentation dRa se traduit par la multiplicité cellulaire. Pour-r&p:ﬂrelativement
petit, la convection est faible, tandis que la atioh de la source de chaleur affecte seulement les
isothermes ou des courbures prononcées sont obsehgstructure cellulaire n'est pas influencée.

David. R. Gardner et al.[9] Ont étudié la stabilité linéaire de la conveatnaturelle dans un fluide
admettant un écoulement de base axisymétrique pemhalont ils déterminent les caractéristiques. Le
probléme de bifurcation initial qui correspond & uransition d'un régime stable (Grashof faible)yra
autre instable (au Grashof critique), est résolwcensidérant le probleme linéarisé des équatioss de
perturbations. Les solutions sont approchées @del’de la méthode spectrale. Elles sont étroiteliéss a
I'épaisseur de I'espace et du nomBreallant de 0 a 0.7, les auteurs calculent les valetitiqgues déra,
la partie imaginaire du complexe le nombre d’onde m et le nombre de Nusselt Nutrbbuvent que
pouild < Pr < 0.31, la bifurcation estaxisymétrique et dépend pégodment du temps. Elle est
stationnaire et tridimensionnelle pawr > 0.31.

Douglass et al[10] ont présenté une analyse de I'effet du nona&Br, allant de 1 a 100,
sur la stabilité des perturbations axisymétriqiresir unPr donné, la valeur de Ra critique croit
guand les sphéres sont rapprochées. Il y a uneidgance du Ra critique pour les valeurs
élevées d@r (la diffusivité thermique diminue).

Garg et al. [11] Présentent des résultats d’écoulement etedgérature pour un rapport

%égale a 2, pour des valeurs de Pr égales a 0.02l(lggiide), 0.7 (air), 6 (eau) en variant le

nombre deRa(Ra= 9.16, 2.10).

La discrétisation du modele mathématique est faaredifférences finies en bidimensionnel
en utilisant la formulation de fonction de courantde vorticité. Deux structures d’écoulement
sont possibles, le modele passe de la forme dessant a la forme d’un haricot (ou rien) quant
Ra augmente. Les auteurs précisent la formatiorcelleles secondaires en bas de I'espace
annulaire (dans la région stagnée).

Hsin Sen Chu et al.[12] ont résolu numériquement le probleme de ttams et

axisymétrique de la convection laminaire dans I&infiné entre deux sphere concentriques, la
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BN

sphére intérieure étant la plus chaude. En formuemmodele mathématique a l'aide de la
vorticité et fonction de courant, les équationsbgles sont discrétisées grace aux différences
finies et sont résolues par la technique des daxagons successives de Gauss (S.O.R). Les
résultats de calcul sont donnés pour des rappentaybns égales a 1.2, 1.5, et 2. L’écoulement et
les caractéristiques du transfert thermique sotetrgénés graphiquement pour des valeurRde

de 16, 1@, et 5.16, la solution initiale correspond au régime de emmidn pure. Les courbures
d’isothermes et le déplacement des vortex versalat lde I'enceinte illustrent d’une fagon
remarquable la dominance du régime convectif.

.2.2 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LA CONVECTION NATURELLE E N

GEOPHYSIQUE ET ASTROPHYSIQUE :

Le phénomene de la convection naturelle en miliphégque a stimulé largement la
recherche dans les sciences géophysiques et agtippés. La motivation principale de la
recherche dans cet horizon réside particuliererdans le processus de la convection dans le
manteau terrestre et dans d'autres planetes, wlledlars et Vénus[13]. La tectonique des
roches, le visage changeant de la terre, les étgsmiques, et aussi la génération du champ
magnétique ont poussé a fond les recherches dalosrlaine fertile de la convection liminaire en
cavité sphérique. Dans la littérature, des modalathématiques ont été élaborés pour approcher
la convection dans un fluide soumis a un potergralitationnel radial (cas de la convection
mantellique)

S. Chandrasekhar [14] établit les bases de la théorie linéaire gesturbations du
phénomeéne de la convection naturelle dans un flsjdeeriqgue et dans un fluide confiné entre
deux sphéres concentriques, soumis a un champarannel radial. La chaleur est générée par

une source volumétrique uniforme. Il démontre dustabilité thermique a lieu pour une valeur

critique de Rayleigh qu’il calcule poén = :—‘:) donné. Il établit aussi I'influence de la géométrie
et des conditions aux limites de surfaces rigiddibees sur les valeurs critiques Ba

Busse et al.[15], par une étude analytique, analysant desugEtions infinitésimales a
I'aide de la méthode spectrale, donnent les salatau probleme linéaires correspondant a I'état
perturbé. En tenant compte des effets non linéajresont été négligés dans la théorie de
Chandrasekhar [14], et ceci dans le but de lever la dégénéres;eBgsse dérive une condition
de stabilité. Des solutions stationnaires indépetatasont calculées pour les valeurs paires du

nombre d’'ondél (degré de I'harmonique sphérique). Dans la deuxiparge,Busse et al[16]
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déterminent les modeles d’écoulement du probleméaiie de la convection naturelle en se
basant sur les solutions correspondant aux valeyraires dd (1,2,3). lls discutent la stabilité
des solutions en résolvant le probleme aux valptopress (amplitude des perturbations). Le
mode correspondant [&3, est étudié en détail. Il lui correspond trois ®led d’écoulement
parmi lesquels un écoulement axisymétrique maisilites et un autre tridimensionnel a symétrie
tétra hydriqgue. Par l'analyse de stabilité, ce merg’avere stable. Il est a noter que la seule
restriction remarquable dans cette étude est guésit faite pour les valeurs Ba proche deRa
critique.

En géophysique, le modele de convection naturedlesdun fluide aPr infini (fluide
extrémement visqueux) a été intensivement étudiéeftet, Zebib et al. [17-20] ont étudié le
probleme axisymétriqgue permanent de la convectiams dun fluide newtonien répondant au
modele de Boussinesq. En adoptant la techniqueatkykth (méthode spectrale), ils déterminent
les valeurs critigues de Ra pour lesquelles démarmnvection ainsi que les structures pour
différents modes d'échauffement du fluide conveatams I'état perturbé. La détermination des
solutions est suivie par une étude de stabilité cde derniers envers des perturbations
tridimensionnelles. Ces auteurs ont trouvé quéwait deux classes de solutions pour le modéle
d’écoulement : des solutions dites ‘paires’, quitstes cellules symétriques par rapport au plan
équatorial et des solutions ‘impaires’, dont cquoesl des cellules non symétriques. L’analyse de
stabilité démontre que les solutions impaires tmpréférables et ceci pour leur stabilité.

Bercovici et al. [21-22] présentent les solutions du modéle trigisi@ennelle de la
convection naturelle dans un fluidePa infini, dans un champ gravitationnel radial (cas d
manteau terrestre). lls déterminent les structutesl’écoulement perturbé (perturbations a
amplitudes finies), a symétrie cubique et tétraloydy, pour les valeurs dea égales a cent fois
la valeur critique. Les auteurs comparent les tésutle deux codes différents, I'un conforme au
modele de Boussinesq et I'autre suit un modélecmant I'écoulement compressible, proche

du cas réel.
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CHAPITRE II: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE
FLUIDE ET DE TRANSFERT DE CHALEUR

INTRODUCTION

Lorsque deux systemes sont a des températureedi&fgrle systéeme le plus chaud cede de
la chaleur au plus froid. Il y a échangé thermiqueencore transfert thermique entre ces deux
systemes. Ce processus se rencontre dans de ngemrsituations industrielles (moteurs
thermiques ou méme électriques, centrales éleesicau fuel au gaz...etc.) ou domestique
(chauffage de I'habitat). Un transfert d’énergiende lieu a un flux de chaleur qui correspond a
un déplacement de I'énergie du plus chaud versuke fpoid. Comme on le verra par la suite, le
flux de chaleur dont la densité locale est nagéest une grandeur vectorielle, ce qui signifie
gu’'un flux de chaleur est caractérisé non seulempanson intensité mais aussi par sa direction.
Il est défini en chaque point de I'espace et ail&um’'une densité surfacique de puissance
(W/m2). Il existe trois modes essentiels d’échadgechaleur, le transfert par conduction, par
rayonnement et par convection.

Dans de nombreux problémes de transformation djmehermique, les trois modes de
transfert de chaleur coexistent mais parfois, ainsnon des trois modes pourra étre négligé ce

qui simplifiera le traitement mathématique du pestes de transfert.

Conduction

Convection

Radiation
q = eoT*
whars

Figure (11.1) : lllustration des différents types de transfertsriiques.
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[I.1. Modes de transfert de chaleur :
Le transfert de chaleur 'un des modes comnuléshange d’énergie. Il intervient entre deux
systemes des qu’il existe une différence de tenp@&ra&ntre aux. Méme s’ils sont séparés par le

vide.
A la base de I'étudedes transferts thermighesis utilisons deux variables :

La quantité de chaleur ou plutét puissancergmue échangée, qu'on appellera flux de
chaleur ¢ en watt): ou encore la densité de flux qui espuissance échangée par unité de

surface ¢ en W/m2).Ladifférence de températufd (en kelvin).

L’énergie thermique correspond a I'énergiétique des constituants du milieu qui échangent
une partie de cette énergie par interaction direaiepar l'intermédiaire de rayonnement

électromagnétique. « On considére généralemestrrodes d’échanges fondamentayik]».

[1.1.1. La conduction :

La conduction est définie comme étant le mieléransfert de la chaleur au sein d'un milieu
sans déplacement de la matiére en présence d'diergrale température. Dans les solides
transparents, une partie de I'énergie peut étnestngse par rayonnement et dans le cas des

fluides (gaz ou liquides), la convection et le rayement peuvent se superposer a la conduction.

Ce transfert de chaleur obéit & la loi de Fevuekprimée par I'équation (1.1) :
- )54
dQ = —A.S.—dt (1.01)
dQ: Quantité de chaleur transmis par conduction (J).
A: Conductivité thermique du miliet{.m 1.K™).
S: Aire de la section de passage du flux de chie®)

= Gradient de température dfirfy ™).

_4dQ _ 4 ¢dl
¢p=—=-15— (11.02)

Ainsi que la densité de chalepien (w.m-2)

b_ _yar

¢p=5=-1_ (11.03)
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Matériau de conductivité

thermique A
Surface S

i

Q
. A T

e

T
IR

Figure (11.2) : Transfert thermique par conduction a travers umesbactangulaire.

[I.1.2. Le rayonnement :

Le rayonnement est considéré comme un trargfamergie électromagnétique d’'un milieu a
température élevée vers un autre milieu a faibilgp@ature sans aucun support matériel. Cette
énergie est transportée sous forme d’'une ondeéheagnétique, ce type de transport de chaleur
est analogue a la propagation de la lumiére [2] .

Dans ce cas nous avons la relation suivante :

$=60.STE-TH (11.04)
Avec :
¢: Flux de chaleur transmis par rayonnement (W).
o: Constante de Boltzmann (=5.67 -8 @w.m2.K™).
: Facteur d’émission de la surface.
T,: Température de la surface (K).
T,: Température du milieu environnant la surface (K).
S: Aire de la surfacen(?).

[I.1.3 La Convection :

La convection consiste essentiellement au fiesinde I'énergie thermique par le mouvement
ou le déplacement macroscopique au sein du fldhedistingue trois types de convection, la
convection naturelle ou le mouvement des partice#sld a la différence de température qui est
imposée au fluide, cette différence de températupdique une différence de masse volumique,
par contre la convection forcée est le résultatmtuvement des particules qui résulte de la
différence de pression appliguée au fluide partdiimédiaire des moyens mécaniques et la

convection mixte qui est la combinaison des deuridees [2] .
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Quel que soit le type de convection (libreforcée) et quel que soit le réegime d’écoulement
du fluide (laminaire ou turbulent), le flux de chat ® extrait par le fluide froid de température
Tf au voisinage d’'une paroi de surface S et de testy@Tp telle queTp>Tf, est donnée par la
loi de Newton :

® =h.S.(T, — Tf) (11.05)
®: Flux de chaleur transmis par convection (W).
h: Coefficient de transfert de chaleur par convec(M/.m2.K™1).

T,. Température de surface du solide (K).

T;: Température du fluide froid (K).

S: Aire de la surface de contact entre le solide #tiide (m?).

Fluide froid
Ts h

S

Figure (11.4) : lllustration de la loi de Newton.

[I.1.4 La convection naturelle :

La convection naturelle est le mouvementré@sulte d’'un gradient de température ou/et de
concentration qui engendre un gradient de massemigle dans le fluide (poussée
d’Archimede). Considérons le cas de la convectiatunelle. Soit une particule fluide (plus
généralement un objet) immergé dans un fluide, cetlenmontre la figure (I11.5) nous appelons
Tr: la température caractéristique du bain de fluedel,, celle de la particule fluide. Le
mouvement de la convection naturelle prend naissalés lors que la particule de fluide de
températurd’, est supérieureTa: avec une masse volumique inférieure a cellduidd. Elle est
soumise a une pousseée d’Archimede, qui la met arvement.

La convection naturelle résulte donc de vimet de masse volumique avec la température.
C’est pourquoi les vitesses de convection natuselté en général modérées, par rapport a celles

gue I'on rencontre en convection forcée. En 190%pmoque méme ou Rayleigh s'intéresse a la
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convection, Boussinesq propose une simplificatiercels équations de fagon a ne conserver que

les ingrédients nécessaire et suffisant a la cdiorethermique.

i

Pp = Pt Pp = Psf
Tp< Tt Tp>Ts

Figure (11.5): Comportement d’'une particule fluide.
I .2 .GRANDEURS SANS DIMENSIONS :

Ces grandeurs sans dimension (ou grandeurgmeasionnelles) interviennent
particulierement en mécanique des fluides et pauddscription de phénoménes de transfert
lorsqu’on utilise la similitude de modeles réduitsi théorie des maquettes et construit
l'interprétation des résultats d’essais. Elles gairie nom de nombres sans dimension, nombres
adimensionnels, ou encore des nombres caracté@estiq.es nombres adimensionnels les plus

utilisés dans le domaine de convection sont [23] :

Le Nombre de ReynoldsRe :
Il représente le rapport entre les forcesattie et les forces visqueuses. Ce nombre sans
dimension apparait naturellement en dimensionremégiuations de Navier-Stokes. On le définit

comme suit :
Re = — (11.06)
Oou:
U: vitesse caractéristique du fluide Jis]

L: dimension caractéristique [m]
v: viscosité cinématique de fluide [rsi, ou :

v =% (11.07)
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Avec:

p: masse volumique du fluide [kgf]

u: viscosité dynamique du fluide [kg / (m.s)]
Le Nombre de Prandtl Pr :

Un nombre de Prandtl compare la rapidité plesnoménes thermiques et des phénomenes
hydrodynamiques dans un fluide. Un nombre de Praéldivé indique que le profil de
température dans le fluide sera fortement influgraréle profil de vitesse. C’est le rapport de la
viscosité cinématique et diffusivité thermiquex, ce nombre porte le nom de Ludwig Prandtl,
physicien allemand :

Pr=-= (11.08)
Le Nombre de GRASHOFGr:

Le nombre de Grashof est un nombre sans diorgnsommé d’apres Franz Grashof. Le
nombre de Grashof est défini comme étant le rappotte la force de flottabilité et la force
visqueuses agissant sur un fluide dans la couahielide vitesse. Son role dans la convection
naturelle est a peu prés identique a celui du nender Reynolds en convection forcée. La
convection naturelle est utilisée si ce mouvemegeanélange sont causés par des variations de
densité résultant de différences de température affuide. Habituellement, la densité diminue
en raison d’'une augmentation de la températuratedire la montée du fluide. Ce mouvement
est provoqué par la force de flottabilité. La fornajeure qui résiste au mouvement est la force
visqueuse. Le nombre de Grashof est un moyen dstifieales forces en présence. Le nombre

de Grashof est défini comme suit :

Gr = forcesdeflottabilité _ 9B (Trur—Teo) L2 (11.09)
forcesvisqueuses v2 '

g: est I'accélération dle a la gravité terrestre.
B: est le coefficient de dilatation thermique.
Tur: €St la température du mur.

T.:est la température de masse.
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L:est la longueur verticale.
v: est la viscosité cinématique.

Pour les gazp = 1/Tou la température est exprimée en Kelvin. Pourlitpgdes, il est
possible de calculef si la variation de la masse volumique avec la taipre a pression
constante est connue. Le nombre Grashof est étreitelié au nombre de Rayleigh, qui est
défini comme le produit du nombre Grashof, qui déer relation entre la flottabilité et la
viscosité dans un fluide, et le nombre de Prarmyiti,décrit la relation entre la diffusivité du

moment et la diffusivité thermique.

Le Nombre de RayleighRa:

C’est un nombre sans dimension utilisé en mécardggefluides et caractérisant le transfert
de chaleur au sein d’'un fluide : inférieur a unéewn critique de 2000, le transfert s’opére
essentiellement par conduction, tandis qu’au-delaedte valeur c’est la convection naturelle qui
devient importante. On peut le définir comme étargroduit du nombre de Grashof, reliant les
effets de la force gravifique a la viscosité dud&y et du nombre de Prandtl. Ce nombre porte le
nom de Lord Rayleigh, physicien anglais. On lem&fie la maniére suivante :

Ra = Gr = Pr .10)

Il faut nécessairement mentionner Rayleighesgtiiun ajout a la température en chauffant ou
soustrayant la température en refroidissant, qaariRayleigh il n’y a pas de fraction entre les
particules de fluide et la surface, aussi la tepée affecte clairement le flux. Il est donné lpar

formule suivante:

_ Apgl3
Ra = o [.10)

Ap: est la différence de densité entre les deux piasee matériau qui se mélangent
g: est I'accélération gravitationnelle locale

L: est I'échelle de longueur caractéristique de taneection

D: est la diffusivité de la caractéristique qui caua convection

u: est la viscosité dynamique.

26



CHAPITRE Il: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE
FLUIDE ET DE TRANSFERT DE CHALEUR

Vorticité:
C’est la qualité de ce qui tourbillonne pourdébit d’eau, un écoulement liquide. La vorticité
est définie comme le rotationnel de la vitesse n @rra une autre définition tensorielle

ultérieurement)

B=rotV =V AV (1.12)

Viscosité :

La viscosité est une caractéristique physiduéluide se manifestant par une résistance de
celui-ci aux déformations et plus particulieremanx vitesses de déformation. Deux grandeurs
physigues caractérisent la viscosité [23] :

Viscosité dynamique :
Lorsque deux couche de fluide glissent, il &xisine force de frottement inversement

proportionnelle a la distantez et proportionnelle a la vitesse des coudhest a la surface S

__ wSAv
=t (1.13)

Le facteur de proportionnelle est le coeffitida viscosité dynamique du fluide.
Dimension :
[u] =M.L7L.T? (1.14)

Viscosité cinématique :

La viscosité cinématique est le rapport dddaosité dynamigyeet la masse volumique
v = % (11.15)
[v]=L2T! (11.16)
[1.3. Les équations de base de la mécanique du ftle et transfert de chaleur:
[1.3.1. L'équation de conservation de la masse:
Considérons un volume mateénig) . La masse contenue dans ce volume est:
m=[, pdV (1.17)

Ou: p est la masse volumique du milieu fluide.
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Si la volume matériel ne contient ni puitsaurce, la masse qui se trouve dépg, est

constante et on peut écrire :

dm d
T = v PAV =0 (11.18)

En appliquant le théoreme de transport au voldmeg:

d > -
=) pdv =], - atd +/, (o PP-TidA (1.19)

V(o)

Et d'aprés I'équatioffi. 18) devient:

dap
f Vine ot eV + Am(t) pU.1dA = 0 (1.20)

Si le volumé/,,, () ne contient pas de surface de discontinuité ggrdle sur la surfacé,, peut
étre remplacée par une intégrale de volume et deréme de Green-Ostrogradsky permet
d’écrire:

fAm(t) pU.1dA = fVm(t) VpvdV (1.21)

Dans ces conditions, I'équati@n20) devient :

i (Z—’Z + Vpﬁ) dv =0 (11.22)

V(o)

Le volume d’intégration est arbitraire et panséquent l'intégrant de doit étre identiquement
nul :
2 4+Vpi=0 ?13)
[1.3.2 . Equation de conservation de la quantité de mouvement :
Considérons a nouveau un volume de contatenel V,,,».La quantité de mouvement

contenue dans ce volume est :

J, pvdV 11.24)

m(t)
Le principe fondamental de la dynamique indigue la variation de quantité de mouvement

de ce systéme matériel est égale a la toute lesf@xtérieures qui lui sont appliquées.
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d > =3
" J,  pUdV = Foye (11.25)

m(t)
Dans la plupart des situations (classiquiE)x types de forces agissent sur le fluide contenu
dansl},:

(1) les forces de volume que I'on peut exprimerssauforme :

S, pgav (11.26)

m(t)
(2) les forces de surface qui agissent par l'intti@ire de la surfacém(t). Nous écrirons

ce type de force sous la forme :

fAm(t) t(n)dA (1.27)

Dans cette expressiom,désigne la normale extérieure et :
§f = t(R)dA (11.28)
Qui représente la force élémentaire qui sexesur I'élément de surfactd de normalen

etf(i7) est le vecteur contrainte agissantddr

L’expression(11.25) peut donc s’écrire sous la forme :

Ly pvav =1, pgdv+], . EG@da (1.29)

m) mey P m(®

Pour simplifier cette premiére présentati@es équations de la mécanique des fluides, nous

allons projeter I'équation précédente sur les ak@s systeme cartésien fixe.

d —
alvpe POV =1, pgidV + [, o, ti(DdA (11.30)

Dans cette expression(r) désigne la projection sur I'axe i du vecteur caintte. Pour
continuer, il faut écriret;(77) de facon plus explicite. On a besoin pour celarégultats

fondamentaux de la mécanique des milieux continus.

Une analyse détaillée de I'état des contesirgst effectuée a I'annexe A. cette analyse
conduit aux résultats suivants :
t;(n) = T;jn;(La notation d’Einstein est utilisée ici)

EtTLJ = Tji(i=1,2,3 et j=1,2,3) (”31)
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La premiere expression indique que la casapte i du vecteur contrainte est donnée par le
produit scalaire du tenseur des contraintes T E@@ntomposantes sofijet du vecteur normale n
de composantes. La seconde expression indique que le tenBgest symétrique.

Pour fixer les idées, nous donnons ci-dessousxpgessions des trois composantes du vecteur
contraintes sous frome totalement explicite :

t1() = Tyyny + Tigng + Tigng

t,() = Tyyny + Tyany + Thang (1.32)

t3(1) = T3ynq + Taan, + T3ng

D’un point de vue physique, il est intéregse décomposer la contrainte en deux parties :
* La contrainte associée a la pression

* La contrainte associée aux forces visqueuses

La pression agit de facon isotrope etaawr ne dépend que de I'état thermodynamique du
fluide. Les contraintes visqueuses sont au coetessentiellement liées a I'état de déformation
du fluide. On peut écrire dans ces conditions :

Tij = —pdi; + 1 (1.33)
T;; - Tenseur des Contraintes.
Oupé;;: Tenseur des Contraintes associées a La pression.
7;5. Tenseur des Contraintes visqueuses.

La projection du vecteur contraintes sur I'agst alors donnée par :

t;(@) = (—pbyi; + i) (1.34)
Soit encore :
t;() = —pn; + 1;m; (11.35)
Cette expression s’écrit maniére extensive :
t1 (M) = —pny + TNy + Typny + Ty3ng
t,(M) = —pny + Ty Ny + ToaNy + Ty3ng (11.36)
t3(1) = —png + 1310y + Taan, + T3

En rapportant I'équation (11.34) dans I'équat{®n30), on obtient :
d
il PodV =1, pgidV +f, o (=p8ij + 1i)n;dA(11.37)
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D’apres le théoreme de Green-Ostrogradsky, oh:éc
ab;
L'expression (I1,37) peut s’écrire sous la forme

d
atVmee puidV = fVm(t) pgidV + fV ()ax ( —pdi; + Tu)dV (11.39)

Soit encore :

- dV = : op otij
il PridV =1, pgidv—{f, AV +f, 72 4V (1140)
D’apres le théoreme de Leibntiz, I’équation datie

dv; _ _op a‘[l]
fvm(t)pEdV— Vo P9~ o, P4 ” av (11.41)

Le volume de control&,, étant arbitraire et les intégrantes apparaissans des deux

membres doivent étre identiques, alors:
dvi _ 9p L)
i axi+pgl + 2%, (1.42)

La signification physique de cette équation agp&lairement :

Quantté Forcesassociées Forces contraintes
d'accélération| _ ) alapressionpar + devolume + visqueuses (11.43)
parunité unité de parunité parunité '

devolume volume devolume devolume

Pour fixer les idées, nous allons maintéganre I'équation (11,42) sous forme explicite et

pour les trois composantes :

dv, Op 0ty1 0Ty, 0Tq3
Pt “ax TP T o Y ox, T o,
dv, _ ap 6T21 6T22 6T23
p? dxy TPG2 0xq + x5 + x5 (11.44)
dvg ap 6T31 6T32 6T33
Pt " ox TP ox, T ox, T on,
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Fluide newtonien:
On assume que pour un fluide newtonieaguk élément du tenseur des contraintes est
relié au taux de déformation par la relation :

2 0 0
Tij = _5,[15”@171( + Zﬂa_xlvj

Donc, nos équations de conservation de mouvedexiennent :

p<%+viaixjvj>=—:—i+pgi+2/,¢a%j(a%jvj)—§u%(a%jvi) (11.45)
Enfin, les équations précédentes donnéeglhdb) sont celles de Navier-Stokes exprimant
la conservation de quantités de mouvement.
Il .3.3. Equation de conservation de I'énergie :
Pour établir une équation locale exprimancdaservation de I'énergie, nous partons de
I'expression du premier principe de la thermodyrearaipour un volume mateérigl, ) I'énergie

contenue dans le volunig, ) a pour expression :

fV P (e + %vz) dVOue: est I'énergie interne.
Le taux de variation de cette énergie eshdqar :
1
JyP (e+2v?)av =w +Q (11.46)

Le travail par unité de tempe W qui appasaitsecond membre est celui des forces de
volume et des contraintes appliquées a la surfac®dime :

w = fVm(t) pgvdv + fAm(t) t(M)vdA (11.47)

Nous supposons ici qu'il n’y a pas de souteechaleur a I'intérieur du volume et nous
désignons par q le flux de chaleur par conductansi, -q .n représente la chaleur qui passe par
unité de surface et de temps a travers la surfac®wtréledm(t):

Q=—J, (9 -7dA (11.48)

En substituant les expressions (I1,3X)1682) dans I'’équation (11,30) on obtient :

d 1 2 _ = 2roN\ > —
2 v P (e +ov )dV = fvm(t) pgvdV + fAm(t) t(M)vdA — fAm(t)q.ndA (11.49)

Pour déduire une équation locale de cettdion, il faut transformer les premier, troisieme
et quatrieme termes.
D’apres le théoréeme de Leibnitz et Greemdgsadsky, elle devient:
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d
Ef Vot P (e +-v )dV fm(t) = (e +-v )dV = fVm(t) pgivdV + fVm(t) [—a—xl_(pvi) +
3} aql
a—xjp(‘cijvi)] dv - f, o % av (11.50)
Avec:
o o 0 0
f t(nM)vdA = f ti(n)v;dA = ——(pvy) + —p(‘cijvi) dv
Am(®) Am(®) Vi L 9% 0x;
Et:

S dq;
qg.ndA = p—dVv
A () v 0x;

m(t)

LevolumeVy,yestarbitraireetparconséquent:
d ] ] aq;
p— (e +-v ) = pgiv; — a_x,-(pv") + a—xjp(rijvi) ~ o (1.51)
L’équation d’énergie peut écrite sous d'asifiormes :

1. 'équation d’énergie mécanique :
Elle est dérivée a partir de I'équation dearité de mouvement, au multipliant ﬁarEn

notation symbolique :
9 (ply2 2(p7Lv2) = VV. + VVZ + oV F
= (p3v?) + V2 (pV3V?) = VV, + VVz + pVF (11.52)
2. I'équation d’énergie thermique :
Cest I'équation résultant de la difféereneel’'@nergie totale et de I'énergie mécanique :

0
(.0 ) +_(pvje) - pa vj +Tl] ox; ql (“-53)

On a e = CyT(énergie interne)

Et en tenant compte de I'équation de continuité :
3 3 ] ] ]
pa(CVT) + pvja—xj(CVT) = _a_xiqi + Tifa_acjvj - pgjvj (11.54)
Ou:
a 9] 2 0 9] 9]
T g U = T (a—xl”f) = |73 <a_xivi) 2 oy, (a_xivj)
9]

3 2 (6 )2+2 0°
¢v—Tijaxivj— 3H axi”i lla v;
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7;;. est le tenseur de contraintes visqueuses.

u: est la viscosité dynamique.

Le transfert de chaleur le plus dominant est ladachon :q; = —Jé%T
]

Enfin, les équations (I1,23), (I,45) et,B4) sont les équations de base d’'un écoulement
compressible, visqueux et newtonien [24], [25]

1.4. CAPPROXIMATIONDE BOUSSINESQ :

Elle est appliquée aux situations physigoeda densité du fluide et les autres propriétés
thermodynamiques subissent de faibles variations gde faibles variations de température (de
l'ordre de 10° et ou le coefficient dexpansiom est petit. Alors, les propriétés
thermodynamiques sont prises constantes sauf daesme gravitationnep@i) qui ne peut étre

ignoré relativement au terme d’inertie. La variatiep en fonction de la température est donnée

comme sulit :
p =poll—a(lT—T,)] (11.55)
Ou:
1 6p
a= Eﬁ

T,: Température de référence, pour notreTgas T,.(température de la paroi froide).
a: Le coefficient d’expansion thermique a pressionstante.
po: Masse volumique du fluideT.
Et:p — py, = 8p (petite variation).
Avec cette approximation de BOUSSINESQ égsations de base sont simplifiées, en effet:

L’équation de continuité devient :
d

a—xi(pvl-) =0 (11.56)

ou encore% v; =0 (1.57)

relation équivalente divV =0 (deux indices se répétent : c’est une somme).

Les équations de mouvement de Navier-Stokes deviemnt :
] 3 3 a (d 2 8 (0
p (;Ui + vja_xjvi> =pgi—5 P+t zl”‘a_xj(a_xjvi> - g#a—xj(gvi) (1.58)

i
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Ou: ivi = 0 ( équation de continuité)

6xl-
En remplacement dans I'équation de mouvemens(daterme gravitationnel)
p =po+dp
Et dans les autres termeparp,:

2 2 G
p(ﬁvi-l_vfa_xjvi) = —a—xip+(p0+5p)gi+vvzvi (1.59)

a 9 2 32 92 M
20 0 L9 9 _y2=p etv=L4
Ou dxjoxj  0x? + dy? + 0z2 € Do

v : est viscosité cinématique.
U : est viscosité absolu ou dynamique.

Donc:
9 a2, )=_2P LAY 2.
Po (atv‘ + v o, vl) = + (1 + po)gl + vVey; (11.60)
L’équation d’énergie devient :

DT aT aT d 3 3
pCy 5. = pCy (E + v; a—xl) = —(/”&—T> TP oY +¢, (11.61)

. 02 .. . .
Ici: ¢, = Z“ax_-zvi (dissipation visqueuse)
J
Donc:

aT oT
E-l_vfa_xj:CVZT-l_(p” (“62)

Ou: c=2

pCy

La dissipation visqueuse, dans l'approxiomaide Boussinesq et en comparaison avec le
terme conductif, peut étre ignorée.

Ainsi, I'équation de conduction de chaleavignt :

DT _ 9T 4 . 9T — cv2
o =30t Uiy = CVT (11.63)

Enfin les équations (11,57), (11,60) &t,§3) sont les équations de base de Boussinesq,

instantanées décrivant I'écoulement.
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[11.2. NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LA THEORIE DE
PERTURBATIONS :

Dans cette analyse, on démontre en premier, ldité@aliu principe d’échange de stabilité et
par suite la résolution du probléme aux valeurpm@® On détermine les valeurs critiques du
parametre Rayleigh Ra pour lesquelles se manifegteemiére bifurcation. On parle de théorie
de stabilité linéaire car en fait, elle traite gesturbations qui sont infinitésimales comparées a
I'état initial du systéme linéaire, elle n’est Valka et applicable que dans un domaine restreint du
parameétre Ra. En effet, ces perturbations qui antgneexponentiellement avec le temps, dans
les conditions favorables, atteignent rapidemest amplitude telle que le produit de ces termes
cessent d’étre néglige.

Dans le probléme linéaire, les produits des terdess perturbations infinitésimales d’'un
ordre supérieur a un seront négligeables. Ainsi¢tpiations des perturbations seront linéarisées.
En revanche, dans la théorie non linéaire, leaugmations ont une amplitude finie et les effets
non linéaires sont pris par conséquence en colasioigr

La théorie de stabilité linéaire de la convecticaturelle nécessite la connaissance de
guelques concepts de base essentiels. Un systednediggamique est dans un état stable si
toutes les variables physiques le décrivant salépendantes du temps, dans le cas contrainte, il
est y instable. Un systéme soumis a des perturtmiidinitésimales relativement a ses variables
physigues dans son état de base est dit staldes gluctuations disparaissent graduellement. |
est instable si leurs amplitudes progressent datenips, et le systeme ne revient plus a son état
initial.

On définit un état de stabilité neutre séparantdesgx états stables. Le passage de I'état
stable a I'état instable se fait a travers cet é¢atire, quand le paramétre Ra atteint une certaine
valeur critigue. On dira que l'instabilité est dtaba cette valeur critique. Les perturbations
peuvent évoluer périodiquement, alors I'écoulenpeésentera des cellules stationnaires. Dans le
cas ou elles évoluent par des oscillations crotesanu décroissantes, les mouvements sont alors

oscillatoires avec des fréquences caractéristiqagsies.
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[11.2.  DEFINITION DU PROBLEME PHYSIQUE DE LA
CONVECTION NATURELLE:

Un fluide newtonien, obéissant a I'approximationBlrssinesq, visqueux est confiné dans
un espace sphérique. Un gradient de températurg esiintenu par une source de chaleur
uniforme, le fluide étant soumis seulement au chgnapifique. Si la distribution de la densité
était réguliere, la force de pesanteur appliquém &lément de volume extrait du fluide serait
equilibrée par la force d’Archiméde d’expulsion gburrait ne pas étre prise en compte.
Cependant, a cause du gradient de température emaintans le fluide, la distribution de la
densité est irréguliére, en d’autre terme, la dérdépend de la température du fluide. L’action
de la pesanteur n’étant pas alors équilibrée pfrée d’Archiméde. Par expansion thermique, le
fluide sera le siége d’'une circulation a courageagiant dans la partie la plus chaude et a courant
descendant dans la partie de I'espace a tempétatphes basse. Ces deux courants s’expliquent
par I'effet du potentiel gravitationnel, le fluide plus Iéger et donc le plus chaud monte tandis
gue le fluide dans la partie froide et donc lowrdra tendance a se redistribuer lui-méme pour
combler le manque de masse provoqué par le fllidad:

Ainsi le principe de conservation de masse n'ed palé. Cependant, cette tendance
naturelle est contrélée par la viscosité du flui@eci conduit a dire que le gradient de
température maintenu par la source de chaleur idattaindre une certaine valeur avant que

I'instabilité ou la convection ne se manifeste.

l1.3. MODELISATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME DE LA
CONVECTION NATURELLE:

1.3.1. Formulation mathématique de I'écoulement de basse :
Le traitement mathématique du probleme de la #iélde la convection naturelle dans un
milieu sphérique passera par les étapes suivantes :

» Déterminer I'écoulement de basse du fluide danséaninitial, les équations de
base étant les équations de conservation de niEssguvement et d’énergie.

« L’état initial est soumis a de faibles perturbasipmathématiquement parlant, des
quantités infinitésimales seront ajoutées aux b&gphysiques indépendantes décrivant
I'écoulement telles que la vitesse, la tempéragtita pression.

Les équations régissant I'’écoulement et le trahsferchaleur sont réécrites pour cet état
perturbé. L’étude analytique de la stabilité dedavection naturelle dans une enceinte sphérique
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ou dans un espace annulaire sphérique fait intendes notions mathématiques d’un niveau
supérieur.

Pratiguement, on assume que la perturbation essuperposition de certains modes et la
stabilité du systeme sera examiné envers chaque.maasi, la stabilité du systeme dépend en
particulier de sa stabilité envers toutes les peations infinitésimales en termes de modes
normaux.

Pour le fluide newtonien visqueux, confiné dansp@&ce sphérique une distribution de
chaleur est supposé maintenue par une source Bickialumétrique uniforme notée dans un
état initial. Le fluide est supposé au repos, kngp d’écoulement est alors nul. Dans la littérature
[7 - 8], le fluide, initialement, peut étre en meavent, autrement dit, il admet un écoulement de
base non nul, qu’on se doit de calculer, ce quies®encore plus compliqué.

Pour l'analyse de la stabilité, les perturbatiorsjositeront aux valeurs moyennes de
I’écoulement calculé.

Les équations de mouvement de I'état statique powglément de fluide soumis a une seule
force de volume qui est la pesanteur en plus desdale viscosité et de pression, sont écrites en
notation tensorielle. On a opté pour cette formaotatmathématique pour les simplifications
gu’elles peuvent engendrer grace a certaines gtegries tenseurs. On ne fera pas allusion a la
valeur de Prandtl, qu’elle soit finie ou infini¢,d®nc pas de restrictions.

Les équations de mouvement projetées sur les assabrdonnées en notation tensorielle
sont réduites a :

d;p = pX; (11.02)
Ou:
d;p = —pg(r)i=1,2,3 (11.02)

La distribution de température est donnée par &8&qn de conduction de chaleur en régime
stationnaire ou la dissipation visqueux est néglje :

Ko (r2ah) = —e (111.03)

r2or or?

OuK = p%est la diffusivité thermique.
P

L’équation (l11.3) admet comme solution exacte dansysteme de coordonnées sphériques:
T(r) = fo— Bor? + 2 (111.04)

Ou g, etp; sont des constantes a déterminer par les conslifiox limites et :
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&

By == (111.05)

Le champ de température ne dépend que de la posdtitiale. Les variations de température
n’étant pas large, I'approximation de Boussinedgapgpliquée, en prenant la densité du fluide
constante excepté dans le terme gravitationneldéasité du fluide est approchée par un
développement en séries de Taylor en fonction denigérature :

p=po—a(l —T,) (111.06)

a : étant I'expansion thermique du fluide a pressionstante exprimée par :

)
= [, (11.07)

po - étant la densité du fluide correspondant & umpéeature de référends.
Les propriétés thermodynamique telles que la viggow chaleur spécifique, la diffusivité
sont considérées constantes.
[11.3.2  Les équations régissant I'écoulement perturbé:
Dans cet état perturbé, comme il a été signaléépgefoment, chaque variable physique
moyenne subit une perturbation infinitésimale. Emtant pari;, T, pet pla vitesse, la
température, la pression et la densité du fluides datat perturbé et pag,0,0petdples quantités

infinitésimales des perturbations de vitesse, dgpérature, de pression et de densité, alors :

W = v; + U (11.08)
T=T+86 (11.09)
p=p+dp (11.10)
p=p+dp (1n.11)
ou:
p=p(+ab) (1.12)

Avec ces nouvelles variables, on réécrit les égnatiégissant I'écoulement de I'état perturbé.

» L’équation de conservation de masse :

0i(vi+u)=0 (1M.13)
Qui devient:

0;(u;)) =0 (11.14)

» Les équations de conservation de quantité de mouvemt :
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P00 (i +u) + (v + ;)9 (v; + u)} = —0;(p + p) + (p + Sp)F; + uV? (v; + ;)
(11.15)
Par application de I'approximation de Boussinesgnetiéveloppant :

aoui + ujaj(ul) + aovi + vjaivi = —ai (%) - al' (%) + (p-;#) Fi + szvi + szui

(111.16)

On peut remplacesparp, sauf dans le terme gravitationnel. En retrancleméquations de

base des équations de I'état perturbé, on obtiEtation suivante :

dou; + u;0;u; = —0; (5—’”) + (57”) F, + vW2u; (I1.17)

Po

Oln;0;(w;) = 0 (les termes non linéaires sont négligeables).

L’évolution de la densitép causée par la perturbatiérde la température est donnée par :

o)
%P —af
p
Et:
Fi = —ge;

Ou :e;est un vecteur unitaire dans la direction de ledagravitationnelle.

Ainsi, les équations de mouvement des perturbatinéaires sont :

doU; = —0; (i—i) + afge; + vV, (111.18)
» L’équation de conservation d’énergie:

99T + 006 + v;0;T + v;0;0 + u;0;T = CV°T + CV?0 (11.19)
En retranchant les équations de base des equdediiat perturbé, on obtient alors :

000 = —w;d;T + CV20 — ;0,0 111.20)
Ou :v;0;6 = 0 car les termes non linéaires sont négligeables.
Donc:

9080 = —u;0;T + CV29 (A1)

Finalement, les équations (l1l.14) (111.18) et (A1) sont les équations de perturbation

gouvernant la convection dans le fluide.

[11.3.3.  Analyse de l'instabilité thermique d'un fluide dansune sphére:
Pour étudier la stabilité de cet état initial, epportant ces variables dans les équations de

base et tenant compte de I'approximation de Boassinon ignore les produits du premier ordre
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et plus des perturbations. On obtient les équasonsantes pour cet état perturbé, dans I'espace

sphérique :
du; 2 (s
Tt= = () + ag i + vV, (11.22)
99 _ . 9T 4 kv
= ulaxl- kvV-6 (1.g3

ici x;g(r) est I'accélération terrestre.
x;représente une des coordonnées spatiales spherigmsde terme exprimant la

forceascentionnellegest r.

On a:

aT B

=2 (ﬁﬁﬁ)r (111.24)
Ou encore

d

a—i: ~2(, + %) x, (111.25)

Soit: Br) =p, +2%

Donc:

d

a—; = —-2B(r)x; (lep

En rapportan% dans I'équation de conduction et en écrivant:

% = - aixi (%p) +y(1)x;0 + vVy, (1n.27)

% = 2B(r)ux; + kV?0 (111.28)
Oou:

() = ag(®) (29)

o & , . , .
Il est plus commode d'éliminer les termes de poes(sf)et d'obtenir les équations

demouvement en termes de vorticité. En prenamtétionnel de I'équation (111.27) on obtient:
2
E(Eijkajuk) = Sijkajy(r)ka + szgijkajuk (”|30)

%W[ = y(r)sijkajexk + VVZWi (”|31)

(j et k : indices de sommation).
w; . est la composante de la vorticité définie par:
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W=VAV (111.32)
En notation tensorielle, la composanteest:

Wi = & 0juy (1M.33)
Le tenseuk;;, est le tenseur unitaire alternateur antisymétriagfeni par:

1 si ijk = 123,231,312
gjk =4 0 si deux indices sont égaux
-1 si ijk = 321,213,132

Un résultat important est obtenu en prenant ldiostael une seconde fois de I'équation
(1mn.22):
d

T (gijkajgklmalum) = &jk0j€amy (1)0,0xp, + vV? (€4jk 0j Etm 01 Um) (111.34)

Sachant que :

Eijk€rim = 5iz5jm - 5im5jz (111.35)

Ou le terme de gauche devient:

d d d

a(sijkajsklmalum) = a(ajalul - ajajul) = —avzui (|”36)
Car :aiui =0
Et aprés développement:

&ijk0jEximy (1)0,0xy, = 0;y () (x;0,0 — x;0;0) (11.37)
Et:
VVZ (Sijkajsklmalum) = —Vv4ui (”|38)
Ainsi, I'équation (111.31) devient:
%Vzui = 6]]/(7‘) (X]ale - xlaje) + VV4ul- (|||39)
Et en se servant des propriétés du tenseur akkemain obtient:
2 V2, = —0,6 + vV, (111.40)

Ou : 0; est un opérateur différentiel défini par:
L'opérateur Q; )aprés développement s'écrit:
2
Oi = )/(T')(al + alx]a] — XL'VZ) + %%(rzai — Xl'x]'aj) (|||42)

Oou :%_a(y(r)) =

1 . _ .
pm x—jaj(y(r))du fait quey = y(r)seulement, dong correspond ici r .
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Et : alx]a] = xjalaj - (alxj)aj
On a aussix;x; = xjx; = r?
En revenant a I'équation de vorticité et en muéigll'équation (11.31) par la coordonnée
Spatialex; , on obtient I'équation:

%(xiwi) = y(r)e;jx0;0 xx; +Vx; V2w (111.43)

Sachant que le produit d'un tenseur symétriquatetyanétrique est identiquement nul,
I'équation (111.43) est réduite a:

%(xiwi) = vx;V’w; (111.44)
On démontre que le champs de vorticité étant saé@he(divw; = 0)alors:
xl-Vz(ui = Vz(xl-a)i) (”|45)
On a alors:
2
o (iwp) = vV2 (x;w;) (111.46)

C'est en fait I'équation de transport de vorticité.
L'équation (111.40) peut étre réduite sous uneatdrme. En multipliant les deux membres

de I'équation(l1.40) patx;, un résultat important est obtenu, en effet:

V2 (vv2 - %) (x;uy) = yx;0; 6 (111.47)
Ou:
x;0; = y(x;0; — x;0;x;8; — 72V?) + %%y(r) (r?x;0; — r*x;0;) (111.48)
Et qui devient:
x;0; = y(x;0; — x;0,x;0; — r2V?) (11.49)
Donc:
x;0; = yL? (111.50)
On définit I'opérateur cinétique du carré du monagulaire par:
L?* = x;0; — x;0;x;0; — r*V? (111.51)
En coordonnés sphériquesd, ¢),L? devient alors:
R=rZtrir_ —r2v (111.52)
Ou encore:
2
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Sachant que:

2
szli(rzi)_,_ 1 i(sing%Jr 1 9 (111.53)

ror or r2sin6 06 r25sin 6 0?2

L'équation (111.47) devient alors:
2
V2 (w2 = 2 (rw) = 7176 (111.54)
On voudrait éliminer la perturbation de températigd'équation (111.54) en multipliant &

gauche par l'opérateue % — %)déduit de I'équation d'énergie(111.28).0n obtialdrs:

(kV2 - %) Yy 1v? (VV2 - %) (xu;) = —2L2B(r)u;x; (111.55)

Finalement, les équations développées (111.28)4@0i(111.55)forment I'ensemble du

probleme de I'écoulement perturbé.
111.3.3.1.  Les conditions aux limites du probléme considéré:

Les conditions aux limites sont celles des surfaogerméables, les particules fluides ne
peuvent traverser les frontieres, donc leur impulsiormale & la frontiere est nulle

(u,, = 0). Cette condition est imposée pour tout type detieoe, qu'elle soit rigide ou libre.

Une équation correspondant a ce cas, est déripadiade I'équation de continuité. Celle-ci

étant:

u 2u 10u u
<L 4+=ZL4+-—24+Lcotgb +
aor rr r 06 r

1 Oduy
rsin6 d¢

=0 (111.56)

Sur la surface rigide: la surface sphérique(r=constanig)etu,, sont nulles, c'est une

condition de non glissement. Etant donné qyle- u, =0:

Jup _ Qup _
e =92 =0 (111.57)

On obtient alors:

ouy

=0 (111.58)

Sur une surface libre:les contraintes tangentielles s'annulentrjgietr,, sont nulles.

En cordonnées sphériques, ces contraintes s'écriven

= [Four _ve  Oue] _
To=u[r2r-t 4 2ol = (111.59)
S PR L) [
Tro = H[rsine o r + ar] =0 (111.60)
Puisque en: r = constante, = 0 alors:
g 1 _ i up\ _
= —2up =7 (%) =0 (I11.61)
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2-fu=ri()=0 e

En revenant a I'équation de continuité et en apphql'opérateurr(;—r) sur I'équation, et en
tenant compte des conditions(l11.61) et(111.62),aura apres développement des calculs:

62

m(rur) =0 (111.63)

Aussi, sur les frontiéres du systeme sphériquey i pas de perturbations de température,

les surfaces sont isothermes.

1.4 ANALYSE DES PERTURBATIONS EN MODES NORMA UX:

On assume qu'une perturbation est une superpoditi@ertains modes. La stabilité du
systeme sera examinée envers chague mode. En atiskery équations déja établies des
perturbations, l'opératewif , carré du moment angulaire, admet comme foncgongres des
fonctions harmoniques sphériques.

En effet, l'opérateuk? est défini par:

1 092
sineﬁ (111.64)

1 0
sinf 96

L>=— (sin@ ;—9) —

Les harmoniques sphériques, noté¥,fdp, ¢)indépendantes de r, sont définies par:

Y™(8,p) = P™(cosf)e™m < 1 (11.65)

Les fonction®™ (cos 8) sont les polyndmes de Legendre, de déget d'ordre m, associés
ar", e'™¢ est la dépendence azimuthale, caractérisée pamére d'onde m. Les valeurs
proposées de |'Opératédsont telles que:

2y, ¢) = 1L+ Y6, 9) (111.66)

[(l + 1) étant la valeur propréest un entidil = 1,2,3, ....)

Les fonctions harmoniques sphériqy€<6, ¢) sont normalisées et la norme est définie

comme suit:
fon f02”|ylm(9, g0)|2 sin@ 060 = Nlm (111.67)
Ou:
m o _Arlom):
N = (2l1+1)(1-m)! (111.68)

Les solutions indépendantes du probléme linéaisgpdeturbations formulées par les
équations (111.28) (111.46) (111.54) et (I11.55) st représentées par les formes suivantes, dans le

systeme de coordonnées sphériques:
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x;w; = 1w, = Z(r)Y"(6, p)ePt
x;u; = ru, = W(r)Y™(0, p)ePt
0 =0(r)Y™(0,p)e"
Z(r),W(r) etf(r) : sont des fonctions exprimant la dépendance medrla vorticité, de la
vitesse et de la température.
p: est un nombre complexe dépendant des variablbscdellement de base, c'est aussi le
taux d'amplification des perturbations.
Il reste maintenant a rapporter ces expressions l@aréquations gouvernant les
perturbations déja établies.
En rapportant les expressionsxdev; , x; u; etd dans les équations du probléme:
L’équation (111.28) devient:

% O(@)Y"ePt) = 2B(r)W (r)Y™ePt + kV20(1r)eP Y™ (0, @) (111.69)
Sachant que:
V29, 9)f () = Y™(8, 9 D f (1) (111.70)
Ou D,est un opérateur indépendanddep, déduit de I'expression dé tel que:

_d? 2d  1(+1)
Dl — L2 v T T 2
dr rdr r

(11.71)
Donc I'équation (111.28) devient:

()Y pePt = 2B(r)W (r)Y™ePt + kD,0(r)eP Y™ (0, ¢ ) (11.72)
Et qui devient:

(D.-2) o) = 252w (111.73)
En prenant lI'unité de mesure de longuRi(rayon de la sphére) et en multipliant I'équation
parRiou:
2
Dy = =+ iy — o) (111.74)
az) &) @)
Et encore:
d? 2.d  l(+1
p =428 D (111.75)
OU:R = —
Ry
Et I'équation(111.73) devient:
(D, -ERY) () = 222 REw () (111.76)
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En multipliant et en divisant par
2
(D, - oP)6(r) = — (22 w(r) (111.77)
Icio = %Rfest un nombre complexe exprimant, comme p, le d@uxrogression ou de

diminution des perturbations.

EtPr : nombre de Prandtl étant défini par: = -

D’ou, L'équation(lll.46) de vorticité devient:
5 ZOY6,¢)e™) = VLMY (6,9 )eP)(11178)
pZ(r) =vD,Z(r) (ll.79)

(D, —2R2)z(r) =0 (111.80)
(D, —6)Z(r) =0 (I11.81)
L'équation(l11.54) s'écrit encore:
V2 (VW2 — 2) (W ()Y e?) = yLP[0(r)Y"e?"] (111.82)
Et:
D,(vD, = p)W () = yI(l + 1)O(r) (111.83)
D (D, = H)w(r) = y 21+ 1)o) (111.84)
Et enfin:
DD~ W) =y L1t + Do) (111.85)

L'ensemble des équations(l11.77), (111.81), (ll)8&dimensionnelles, décrit I'état perturbé en
termes de fonction®/ (r), Z(r), 6(r).

Les conditions aux limites s'écrivent avec ces edl@s variables:

w(r) =0, dv{:ir) = 0 & = 1,1 si les surfaces sont rigides

d?w(r)
dr?

I11.5. PRINCIPE D'ECHANGE DE STABILITE:

Par l'analyse des perturbations, on voudrait déraoqtl'il y a réellement échange de

W(r) =0, = 0ar =n,1siles surfaces sont libres

stabilité a travers un état de stabilité neutreefiet, dans I'expression des solutions du
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probléme, et plus précisément dans la fonction teelle exponnentielle, c'est la valeur du
nombre complexe qui détermine si I'état du fluide est stable, reeoti instable. Enparticulier, il
y a échange de stabilité si la partie imaginairéag d'amplification des

perturbationsr est nulle. Dans ce qui suivra, on considére ledhase source de

chaleuruniforme et accélération gravitationnelleegeque:

€
B(r) = i constante

y(r) = ag(r) = constante
On consideére les équations de I'énergie, de vigrtatide mouvement, déja établies en termes
ded (r), W (r)etZ (r):
0~ oPr)o) = - (2w (i1.8e)
(D, —0)Z(r) =0 1.87)
DD, — o W) =y 210+ Do) (111.88)

En éliminant la température entre I'équation (@).8t (111.88) en appliquent I'opératéiy —
oPr ) sur I'équation(l11.89):

(D, — aPr)D(D, — W) = yELI + (D, — 0 PO (111.89)

(D, — oPr DD, — o )W) = yEL1 + 1) (- 2225 wr) (111.90)
L'équation devient:

D;(D; — aPr)(D;,— o )W (r) = =1Ll + DRy W(r) (11.91)

Les valeurRa; (nombre de Rayleigh) sont définies par:

6
Ry = 2EOVRY (111.92)

L'indice I met en évidence la dépendancdRdavec le mode de perturbation. Pour chaque
valeur del , correspond une valeur &e; . Tout de méme, la valeur dequi sera prise en
considération est celle qui correspondra a la vateénimale deRa;0u valeur critique.

Dans I'équation (111.85), On pose:

F=10+1)"0(r) (11.93)
Ou: F est une fonction proportionnell@&-)
L'équation (111.85) devient:

DD, — o )W(r)=F (111.94)
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En rapportant I'équation (111.94) dans I'équatidh86) on obtient:

(D; — oPr )F = =l(l + )RayW (1) [(®5)
La fonction F est radiale et s'annule aux fronf&@@mmey/ (r) (frontieres imperméables).
Soit F* le conjugué complexe d& en multipliant I'équation (I11.9%FF et en intégrant sur le

domaine des valeurs deden a 1 étant le rapport des rayons), on obtient:
fnlrzF*(Dl — oPr)Fdr = —I(l + 1)Rey fnerF*W(r)dr (11.96)
fnl(rzF*D,F — r2F*FoPr)dr = —I(l + 1)Ra fnerF*W(r)dr (11.97)

On a:

7 D) dr = - f 2|20

dr

+ (1 + 1)|¢)(r)|2} dr (111.98)
En appliquant ces propriétés a I'équation (l1l.6m)obtient:

2
IN {rz 55| + 1@+ DIFP2 + rzaPrIFlz}dr = I(L+ DRay [ r2F* W (r)dr(111.99)

On a:

fql r2FW (r)dr = fql r2W(r)D2W*(r) — ¢* fnlrz w(r)D,W*(r)dr (111.100)
On met:

I = J, 72D, (D" (r))dr = [—r S pw (r)] + [} r2[Dw(n))2d (111.101)

L=—0" [ r2w@DW () = o [ { |2 | +l(l+1)|W(r)|2}dr (111.102)
En revenant & Ou:

IDW* ()| = | w* (r)| + | Lwe(r )| - |’(’“)w (r )| (11.103)
Si, la limite est rigide, alors:

%W(T) =0

1
Et tout le terme:[—r2 %w(r)DlW*(r)] =0
n

Si non, la limite est libre et:

d2
0z —W*(r)=0
Ainsi:
2d !
* 1 |- *
Dl = [Zwe )]
Et donc:

1
I =-2 [r |%W(r)|2] + fnlrz (W () |?dr (11.104)
n
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L'équation(111.99) devient:

PP (5] 410+ DIFI + r2oPrIFI2) dr — 1L+ 1)Ray {—2 [r |Z_W|2]: +

2
[ w@dr+o [} {rz |Z—W| + U+ 1)|W(r)|2}dr} =0 (111.105)

o*: étant le complexe conjugué ae

Le membre de gauche de I'équation (I11.105) estambre complexe qui ne s'annule que

sises parties réelle et imaginaire sont nulles B&mément, la partie imaginaire étant:
2

Img (o) {Pr [ r2IFIZ dr + 10+ DRay f) {rz 2"+ 100+ 1)|W(r)|2}dr} — 0 (I1.106)

Les termes entre les grandes accolades étant laesol@ carrées (positifs), I'équation

(111.106) est vérifiee que si:

Img(o) =0 (11.107)

Le taux d'amplification des perturbations est aiésl. On a prouvé qu'avec les conditions du

probleme, fluide newtonien répondant a I'approxiomatie Boussinesq, confiné dans un espace

sphérique soumis a une distribution de chaleurnaéttque uniforme, il y a possibilité d'échange
de stabilité ou convection. (Il y a instabilite).
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CHAPITRE IV: DETERMINATION DES VALEURS CRITIQUES

INTRODUCTION:

Le principe d'échange de stabilité étant ¢alidn se propose de déterminer les valeurs
critiques et minimales pour lesquelles se manifiesst®nvection. Le fluide convectant homogene
est confiné dans une sphere de raRpnles conditions aux limites sont les méme qu'aangart.
L'instabilité se manifeste a travers un état deilsa neutre (état marginal).

Les équations de perturbation gouvernant cetéteespondant & = 0(état stationnaire):
D,Z(r)=0 (IV.01)
DIW(r) = F(r) (IV.02)
D)F(r) = —=l(l + D)Ra;W (r) (IV.03)

Le Laplacien ne permet pas d'avoir des saistiwon nulles et qui s'annulent sur les frontieres
fermées
Enr=1oun.,Z=0.

L'équation(IV.01) doit avoir pour solutiod = 0 (indentiquent nulle), le champ de
vitesseiétant un champ poloidal.

Les équations (IV.02) et (IV.03) avec les condisiocaux limites précisées déja, constituent
unprobleme a valeur caractéristique.

En effet, pour une valeur donnée de |, on doit rdditeer la valeur caractéristique de
Ra;minimale : c'est la valeur critique ou se manifé'gtstabilité.

IV.1. DETERMINATION DES VALEURS CRITIQUE DE RAYLEIG H:
En posant = 0 dans I'équation (l11.105), on obtient :

1f |0F)? 2}
fn{r [55| +1a+1)F?{ar

(1 + DRa, = (IV.04)

_2[ aw)® o 2 2
T(T) ]n+fnr (Dyw () dr

Par le principe variationnel, on démontre d¢mevaleur minimale deka; est le minimum
absolue de la quantité du membre de droite dedtému(1V.04).
On a pour une harmonique sphérique d'ordre (poumade normal, qui crée l'instabilité), la

solution radiale F peut étre écrite comme suit :
1
F==2%; Aj]l%(al, i) (IV.05)

Aj Etant des coefficients constantgrient d'un changement de variable).

La fonctionF est un développement en séries de fonctions degrdessel du premier type.
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J,,1est la fonction de Bessel du premier type d'o(dre%)
2

a; jétant [g/*™ racine dql%; pourj = 1,2, ....
Toute cette étude se fera pour wionné (un mode normal de perturbation).
La solutiorF ainsi écrite vérifie la condition au limite en= 1, F = 0.

1
En effet, em =1, F = WZ]- Aj]l+%(al.j) =0
Car:j,,1(a,;) =0
2

On démontre que I¢§+3(a,,jr) forment une base orthogonale et:
2

2
fol r]l_l_%(al_jr).]l_l_%(al,kr) dT' = %611( []l'_'_l(al_j)] (|V06)
2
d;.est le symbole de croneck:er{1 stk = j}
jk y 0sik#jJ
L'équation (IV.02) devient:
DIW(r) = =34 (e m) (IV.07)

Ou:j varie en principe d& ac mais physiquement on ne prend que quelques valeurs
La solution W de cette équation peut allssi étre prise comme combinaison linéaire de
fonctionsW; telle que:

LesW; sont solutions de I'équation:
1
D}W;(r) = ﬁ]z%(al-fr) (1vV.09)

Et qui satisfont les conditions aux limitksprobléme.
On démontre que:

Jya(ar) o?;
1
D, (Dw;(r)) = = ]H%(al_ ) (IV.11)

Et encore:

D, (Dle(r)) = _sz<_ %]H%(aur)) (IV.12)

En utilisant le résultat précédent dansibdign (1V.10):
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J+1(“l,jr) "
D\ — 57— = —ai,;D (Dﬂ/l/j(r)) (IV.13)
JH}(“LJ’T) 5
= = —a;DW;(r) (IV.14)
Et donc:
1 ]l+%(al'1'r)
Dw;(r) = T (IV.15)
Ou encore:
1 aj;
D (r) = —@Tr’]l%(az,jr) (IV.16)
Et:
1 ]l+%(al'1'r)
W) == (IV.17)
Une solution complémentaird/g (r)esPrt + ¢y E+2),
Ainsi:
J 1(0(1_]'7')
(r) = 2 Nyl 4 D4 (1+2)
w;(r) = o TBUr +COr (IV.18)

ou:BWet cPsont déterminés par les conditions aux limites.
En effet: enr = 1,W;(r) = BY + ¢ =0

Clest a dirgV) = —c0)

Et donc:

1 ]H%(“l,jr)

wW;(r) :;‘fi

+BO(rt =) (Iv.19)

Et:

aw;(r) 1 d <]l+%(“”r)

= > +BO(Irt1 — (1 + 2)rD) - (1v.20)

- 4
dar ap dar

de(T')
r

= 0) (ar = 1), on obtient :

Sur la surface rigide(:

N R I
af; IVr Li d(ayjr) l+§ 2r3/2 l+§

+BDU-1-2)=0  (IV.21)

r=1

Ou encore
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L _opl =
afj]l+% 2BY) =0 (IV.22)
Donc:
B = — T ]H%(au) (IV.23)
Sur la surface Ilbre( WJ(T) )(en r = 1), on obtient :
J! 1(“1,;‘)
() _ 1 l+5
BY) = @D (IV.24)
Soit donc:
J! a(ay)
M =_1,2
BY) =—2q 7 (IvV.25)
Tel que:
{ 2 poursurfacerigideenr = 1}
q= _ . _ (IV.26)
(ZHl)poursurfacellbreenr =1
On rapporte le tout dans I'équation:
DF(r) = —=l(l+ 1)Ra;W(r)
On obtient:
i(al]r)
D, fz] A (ay,m) = X A;D; = o (IV.27)
Ou encore
(al]r) 2
z+— ar;
Z]A Dl— Z] <—#]Z+%(Ql,jr)> (|V28)
Et donc

l+—( LjT" )
—— + BO(r! —r(”z))} (IV.29)

ai; 1
YiAi£] z+§(“ur) =—Il(l+ DRa, ¥; Aj{ v
On multiplie 'équation de part et d'autre pa?/ , 1(a;,7) et on intégre suio,1]:
2
f01 Z]-A]-afjr]l+1(ocl,jr)]l#(ocl,kr)dr =1(l+ DRaq; {folAj #]l+1(al_jr)]l+1(al_kr)dr +
2 2 J 2 2

1 .
fo Z]-AjB(f)r3/2]l+%(al_kr)(rl - r(”z))dr} (IV.30)
En utilisant les propriétés des fonctions ésd®l, on trouve:
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211
2 1
Ak []l’+1(al,kr)]
2

2 3
- a2 |7 4. (D I+
. = l(l + 1)Ral {2 Ak flzk []H%(al_k)] + Z] A] fO B J ]H%(al,kr) (T 2

r7) dr} (IV.31)

On pose:

: R
G) =BW fol (T‘l+2 - rl+2)]l+%(al,kr)dr (IvV.32)

Ou: G)est un élément de la matricé dignes et colonnes.
k N el 3 z
i A; (7) =¥, 4B [ (rl+2 _ rl+2)]l+%(al,kr)dr (IV.33)

Dans I'évaluation de I'élément de ma(r’-jft)ele groupe intégra@) peut-étre apparent si les

diverses relations récursives validées par la fonctde Bessel sont utilisées de maniere
appropriée. On a:

] 1(0-’lk)
K\ — opti) Hz_
(5) =289 - (IV.34)

J

Relations de récurrence reliant les fonctions de Besel
3) Jo1(2) + Jps1(2) = 21, (2)
0) 11 (@) +215(2) = I} (@)
C) Jo-1(2) = Jus1(2) = 2/5(2)
d) Jo-1(2) = 2Ju(2) = Jo(2)

En utilisant davantage les relations dem&nce satisfaites par les fonctions de Bessai et

se rappelant que, , est un zéro dg  1(x), on trouve que:
2

2(143

I+
a,_k2)11+;(az,k) (IV.35)

]H;(al,k) =

Et encore :
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2(143
]l+%(al:k) - (a,,,:) l,+%

(IV.36)

Et donc, I'élémer@) s'écrit:

(E-) 22?( G )Jl+ (alk)> (IV.37)

] al'k
Ou encore :

k (l+3) , .

(7) =—4 a;; ]H_%(al,k)BU) (IV.38)
Et

7 1(0-’1,]')
i 1 I+

BY =45 — (IV.39)

Donc:
J7 a(ari))) a(ary)
L) I 3\ 2 i

(5)=-a(t+)—z— (va0)

Ainsi:

A;

10,/ 2 l[]’ 1(al,k)] ] 1( lk)] 1(‘111)
E[]H%(al.k)] afyAx = 11+ DRa,

2[1+5 3\ lt3
T 43, =q(1+
aty k Z] ( q ( ) al'ka“

(IV.41)
Qui est manifestement symeétriquekestj. On divise I'équation (IV.30) pafl + 1)Ra,; et

on réutilised;,. On obtient:

arg 1
2]l+ (@) <1(1+1)Ra azk)

On divise I'équation (1V.42) pa;r(l + %) on aura:

] 1( l])

2

a;

]l+1( l])
Se+q(l+3)—Z—ia4 =0 (V.42

o o Jj,(e)
X {(q(21+3)l&1+1)Ra, q(21+3)) Ojk + 1}2—13'].’41’ =0 (IV.43)
On pose:
]{J%(“U)A .
af;
On aura:
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aty 1 1 _
2 {<q(21+3)> [l(l+1)Ral - E] Sjc + 1} A;j=0 (IvV.44)

Un élément de la diagonale (j = k):

a?k 1 1
{(q(21+3)) [l(l+1)Ra, a?k] + 1} (Iv.45)

On obtient ainsi un probleme aux valeurs msmui impose un déterminant nul pour éviter la

solution triviale nulle.
La premiere approximation de la valeurRde est obtenue en définissant I'élément (1,1) de la

matrice .Le déterminant se réduit donc a un sé&umeént égale a zéro. C'est-a-dire:

aty .  _lli1=0 (IvV.46)
q(21+3) |1(1+1)Ray azs,1 B '
Donc:
I+ DRay = — %1 V.47
(I + DRa T a7,-q(21+3) (Iv.47)

OUa, ;: est une premiere racinejde
2

Mais avant de calculer la valeurRde , il faudrait déterminer approximativement les
premiéeres racines; , il est tres utile d'user des relations de ré@nae et des propriétés de
dérivation des fonctions de Bessel. On approcheénigorement les racines pour chaque modéle.

Par exemple, on a polie= 1 :

8
2Ra, = 4 (IV.48)

a?,-q(2+3)

a4 ;est la premiére racine féx), ou:
2

2 = |=(

sinx — x cos x)
TX

X
Les relations de récurrence utilisées pawatétermination des fonctions de Bessel
appropriées sont:

sin x

Jo(x) = X

2
i) = j;h @)
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CHAPITRE IV: DETERMINATION DES VALEURS CRITIQUES

J1() = EJO ()

8
6Ra, = 521 — (IV.49)

a5 1-q(4+3)

Dans le cak= 2

a, ,est la premiére racine éx), ou:
2

2(3)

X

]g(x) = ]g(x) —]%(x)

Et dans le cab= 3:

8
12Ra, = —21—  (IV.50)

a3,-q(4+3)

a3, est la premiére racine Héx), ou:
2

2(5)

X

]%(x) = ];(x) —]g(x)

Les valeurs du nombre Ra sont rapportéesldanableaux suivants selon le type de frontiere
considéree.

l 1 2 3
Ra 3.0940 x 103 5.2274 x 103 8.7786 x 103

Tableau 1:les valeurs critiques de Rayleigh pour le casudtase libre.
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CHAPITRE IV: DETERMINATION DES VALEURS CRITIQUES

l 1 2 3
Ra 8.1540 x 103 1.0559 x 10* 1.5368 x 10*

Tableau 2:les valeurs critiques de Rayleigh pour le casutfase rigide.

On note que la valeuta, critique est la valeur minimale .Dans notre castctelle qui
correspond b= 1.
Les valeurs d&a, critiques pour les cas de la surface libre somriafires a celles de la

Frontiere rigide. Ceci meéne a dire que les surfagedes freinent le mouvement convectif.
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Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire est tmeecanalytique du transfert de chaleur par
convection naturelle dans le manteau terrestre soamun champ gravitationnel radial a été

présentée.

Le modéle mathématique est représenté paeédestions de continuité, de quantité de

mouvement et de I'énergie dans les coordonnéedstamnes puis aux coordonnées sphériques.

L’approximation de Boussinesq et des hypabesimplificatrices sont adopté afin de
simplifier le systeme d’équations. La discrétisatites équations est réalisée par a méthode de la

théorie des perturbations infinitésimales.

Le but principal de notre étude est de désron'il y a instabilité thermique. On se propose
alors de calculer les valeurs critiques du nombliimansionnel Ra pour lesquelles se manifeste
les premiéres bifurcations, qui correspondent aul g2 démarrage de la convection dans le
fluide confiné dans un espace sphérique.

A la fin, on démontre que l'instabilité dégdetle la nature de la frontiére aux conditions

limites.
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Résumé

Ce travail concerne une étude analytique dest&bilité linéaire de la
convection naturelle pour un fluide répondant adét® de Boussinesq, soumis
au champ gravitationnel radial, dans une géoméplerique (cas du manteau
terrestre) et en présence d’'une source de chaheme. Par la théorie des
perturbations infinitésimales, on démontre qu'd ynstabilité thermique. On se
propose de calculer les valeurs critiques du norabdmmensionnel Ra (Rayleigh)
qui correspondent au seuil de démarrage de la cbamedans le fluide confiné

dans une sphére. On trouve que ces valeurs cstidépendent de la géométrie

et de la nature des frontiéres qu’elles soientlegiou libres.
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