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Introduction

Dans nombeux domaines scientifique, on ne peut pas trouver explicitement et
exactement les solutions de ses problémes parce que la fonction & étudier est tres

compliquée ou bien elle a donnée sous forme des données expérimentales.

Donc, en analyse numérique on substitue trés souvent cette fonction par un poly-
nome a partir des méthodes de calculs existantes : Interpolation et Approximation
polynomiale. On trouve aprés que ’approximation est la plus utilisée puisque elle
n’a pas une relation entre le degré du polynome qu’approche la fonction et le
nombre des points (des abscisses) de I'expérience; en plus, I'interpolation reste
toujours un cas particulier de ’approximation des moindres carrées discréte dans

le cas ot N = n.

A la grande importance et 1'utilité de I’approximation des moindres carrées on
la proposée comme un sujet d’étude de notre mémoire. L'une des idées les plus
efficaces de cette notion est de minimiser ’erreur commise entre la fonction exacte

et le polynéme approchant cette fonction.

La méthode des moindres carrés est une méthode de base et elle est extrémement
importante & plusieurs domaines (physique, mécanique, électronique,...) parce
qu’elle nous permet de donner des modéles mathématiques a notre expérience.

Cette méthode est découverte par Johan Carl Friedsch Goss, mathématicien, as-



Introduction

tronome et physicien allemand, il a été découvert en 1809 et elle est apparu dans

le volume 2 de son travail en mécanique céleste.

Dans notre travail, le premier chapitre contient trois sections : la premiére section
présente quelques notions de base et quelques définitions et remarques qui seront
utilisée dans le reste du travail. Dans la deuxieme et la troisieme section, on
présente le théoréme de base d’existence d’une meilleure approximation ; ensuite,
on donne le théoréme de Weirstrass qui joue un role trés important dans ’approche

d’une fonction continue par un polynéme.

Au deuxiéme chapitre, on va voir en détail la méthode des moindres carrées, on
mentionne ses caractéristiques les plus importantes. On va préciser que cette no-
tion est dans un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (espace préhilbertien).
Pour la construction de la meilleure approximation polynomiale, on va donner la
condition nécessaire et suffisante et on va terminer ce chapitre par 1’algorithme

d’orthogonalisation de Schmidt pour faciliter les calculs.

N

Le troisiéeme chapitre est consacré & ’application de la méthode des moindres
carrées dans la régression linéaire et nous abordons également un exemple des
moindres carrés utilisé en dehors du domaine des Mathématiques ; exactement en

mécanique (Identification des variations thermique).

Enfin, nous concluons par une conclusion générale.



Chapitre 1

Généralités sur approximation

Le premier chapitre est toujours un chapitre introductif ; donc, on essaye de donner

les notions de base qu’on aura besoin dans notre sujet.

Dans notre étude, on va approcher une fonction continue par une autre facile
a calculer et garde les mémes propriétés que la premiére a condition que cette

derniére fonction est la plus proche que la premiére.

1.1 Quelques notions de base

Mathématiquement, pour mesurer la précision de cette approximation ou bien
la distance entre la fonction exacte et la fonction approchée, il faut présenter

quelques définitions nécessaires.

Définition (1.1) :  On appelle une distance sur un ensemble E toute applica-

tion :
d: ExE—RT

(z,y) — d(z,y)
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vérifie les propriétés suivantes :

1. d(z,y) =0 <=z =y; Vz,y € E.

2. d(z,y) = d(y,x); Va,y € E (symétrie).

3. Vz,y,z € E;on a:d(xy) <d(z, z)+d(z,vy); (inégalité triangulaire).
L’espace métrique est tout ensemble ' muni d’une distance d; c’est-a-dire : le
couple (E,d). [1]

Définition (1.2) : Soit E un espace vectoriel sur R ou C. On dit que l'appli-

cation : ||.|| : E — R est une norme sur E, si elle vérifie les conditions :

1. ||z =0<=z=0.
2. || Ax|| = |\ ||z]| ; pour tout N € R et x € E.

3 Mz +yll < llzll + [lyll s pour tout z,y € E.

Si on munit ’ensemble E par la norme ||.|| définie précédemment; (£, ||.||); on

trouve alors un espace vectoriel normé.

Définition (1.3) :  Si (E, d) est un espace métrique; pour x € E et r >0, on
définit :

1. La boule ouverte de centre x et de rayon r: B(x,r) ={y € E :d(y,x) <r}

2. La boule fermée de centre x et de rayon r: B(z,7) ={y € E :d(y,x) < r}

3. Le sphére de centre x et de rayon r: S(z,r) ={y € E:d(y,z) =r}. [6]

Définition (1.4) : On appelle espace topologique toute couple (E,QO) ; avec E

est un ensemble et O est une famille de partie de E appelée les ouvert vérifiant :

1. E, & sont des ouverts.

2. Toute réunion d’ouverts est un ouvert.
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3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

On a cité précédemment, qu’on veut approcher une fonction continue f dans un
espace F par P* dans I'espace V; ou V C E et on essaye de minimiser la distance

qui sépare f et P*. Si on travaille dans un espace métrique, on a alors :

d(f,P*) = rqneigld(f, q)

P~ est appelé la meilleure approximation de la fonction f dans ’espace V' au sens
de la distance d et comme abréviation on peut prendre (M.A4). C’est exactement
la méme chose si on travaille dans un espace vectoriel normé munit d’une norme

||l.]l- On dit que P* est la meilleure approximation de f (dans V'); si :
— P*| = min||f — q||.
If = Pl = min |f — g

Cette fois P*est la M.A de f au sens da la norme ||.||.

1.2 Existence d’une meilleure approximation

Dans cette section, on expose le Théoréme de base qui nous donne les conditions

d’existence et d’unicité de la meilleure approximation d’une fonction continue.

Théoréme (1.1) :  Si E est un espace vectoriel normé sur R ou C et V est
un sous espace vectoriel de dimension finie de E ; alors : Vf € E ; il existe au

moins un P* €V ; tel que :

I = Pl =minlf ~qll. 0
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D’aprés ce théoréme, il est clair que la condition d’existence d’une meilleure ap-

proximation est que le sous espace V' soit de dimension finie.

Avant de commencer la démonstration de ce théoréme, il est nécessaire de vous
rappeler que dans un espace de dimension finie, les boules sont compactes ; ce qui
nous permet de conclure que : pour toute suite bornée on peut extraire une sous

suite convergente.

Démonstration : En effet, on pose : g = Iqréi‘gl Ilf — ¢q|l comme g = 0 est dans
Viona:g<|f].

dong, il reste & étudier || f — ¢|| sur la partie fermée bornée K = fj7/(f)NV de V
qui est de dimension finie; la fonction continue || f — ¢g|| atteint sa borne inférieure

g en au moins un point ¢ = P* du compact K.

Pour simplifier la compréhension, on présente la figure suivante laquelle, on a
noté 5y (f) qui contient 0 sur sa frontiére et aussi f7(f) (en trait plus gras) qui

touche V en P*.

Cette démonstration peut se faire facilement par 'utilisation des composantes de
q aux éléments de base de V{1, ¢, ..., .} et on considére ||f — ¢|| comme une
fonction continue de ces composantes réelles ou complexes, que I’on minimise apres
n
sur une partie compacte K de R™ ou C" avec K = {ay,...,a, : Zak<pk € K}.
k=1

¢ 2

En analyse numérique, On cherche souvent & approcher la fonction continue f par
un polynome; (la plus simple fonction continue) ; on cherche alors d’une approxi-
mation polynomiale. Ce type d’approximation est trés connue et elle est autorisée

par un théoreme extrémement important ; c’est le théoreme de Weirstrass.
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1.3 Théoréme d’approximation de Weirstrass

Ce théoréme confirme que toute fonction continue est une limite d’une suite de

polynoémes, donc il confirme la densité de P dans C([a, b]).

Théoréme (1.2) :  L’espace P des fonctions polynomiales est dense dans C([a, b)) ;
Uespace des fonction continues sur l'intervalle [a, b] ; muni de la topologie associée

a la norme uniforme.

Démonstration : Pour démontrer ce théoréme, tout d’abord, on va supposer
le cas particulier, ot a = 0 et b = 1; c’est-a-dire : on consideére f € C([0,1]) et on

introduit la suite de polyndémes de Bernstein B,, pour la fonction f

n

B ()= 3 (' -2 f (1)

1=0

On applique la définition mathématique de la continuité uniforme d’une fonction

f sur l'intervalle [a, b], on a :
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Pour tout € > 0, il existe un § > 0; tel que :
Yy €[0,1]; lz—yl<d=[f(z) - fly)| <e

Supposant un élément arbitraire = € [0, 1] et on effectue les calculs :

n

B, (z) — f(z)] = Z (a1 —2)"f (L) — fl)
< Z (M 2i(L—2)" | (L) — f(2)]
< ) Mail-a)rTe+ Y (M2l -a)" 2] fl,

i %—ax|§6 I3 %—x|>5

<et2lfle Y, (Mo

) %—x|>5

Lorsque n est suffisamment grand, le terme Z (M) 2'(1 — x)" " est tres petit

i:|%‘f:v|>5
(plus petit qu’epsilon quel que soit ) ; ce qui nous permet de déduire la conver-

gence uniforme vers 0 quand n — oco. ¢

Maintenant, on revient au lemme que nous allons utiliser dans la démonstration

du théoréme :

Lemme (1.3) : Pour a > 0, on introduit la fonction U, : [0,1] — R définie
par U, () = z* (1 — x)®. Cette fonction est strictement croissante sur [0,a] et

strictement décroissante sur |o, 1].
En plus, st a et b sont donnés de sorte que : 0 < a<b<aoua<b<a<l;

on trouve alors :

Uy (2) < exp 2@ U, (b). O
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Démonstration du lemme : Comme d’habitude, pour étudier la monotonité

de U, il suffit d’étudier le signe de sa dérivée pour la seconde partie.

Dans ce qui suit, il suffit d’étudier le cas ou 0 < a < b < « et le reste c’est

exactement de la méme maniére.

Le cas ot a = 0 est évident parce que U, (a) = 0. Pour traiter les autres cas, on

introduit la fonction logarithmique et on veut montrer que la fonction :

L(z) =IlU,(z) —1InU, (b)+2(z —b)* <0 sur |0, ).
L'(x) :ﬁJrél(x—b) >4(a—1)+4(x—b) >0.

La deuxiéme inégalité est un résultat immédiat du fait que :

Vre€)0,1]:0<z(l—x) <

| =

Si en constatant que L(b) = 0, en trouvant que L(x) < 0. Pour achever la dé-

monstration du théoréme, on divise la somme :

Y, ' —a

%—x|>6

IS

en deux termes : Z et Z B

it L <z—d | L|<a+o



Chapitre 2

Approximation des moindres

carreés

Dans ce chapitre, on va donner I’essentiel de notre théme qui est I’approximation
au sens des moindres carrés qui a deux formes : la forme continue et la forme

discréte.

Cette notion cherche toujours la meilleure approximation d’une fonction continue
mais cette fois dans un espace préhilbertien. C’est-a-dire : un espace vectoriel

muni d’un produit scalaire.

A cette raison et logiquement, on va commencer ce chapitre par la définition

suivante :

Définition (2.1) :  Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E est une
application de E X E & valeur dans R; (.,.) : E X E — R vérifiant les conditions
sutvantes :

1.{f,f/)=0=f=0,Vf € FE (définie).

2.(f,f) >0,Vf e E (positive).

10
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3.(f,9) =19, f),Vf,g € E X E (symétrique).

4. (af + Bg,h) = a(f,h) + B{g,h),Vf,g,h € E et Va, 3 € R (bilinéaire).
Done (E,(.,.)) est appelé un espace préhilbertien.

A titre d’exemple, on peut prendre les produits scalaires les plus connus et les

plus utilisés comme :

Premiérement : sur E =R", on a :

<3§',y> = leyza T,y € R™.

=1

Deuziément : E = C}, ([0,1],R); espace des fonctions continues bornées :

(f,9) :/f(x)g(m)dx

Dans ce chapitre, on aura besoin aussi de la définition d’un systéme orthogonal.

Définition (2.2) : Deux élément f est g de l’espace E sont orthogonauz si :

(f,g9) = 0. D’une maniére générale, un systéme de vecteur { f,} € E est orthogonal

st {fn, fm) = 0 pour n # m.

2.1 Meilleure approximation dans un espace pré-

hilbertien

Dans ce qui suit, on donne une fonction continue sur l'intervalle [a,b]; f € E =

C' ([a, b]) et on essaye de trouver sa meilleure approximation au sens des moindres

11
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carrés ¢* € V .C C'([a,b]) et bien sar vérifie la relation :

If = ¢"llp =min[[f —¢llg; feE.
eV

On cherche cette fois I'élément ¢* € V le plus proche de f € F au sens de la
norme : |l.||z = /(.,.). On peut dire ici que tout espace préhilbertien est un

espace vectoriel normé par rapport & la norme précédente.

Donc, d’apres ce que nous avons vu dans le premier chapitre, il existe la meilleure
approximation ¢* si on prend tout simplement le sous espace vectoriel V' de di-

mension finie.

Théoréme (2.1) :  Une condition nécessaire et suffisante pour que * € V' soit

une meilleure approzimation de f € E dans un espace préhilbertien est que :
(f—¢"0)=0,VpeV. ¢

Démonstration : On veut montrer ici que si (f — ¢*, ) = 0 pour tout p € V,

alors ¢* est la meilleure approximation de f.

En effet, soit ¢ € V' et on pose : h = ¢ — ¢*. Il est clair que :
p=¢"+(p—¢) =9 +h
h € V parce que V est un sous espace vectoriel :

1f =’ =1f = (@ +n)*

12



Chapitre 2. Approximation des moindres carrés

On introduit le produit scalaire et on effectue les calculs :

If—@l? =(f—(¢*+h),f— (¢ +h))
=((f =) +h,(f =)+ h).

On utilise les propriétés d’un produit scalaire :

If =l =((f—¢)+h (f—¢)+{(f—¢")+hh)
:<f_§0*7f_90*>+<h7f_(p*>+<f_90*7h>+<h7h>

Parce que h € V, on a alors:

(h,f=¢") =(f—¢" h) =0
Ce qui implique que :

1= ell® = 1f =& 1" + Il
On peut conclure ici que :

I =l > 11f = ¢*I1*; Vo e V.
Autrement, cette derniére inégalité, on peut ’écrire :

17 = ¢l =minllf = ¢l feV;

ce qui nous permet de dire que : ¢* est la meilleure approximation. ¢

13
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2.2 Construction de ©*

Comme V est un sous espace vectoriel de dimension finie de l'espace E = C' ([a, b]),
on peut supposer que {@g, ¢1, ..., ¢, } forme une base de V'; c’est-a-dire les élé-
ments @, 1, - - ., Y, engendre cet espace ; ce qui nous permet d’écrire ¢* € V' sous

forme d’une combinaison linéaire de ces éléments :

*

©* =agpo +ajpr+ -+ ayen

n
B *
= E :ak@k-
k=0

On commence la construction par la condition nécessaire et suffisante de la meilleure

approximation :

(f—¢"0)=0; VpeV.

Pour chaque j =0,1,...,n; ¢; € V; donc cette formule reste valable :

(f =9 0) =0 (f = arerp;) =0,
k=0

on utilise la linéarité d’un produit scalaire pour trouver :

n

(f,e5) = O _arer, 05) =0,

k=0

ce qui implique :

(fr05) = O _aker, ;).

k=0
Toujours la linéarité du produit scalaire qui nous permet d’écrire :
n

(fr03) = D _ailons ),

k=0

14
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autrement :

<¢j’f> = Zaz<<10]7§0k>a ]: 0,1,.‘.,771.

k=0

On peut traduire la derniére formule par points :

Pour j =0:

iaﬂs@o, ©r) = ag{po, po) + aj(wo, v1) + - + ap{vo, n) = (o, f)
k=0

Pour j =1:
St 01, 0k} = @31, o) + af{on, 1) -+ aion, ) = (01, ),
k=0

et ainsi de suite jusqu'a: j =n:
iazm, ©r) = ap{Pn, o) + a1 (Pn, P1) + - -+ A (O, On) = (Pn, f)-

k=0

Finalement, on trouve le systéme des moindres carrés Ha = b qu’on peut ’écrire

matriciellement comme suit :

(0o, 00) (w0, 1) -+ -+ {Po,Pn) ag (@o, f)

(P1,00) (P1,01) - o {P1,¢n) a; (o1, f)
X =

(Onr0) {po,01) =+ o (PnsPn) a {(©n, f)

Il est trés connu que 'approximation des moindres carrés est donnée en deux
formes ou bien deux types (type continue ou discret) a partir de quelques données

expérimentales d’un probléme numeérique.

15
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2.2.1 Approximation continue des moindres carrés
On introduit w une fonction poids positive et ne pouvant s’annuler qu’en un
nombre fini de point [a, b] ;telle que :

b
/w (x) h () dx existe; Vh € C ([a,b]).

a
Dans ce cas, on définit le produit scalaire :

b

(f. ) = / w (@) f (x) g (x) dr,

a
en substituant ce produit scalaire pour trouver le systéme linéaire suivant :

b

ap [w(z)p; (x) gk (v)de = [w(x)p;(z) f(z)de; j=0,1,...,n
; a/ ¥ Pk / ¥ J

a

2.2.2 Approximation discréte des moindres carrés

Maintenant, f est une fonction définie sur l'intervalle [a,b] dont on connait les
valeurs f (z;) qu’elle prend en (N + 1) points distincts zg,z1,...,2y de [a,b]
(données discrétes) et w () est une fonction poids positive. Dans ce type d’ap-

proximation, on considere le produit scalaire donné par :

Alors, le systéme des moindres carrés s’écrit :

Zak (Zw x;) pj (zi) o xl> Zw (i) pj (x:) f(24) .

k=0 =0

16
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Remarque :  Supposant que la base {pg, @1, ..., on} du sous espace vectoriel V

forme un systéme orthonormé ; c’est-a-dire :

(ispj) =0 sii#j

(pivpj) =1 sii=]

donc on peut déduire directement la solution du systéme des moindres carrés par :

az = <f7 Spk>7

ce qui donne :

En analyse numérique, on essaye de faciliter ’étude d’un probléme donné ; a cette
raison, on approche la fonction continue f par un polynéme. Donc, dans la section
suivante, on substitue le sous espace V par P, 'espace des polyndémes de degré
inférieure o égal a n et les éléments de base g, ¢1, ..., @, par les mondmes

2%, 21, ... 2™ qui engendre ’espace P,,.

2.3 Meilleure approximation polyndémiale

On cherche cette fois un polynome qui est le «plus proche» de f au sens de la

norme .||z = /(. .). Cette meilleure approximation polynomiale on le notera
n

par : P qui égal & P (z) = Za’,;zk.
k=0

Comme on a vu précédemment, pour déterminer les coefficients aj, ; pour k entre
0 et n et pour lesquels P réalise la minimalité ; on utilise toujours le systéeme des

moindres carrés Ha = b; en tenant compte les substitutions nécessaires.
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Chapitre 2. Approximation des moindres carrés

En effet, étant donnés N points (g, x1, . . ., zy) distincts deux a deux et N valeurs

(f (a:z))f\;l associées, ou N est en général trés grand par rapport a n.

Géomeétriquement, on essaye de passer la courbe approchée de P le plus prés
possible ; c’est-a-dire : on cherche & minimiser I’erreur entre la fonction exacte f

et la fonction approchée sous la forme d’un polynéme P;. Dans ce cas, la matrice

associée au systéme Ha = b et le second membre b sont respectivement :

N N N
i=0 i=0 i=0
N N N
E E 2 § n+1
'rl I’Z PR .. xl
" i=0 i=0 =0
N N N
n n—+1 2n
> D >
=0 1=0 =0
Il est clair que la matrice H € R(»+1)x(n+1),

Dans la suite, on introduit une matrice trés connue c’est la matrice de Vander-

monde, on la notera par W et elle définie par :

1 =z T
1 = T
1
W =
1 zn TN

La matrice associée au systéme des moindres carrés est une multiplication matri-

18
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Chapitre 2. Approximation des moindres carrés

cielle d'une matrice de Vandermonde pas sa transposée ; c’est-a-dire :
H=W'Wetb=W"y

avec y = (f (zo), f(z1),..., f (zn))", donc WTWa =WTy. [5]

Cas particulier : Le probléme d’interpolation polynomial; qui est trés connu
en analyse numérique ; est un cas particulier de l’approximation polyndmiale des
moindres carrés dans le cas ot N et n sont identique, c’est-a-dire : N = n. Dans

ce cas, la matrice de Vandermonde W est une matrice carrée de déterminant :

det (W)= [] (21— #0.
0<i<j<n
Algébriquement W7 et inversible, donc (VVT)f1 existe. Par une prémultiplication
des deux membres de I'équation WTW et b = W'y par (WT)_I, on obtient une
équation plus simple et facilement calculable : Wa = y; c’est également le systéme

d’interpolation polynémial. [4]

On a cité précédemment qu’ on n’a pas besoin de résoudre le systéme des moindres
carrés si la base de ’espace est orthonormée parce que la solution est immédiate.
Heureusement, on peut toujours construire une famille orthonormale & partir d’une
famille de vecteurs linéairement indépendants grace a la méthode d’orthogonali-

sation de Gram-Schmidt.
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Chapitre 2. Approximation des moindres carrés

2.4 Algorithme d’orthogonalisation de Schmidt :

Dans cette section, on présente une procédure extrémement importante dans notre
étude qui consiste & transformer la base canonique de I’espace des polynémes P, ;
{1,z,2% ...,2"} en une base des polyndomes {pg,¢1,...,p,} orthogonaux par

I’algorithme récursif suivant :

Initialisation :
wo(x)=Tlet g (z)=2—0
pour j > 2:

Pi) = (T — ;) pj1(7) = Bjpja (x), o

] 9 Ty Syt
lpj-aI”
et
6] = <x¢j_17gpj_2>’ j :2’3,...,711-

2
@l

Alors, on construit les polynémes :

Qi) = + @}_; (2),

ol 3 _; est un polynome de degré inférieure a j; tel que :

<%0k:,S0j> = 0 pour tout j # k,
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Chapitre 2. Approximation des moindres carrés

de plus, si on écrit ¢* sous la forme :

n
sk *
Pn = E 0%k,
k=0

on a alors :

o = (fyon)/ lowll” pour k=10,1,2,...

21



Chapitre 3

Applications des moindres carrés

Dans ce chapitre, on va présenter quelques applications de la méthode des moindres
carrés afin de démontrer la grande utilité de cette notion dans les domaines scien-

tifiques.

On applique souvent la méthode des moindres carrés pour identifier les paramétres

des modéles mathématiques d’un systéme, & partir des données expérimentales.

Pour mesurer la performance de cette méthode, il faut minimiser I’erreur commise ;
C’est-a-dire : on minimise la somme des carrés de la différence entre les valeurs

exactes et les valeurs approchées.

3.1 Reégression linéaire

La premiere application qu’on va voir est trés utilisée et elle est la plus simple et

la plus classique.

App 1 : A partir d’'une expérience, on trouve les valeurs expérimentales suivantes
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Chapitre 3. Applications des moindres carrés

qui ont le méme poids w; = 1:

|0 1 2 3 |4

z; | 0 01/02]0304

y; | —05]102]06|12]|1.3

On cherche ici la plus proche droite au nuage de ces points. L’approximation des
moindres carrés minimise ’erreur entre les valeurs exactes et les valeurs appro-

chées ; donc, elle minimise la quantité :

ol y = a*xr + b* est la droite cherchée.

Pour atteindre ce minimum, on applique ce que nous avons vu dans le deuxiéme
chapitre, alors : on considére le systéme des moindres carrés Ha = b et le systéme
équivalent :

WIiWa =W1y.

Dans notre cas,ona: N =4etn=1:

1 1 0 Yo —0.5
1 1 0.1 n 0.2

W=1I1ua [=] 102 |ety=|y |=]| 06
1 x5 1 0.3 Y3 1.2
1 x4 1 04 Ya 1.3
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Chapitre 3. Applications des moindres carrés

et le vecteur cherché qui réalise le minimum des moindres carrés est :

b*
a =
a*
qui forme une solution du systéme :
. - 5 1 b* 2.8
Wi Wa=W"y <+ =
1 03 a* 1.02
Apreés la résolution de ce systéme linéaire; on trouve : a* = 4.6 et b* = —0.36.

Donc la droite qui est la meilleurs approximation au sens des moindres carrés de

ces résultats expérimentaux est : y = 4.6z — 0.36.

App 2 : On applique une fois une expérience et on pose les données qu’on a

trouvées dans le tableau suivant :

v |1 2 3 4 5|6 7 |8 9 10

z; | 0 051 1512253 3514 |45

v, 13112524123 12]17]16]15]1.2|1.3

La courbe de la fonction associée & ces données expérimentales est de la forme :

y = Pexp *; ol a et B sont deux parameétres réels a déterminer.

Le but ici est de déterminer la droite la plus proche de cette fonction ; ¢’est-a-dire :
la droite qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres carrés sous

forme d’un polynéme de degré 1. Pour aboutir a notre but, il est clair que :

log (y) = —ax +log (B) = a*x + b".
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Chapitre 3. Applications des moindres carrés

En tenant compte cette nouvelle fonction, on trouve alors des nouveaux résultats :

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T 0 05 |1 1.5 |2 25 |3 3.5 |4 4.5

log (y;) | 1.13 1 0.92 | 0.88 | 0.83 | 0.69 | 0.53 | 0.47 | 0.41 | 0.18 | 0.26

En effet, dans cette expérience, on a N =9 et n = 1.

Au début, on considére toujours le systéme des moindres carrés : WTWa = WTy;

avec :

1 11 1 1 1 1 1 1 1
W =
0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5

et

T
y= ( 1.13 0.92 0.88 0.83 0.69 0.53 0.47 0.41 0.18 0.26 ) .
Par quelques calculs algébriques simples, on trouve le systéeme :

T T 10 225 b* 6.3
W Wa=W"y& =

22.5 71.25 a* 10.025
On peut facilement résoudre ce systéme linéaire pour trouver la solution :

a* = —0.2012 et b* = 1.0827.

Enfin, pour déterminer les parameétres v et 5 de la premieére fonction, il suffit de

prendre : & = —a* = 0.2012 et log (8) = b, ce qui donne : 3 = exp® = exp! 827,

Dans la section suivante, on présente une étude sur le probléme d’identification des
variations thermique dépendant de la température dans 1’équation de la chaleur

non stationnaire et non linéaire. (Voir [3])
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Chapitre 3. Applications des moindres carrés

3.2 Etude numérique de la conductivité ther-
mique

Pour décrire le transfert de la chaleur dans la charge du four occupé par un
matériau poreux homogene, on aura besoin : d’abord de 1’équation de la chaleur et
le probléme inverse qui consiste & trouver le paramétre de conductivité thermique
dépendant des températures mesurées en points fixes du matériau; ensuite, On
introduit quelques méthodes numériques : la premiére basée sur le schéma aux
différences finies et la deuxiéme c’est la méthode des moindres carrés pour la

résolution numérique des problémes directs et inverses qui a été développé.

Figurel : appareil de mesure de Température dans la charge.

L’étude qui faite par [3] consiste & mesurer la température dans la zone du faisceau

de barres d’acier carré (10mm) qui a été chauffé.
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Chapitre 3. Applications des moindres carrés

dans cette expérience, on utilise une chambre électrique du laboratoire, un four de
puissance : 16kW . Le processus de chauffage a été effectué pour une température
ts passant de la température ambiante a la température finale de 750°C' qui a été

atteint aprés 55 min.

On considére huit points de mesures de 0 & 7 et les températures associées de t
a t7. les mesures qu’on a trouvées, on les posées dans le tableau ci dessue et les

étapes nécessaires pour les calculs sont réduites dans I'algorithme suivant.

Le processus de chauffage du faisceau jusqu’a la derniére température pour les

conditions adoptées a duré environ 200 main.

Les dates recueillies au cours de 1’essai ont été utilisées pour d’autres calculs de
la conductivité thermique du faisceau. On traite la matrice obtenue en utilisant

les moindres carrés en supposant que le polynéme de degré p = 0.

Par suite, on résout le probléme direct avec le parameétre identifié ; ensuite, nous

comparons les résultats de la solution au probléme direct avec des mesures réelles.
Algorithme : Identification par mesure réelle

Initialisation : Le degré initial du polynome p = 0 et la valeur initiale du temps.
Tant que : J(\) s’améliore pour plusieurs degrés polynomiauz, alors :

1 : Lire les données de mesure.

2 : Choisir la valeur de A, (un multiple du pas de temps) pour le probléme

nwverse.

3 : On applique la méthodes des différences finies sur l’équation de la chaleur

pour calculer une matrice \;; correspondante a un certain température T ;
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Chapitre 3. Applications des moindres carrés

(Tiy1y — Tiy)

1
A, = Nij+1 (Tz’,j+1 — 7-'2]) +Nij (Ti,jq - ng) (1 — —.) .

J

4 : On introduit la méthode des moindres carrés pour traiter les valeurs de

Nij et les températures correspondantes T; ; (pour le polynome de degré p).

5 : Résoudre le probleme Pp avec le polynome X\ de degré p a la place de la

thermique conductivité.
6 : Calculez la valeur de J(\) selon ’équation.
7 : Définir : p=p+ 1.

8 : Définir : T =T+ pas de temps.

Si non arréter. [3]

P 0 1 2 3 4 5 6 7

A;=300et e =1 |4845.8 | 3893.4 | 5137.7 | 4872.0 | 4403.2 | 4433.3 | 4432.3 | 4467.6

Tableau : valeurs fonctionnelles des couts pour les mesures réelles.
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')\'r W!’(m DC:'

l(ilﬂ 200 300 400 500 600 70O
temperature, °C

Figure 2 Basée sur llidentification sur mesures réelles.
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Conclusion

En analyse numérique, on peut approximer n’importe quelle fonction continue
par un polyndéme en se basant sur le théoréme de Weirstrass et pour trouver la
meilleure approximation, on a appliqué la méthode des moindres carrés. Cette
derniere méthode est basée sur la minimisation de la somme des carrées de la

différence entre les valeurs exactes et les valeurs approchées.

les résultats de cette technique; comme on a vu au chapitre trois; sont trés in-
téressants ce qui nous permet de remarquer que la méthode des moindres carrés
est la meilleure méthode pour minimiser ’erreur commise entre la fonction et son

approximation.

30



Bibliographie

[1] Alain Faisant .novembre 1996. TP et TD de topologie générale; Imprimé en

France. Dépot légal .

[2] Alphonse Magnus. Analyse numérique ; approximation, interpolation et inté-
gration. Institut de Mathématiques Pure et Appliquée, Université Catholique

de Louvain.

[3] Anna Ivanova, Stanislaw Migorski, Rafal Wyczolkowski et Dinirsty Ivanov. In-
ternational Journal of Numerical Methods pour le flux de chaleur et de fluide ;

Vol 30 N° 6, 2020 pp 3083-3099.

[4] Derraji Salah. Analyse Numérique I ; Office des publications universitaires :

Place centrale de Ben Aknoun (Alger).

[5] Ionut Danaila, Pascal Joly, Sidi Mahmoud Kaber et Marie Postel. 2005; In-

troduction au calcul scientifique par la pratique ; Paris.

[6] Petru Mironexu. 2005, Cours de topologie métrique.

31



Résumé

Dans ce mémoire, nous avons abordé I'un des sujets les plus importants en
analyse mathématique et numérique ; C'est le probleme d’approximation et plus
précisément la méthode des moindres carrés qui a comme but d’approcher une
fonction continue par un polyndome et d’arrondir par les moindres carrés |'erreur
entre cette fonction et le polynéme qui I'approche.

Mots-clés :

Approximation, méthode des moindres carrés, le polyndme, approximation des
moindres carrés.

Abstract

In this Memory, we have addressed one of the most important subjects of
mathematical and numerical analysis, namely : the approximation using the least
square méthode That dépends on the polynomial That approches the continus
fonctions. By the smallest squares, we reduct the difference between the actual
function and the polynomial approaching This function.

Key Word :

Approximation ,polynomial ,méthode least square, approximation least square.
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