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Introduction

La théorie des systémes dynamiques est une branche calssique des mathématiques [8] in-
troduite par Newton vers 1665, et avait initialement pour objet I’étude du comportement
qualitatif des trajectoires d’'un champ de vecteurs. Cette théorie fournit des modeéles ma-
thématiques, pour des systémes évoluant dans le temps et suivant des régles généralement
exprimés sous forme analytique comme un systéme d’équation différentielles ordinaires [1J.
Ces modeéles sont appelés systémes dynamiques continus.

Dans les années 1880, Poincaré trouva commode de remplacer certains systémes dyna-
miques par des systémes dynamiques discrets décrits par des équations aux diffirences
(ou récurrences, ou transformations ponctuelles), c’est a dire, des systémes dans lesquels
le temps évolue par ruptures de séquences réguliéres. Ainsi, depuis plus de cent ans, les
systémes dynamiques sont définis en deux classes : les systémes continus et discrets [2].
Les modéles des systémes dynamiques dépendent généralement d’un ou plusieurs para-
meétres, ol la variation des parameétres peut provoquer des changements qualitatifs et
quantitatifs de ses propriétés. Ce changement produit une phénoméne que nous appelle-
rons bifurcation [2]. Les types de bifurcation (locales ou globales) sont déterminés par leur
effet sur le systéme, ou par la fagcon dont ils se produisent, ce qui est généralement lié a
leurs causes.

Les types de bifurcation considérer dans ce travail sont des bifurcations globales [3]. Elles
correspondent & un contact entre deux ensembles singuliers de nature différents et elles

ne font pas forcément intervenir le voisinage de la solution dont les linéarisations locales
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autour de la solution ne seront donc d’aucunes d’aide.

L’objet de ce mémoire consiste en une présentation d’une étude d’un systéme dynamique
discret modélisé par une transformation ponctuelle bidimensionnelle non inversible dépen-
dant de parameétre et caractériser quelques bifurcations globales.

Le mémoire est divisé en deux chapitres.

Dans le premier chapitre nous allons introduire les notions générales concernant les sys-
témes dynamiques discrets telles que : (les attracteurs, stabilité des attracteurs réguliers,
ensemble stable et instable et le bassin d’attraction).

Le deuxiéme chapitre sera consacré a la théorie de bifurcation ot nous s’intéressons aux
deux types de bifurcations globales, les bifurcations bassin d’attraction et les bifurcations
homoclines et hétéroclines. Nous terminons ce chapitre par une étude analytique et nu-

mérique d’un exemple illustratif.



Chapitre 1

Notions générales sur les systémes

dynamiques discrets

En mathématique, en phisique, et en ingénierie un systéme dynamique est un systéme
classique qui évolue au cours du temps de facon a la fois :

Causale : c-a-d que son avenir ne dépend que des phénoménes du passé ou de présent.
Déterministe : c.a.d qu’a une condition initiale donnée a I'instant présent va correspondre
a chaque instant ultérieur un et un seul état futur possible.

Dans ce chapitre on donne des notions générales et préliminaires pour 1’étude qualitative

des systémes dynamiques, ainsi que certaines propriétés que I'on utilisera dans ce travail.

1.1 Systéme dynamique

Définition 1.1.1 [2/On appelle systéme dynamique un triplet (X, T, f) ot X est un espace
métrique (généralement X C R™) T est l’ensemble R, Z ou N, et f une application

continue de X x T dans X wvérifiant :

f(z,0) =z,Vz € X.
f(flz,t),7) = flz,t+7), Vt,7 €T, Vo € X.
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e La fonction f décrit la fagon dont le systéme évolue au cours du temps.

e L’espace temporel T dépend en général du phénoméne que l'on souhaite modéliser. Si
T = R, le systéeme (X, T, f) est dit continu, et si T = N ou T = Z, le systéme
(X, T, f) est dit discret.

o L’espace X s’appelle l’espace d’état (de phase) du systéme et tous les états possibles d’un
systéme sont caractérisés par les points de cet ensemble. En réalité, la spécification
d’un point x € X doit étre suffisante non seulement pour décrire la position actuelle

du systéme, mais également pour déterminer son évolution.

1.1.1 Systéme dynamique continu

Dans le cas général, un systéme dynamique autonome continu peut étre représenté par

I’équation différentielle suivante :

dz
) = Fa(), .
.Tl(to) = T,

on FeC(X),z(t)e X CR™et t,to € I CR.

La solution de ’équation (|1.1]) est donnée par :

[ (wo,t) =z +/O (F (x4)) ds.

Si la fonction F' dépend de I'état z(t) et de la variable du temps ¢ i.e :

dx
)= F(t,x (1),

on dit que le systeme dynamique est non autonome.
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Définition 1.1.2 Soit x (xg,t), o € X, solution du systéme (1.1 avec condition initiale

z (0) = xg. On appelle flot du systéme (1.1)), Uapplication définie par :

¢t3 X — XCRm

To — ¢t (I‘()) = <x07 t) )

ot ¢y () posséde les propriétés suivantes :
(i) ¢: est de classe C" (X).
(ii) o (o) = zo pour tout xy € X.

(iii) Prs = 1 0 Ps.

Ce qui permet de définir un systéme dynamique autonome a temps continu.

1.1.2 Systéme dynamique discret

Définition 1.1.3 [9/On appelle systéme dynamique discret autonome de dimension m et
d’ordre 1, l’équation aux différences (récurrence, itération ou transformation ponctuelle)

sutvante :

Zutr = f (@), (1.2)

xo = z(0) donnée,
ot f: R™ — R™ une fonction différentiable et o € X C R™ est une valeur initiale,
rn € X est le vecteur des états du systéme.
De plus :
— 11 = f(xo) :est appelée premiére itération de xq¢ par la fonction f.
— xy = f(z1) = f(f(z0)) = f*(x0) :est appelée seconde itération de xy par la fonction f.

— @, = f™(wo) ot f* = fo fo f..of estappelée n'"itération de xo par la fonction f.

n fois
Le triplet (X, N, ) définit un systéme dynamique discret autonome, ot ¢ est donnée par :

p(wo,n) = [" (o).
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Définition 1.1.4 Etant donné le point initial xo, on appelle orbite (ou trajectoire) du

systéeme dynamique discret d’ordre 1 de la forme (1.2)) la suite :

Définition 1.1.5 :

1. L’application f est dite inversible (bijective) si elle admet une application inverse
unique =1 sur son domaine de définition, sinon elle est mnon inversible (chaque

conséquence peut avoir plusieurs antécédents ou aucun).
2. L’application f est dite homéomorphisme si elle est bijective et bicontinue.
3. L’application f est dite endomorphisme si elle est continue et non inversible.

4. L’application f est dite difféomorphisme si elle est bijective, de plus f et son inverse

f=1 sont continument différentiable.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux systémes dynamiques discrets, pour cela nous

donnons les différentes notions de base dans ce cas la.

1.2 Attracteurs

L’attracteur joue un role important dans 1’étude du comportement d’un systéme dyna-
mique a long terme. Notamment, le systéme peut étre considéré comme étant réduit a son

attracteur [2].
Définition 1.2.1 Un ensemble A de R™ est invariant par f ssi f (A) = A.

Définition 1.2.2 Un ensemble fermé invariant A est appelé ensemble attractif si dans

tout voisinage U de A il existe un voisinage V C U de A tel que :

f(vVycv et f"(z) — A quand n — oo pour tout xz € V.
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Définition 1.2.3 Un attracteur A est un ensemble attractif topologiquement transitif, ce
qui signifie que pour tout couple d’ensembles ouverts U, V C A, il existe un entier positif
k tel que f*(U)NV # 0, de facon équivalente, il existe un point p € A dont l'orbite est

dense dans A.

Il en existe deux type d’attracteurs : attracteurs réguliers et attracteurs irréguliers.

1.2.1 Attracteurs réguliers

On distingue deux types d’attracteurs réguliers (appeler aussi singularités) les points fixes

et les cycles d’ordre k.

Définition 1.2.4 On appelle "point fixre " d’un systéeme dynamique discret tout point x*

de l’espace des phases vérifiant :

f(z*)=2a".

Le point fixe est I'attracteur le plus simple. Il est représenté dans 1’espace des phases par

un point .

Définition 1.2.5 On appelle cycle d’ordre k (k € N*) l’ensemble de k points (x1, zs..., xx)

de l’espace des phases vérifiant :

$Z7éfh($l>,lzl,7]€,1§h<k

Autrement dit, chaque point x; d’un cycle d’ordre k est un point five de f* c-a-d f*(z;) = x;

pouri=1,2,....k et n'est pas un point fize pour f* si h < k.

C’est la généralisation d’un point fixe lorsqu’on considére la transformation obtenue apres

k application de f noté f*.
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Lorsque la dimension de l’espace des phases est supérieure a un, il peut également ap-
paraitre des singularités dites de dimension un, qui sont les courbes invariantes par la
transformation f ou f*. Dans le plan de phases R?, une courbe définie par 1’équation
['(z,y) = C, C une constante, est invariante par la transformation f ou f*, si elle satisfait

I’équation fonctionnelle suivante :
L(f (z,9)) =T(z,y), ou I(f*(x,y)) =T(z,y).

1.2.2 Stabilité des attracteurs réguliers

En mathématiques, la théorie de la stabilité concerne la stabilité des solutions des systémes

dynamiques et des trajectoires sous des petites perturbations des conditions initiales.

Définition 1.2.6 Soit ¢(xg,n) = [f"(x¢) une solution du systéme dynamique discret
(1.2), on dit que :

1. La solution p(xg,n) est stable si :

Ve > 0735 > O7vy0 €eR™: ||y0 - l’o” <0 = Vn> 07 H@(yo,n) - 90($07n)|| <E.
2. La solution p(zg,n) est attractive si elle est stable et :
Tim o (yo, ) = p(wo,n).

3. La solution p(xq,n) est instable si elle n'est pas stable.

4. La solution p(xo,n) est répulsive si elle n’est pas attractive.

Définition 1.2.7 Soit z* un point fire d’un systéeme dynamique discret de type , les
valeurs propres de la matrice jacobienne D f(x*) de f évalué au point fize x*, sont appelées

multiplicateurs de f en x*.
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Définition 1.2.8 Le point fixe x* est dit hyperbolique si toutes les multiplicateurs carac-

téristiques ont module différent de 1, sinon le point fize est non hyperbolique.

Le résultat suivant détermine le comportement local des systémes de type (1.2]) au voisinage

de leurs points fixes.

Théoréme 1.2.1 (Stabilité du point fixe) Considérons un systéme dynamique discret

de type (1.2)) de dimension m et x* point fize.

1. 5% toutes les multiplicateurs de x* sont de module inférieur ou égal a 1, alors x* est

stable.

2. Si toutes les multiplicateurs de x* sont de module inférieur strictement a 1, alors z*

est attractif.
3. Si une des multiplicateurs de x* a un module supérieur o 1, alors x* est instable.

4. Si toutes les multiplicateurs de x* sont de module superieur strictement a 1, alors x*

est répulsif.

Remarque 1.2.1 Dans le cas d’un systéme dynamique discret unidimensionel (m = 1),

le multiplicateur d’un point fixe x* est donné par S = f'(z*).

Théoréme 1.2.2 (Stabilité du cycle d’ordre k) Considérons un systéme dynamique

discret de type (1.2) de dimension m. Soit {x1,xs,...,x} un cycle d’ordre k, et x; un

point du cycle.

1. Si toutes les valeurs propres de D f* (z;) (appeler aussi les multiplicateurs du cycle)

sont de module inférieur ou égal a 1, alors le cycle est stable.

2. Si toutes les valeurs propres de D f* (x;) sont de module inférieur strictement a 1,

alors le cycle est attractif.

3. Si une des valeurs propres de D f* (z;) a un module supérieur a 1, alors le cycle est

instable.
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4. Si toutes les valeurs propres de D f* (x;) sont de module superieur strictement a 1,

alors le cycle est répulsif.

Remarque 1.2.2 Dans le cas d’un systéme dynamique discret unidimensionel (m = 1),

le multiplicateur d’un cycle d’ordre k est donné par

S =1 f () = (f")

1.2.3 Classification des points fixes et cycles d’ordre k&

Dans les systémes dynamiques discrets bidimensionnels, on définit différentes sortes de

points fixes ou cycles selon leurs multiplicateurs notés par S; ou Sy avec |S;| # 1,1 = 1,2, :
1. Point fixe (cycle) de type col (selle) : Sy et Sy sont réels : |Si| > 1 et |Sa| < 1.
Un col est toujours instable.

2. Point fixe (cycle) de type noeud : Sy et Sy sont réels.

o Attractif si |S;] < 1,7 = 1,2,
e Répulsifsi [S;| >1,i=1,2.
3. Point fixe (cycle) de type foyer : S; et S, sont complexes conjugués, S; = pe™%,
Sy = petif,
o Attractif si p < 1,

e Répulsif si p > 1.

1.2.4 Attracteurs irréguliers

Définition 1.2.9 Un attracteur chaotique "d" est un ensemble attractif invariant, dont
les points générent des suites itérées qui vérifient la propriété de sensibilité aux conditions
initiales (c-a-d une modification infime des conditions initiales peut entrainer des résultats

imprévisibles sur long terme).

10
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Actuellement il n’y a pas de définition générale du terme "chaos". En fonction du contexte,
on dit qu’un état est chaotique quand il est non périodique. On parle méme de mouvement
chaotique pour un mouvement chaotique trés irrégulier sur une période, et pour lequel la
durée des observations physiquement possibles est inférieure a cette période.

Le comportement chaotique est caractérisé par :

e Existence de cycles attractifs d’ordre infini

e Coexistence d’une infinité de cycles répulsifs.

e [’absence de cycles attractifs d’ordre fini .

1.3 Ensembles stables et instables

1.3.1 Ensemble Instable

Considérons un systéme dynamique discret de type (1.2)) de dimension m, et x* un point

fixe instable de f (peut étre col ou nceud instable ou foyer instable), et U voisinage de z*.

Définition 1.3.1 (Ensemble Instable Locale) On appelle W (z*) ensemble instable
locale c’est a dire dans un voisinage U de x*, ’ensemble des points de U ayant une séquence

d’antécédents successifs dans U qui converge vers x*.
Wie(z*) = {33 ceU:z ,€f"(z)—>a"etVneNuz_, € U}.

Définition 1.3.2 (Ensemble Instable Globale) On appelle W(z*) ensemble instable
global de x*, l’ensemble des points de R™ ayant une séquence d’antécédents successifs, qui

converge vers .

Wia®) ={z €R™ 1a_y € f(x) = 2"} = [ J /" (W (2)).

n>0

W*(x*) vérifie les propriétés suivantes :

11
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Propriété 1.3.1 Wi(z*) est invariant par f c’est a dire :
FWi (@) = Wi(a").

Propriété 1.3.2 Si [ est non inversible, en général Wi(xz*) n'est pas invariant par f=!
et on a :
fH W (%) 2 Wi(a™).

L’invariance de Wi(z*) par rapport o f=' a lieu lorsque f est inversible.

Propriété 1.3.3 Dans le cas d’un endomorphisme f, l’ensemble instable W' (z*) d’un
point fixe col x* peut avoir des points d’auto-intersections, lorsque celle-ci traverse LC_4

en un point, ce qui n'est pas vrai dans le cas d’un difféomorphisme.

1.3.2 Ensemble Stable

Considérons un systéme dynamique discret de type (1.2)) de dimension m, et x* un point

fixe de f, attractif ou répulsif.

Définition 1.3.3 (Ensemble Stable Locale) On appelle W (2*) ensemble stable lo-
cale (c’est a dire dans U) de x*, l’ensemble des points de U ayant une séquence d’images

successives appartient o U qui converge vers x*.
V[/lsoc(‘r*) = {J} eU: Ty = fn(a:) —x" etVn € N,In S U}

Définition 1.3.4 (Ensemble Stable Globale) On appelle W*(z*) ensemble stable glo-
bal de x*, I’ensemble des points de R™ ayant une séquence d’images successives qui converge

vers r*.

Wi (a*) = {z € R™ 1, = f"(z) — 2"} = | JF (W (2)).

n>0

12
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Remarque 1.3.1 :[6/

e Six* est un point fixe attractif, I’ensemble stable global de x* est son bassin d’attraction.

e Dans le cas d’un point fize x* de type noeud instable ou foyer instable l’ensemble stable
global de x* lorsque f est inversible se réduit a x* lui méme, et lorsque f est non
wnwversible ’ensemble stable local de x* se réduit a x* lui méme et [’ensemble stable global

de x* est constitué de tous antécédents de tout rang de x*. Ceci s’écrit :

We (z*) = Uf_" (%), et  NreW?(z*):3IpeN/fP(x)=2z"

n>0
L’ensemble W*(z*) vérifie les propriétés suivantes :

Propriété 1.3.4 W*(z*) est invariant par f~* :
FHWA () = W ().

Propriété 1.3.5 Si f est un endomorphisme, en général W*(x*)n’est pas invariant par
fetona:

FWV2 (")) € W (a™).
L’invariance de W*(x*) par rapport a f a lieu lorsque f est inversible.

Propriété 1.3.6 : Dans le cas d’un difféomorphisme, W?*(z*) est toujours connexe, ce
qui n’est pas vrai dans le cas d’un endomorphisme (lorsque W*(x*) touche puis traverse

LC, il en résulte que W*(z*) devient non connexe).

1.4 Bassin d’attraction

Définition 1.4.1 Le bassin d’attraction D d’un attracteur A ( point fize, cycle d’ordre
k ou attracteur chaotique ) est I’ensemble ouvert de conditions initiales xo dont les itérés

successifs vont converger vers lattracteur A : f" (xq) — A
n—-+o00

13
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Propriété 1.4.1 Le bassin D est invariant par itération inverse f~, mais pas nécessai-

rement invariant par f :

Lorsque la transformation f est inversible on a f (D) = D.

Remarque 1.4.1 Un bassin d’attraction D peut étre connexe, multiplement connexe (connexe
avec trous ou lacs) ou mon connexe c’est a dire formé d’un nombre fini ou infini de com-

posantes connexes (des ilots) qui peuvent étre simplement ou multiplement connexe.

Définition 1.4.2 Si le bassin D est non connexe, on appelle bassin immédiat Dy, la plus
large composante connexe de D contenant [attracteur A. Les autre composantes de D sont

les antécédents de tout rang de Dy. Ces antécédents s appellent ilots (d’aprés la terminologie

de Mira [3]).

Remarque 1.4.2 Si le bassin D est non connezxe alors D = U,>of (Do), et si D est

conneze alors D = Dy,

Définition 1.4.3 La frontiére de D est notée OD (ou F ). Elle est définie par :

oD =DNC (D).

O l'ensemble C (D) représente la complémentaire de D, et l’ensemble D (resp.C’(D))

représente ’adhérence de D (resp.C (D)).

Propriété 1.4.2 La frontiére OD est invariant par itération inverse f—1, mais pas néces-

sairement invariant par [ :

14



Chapitre 1. Notions générales sur les systémes dynamiques discrets

Remarque 1.4.3 :

1. La relation f~' (D) = 9D implique que OD doit contenir ’ensemble des antécédents

de chacun de ces cycles.

2. La relation f(0D) C 0D signifie que le trajectoire image de chaque point de 0D

appartient o OD.

3. La frontiére OD doit contenir [’ensemble stable W*# de tout cycle de f appartenant &
oD.

En général la frontiére du bassin d’attraction d’un attracteur A, est constituée de la variété

stable globale W#(z*)d'un point fixe col z* (ou d’un cycle col).

Définition 1.4.4 Soit D un bassin simplement ou multiplement connezxe.

1. On appelle frontiére externe de D notée par OD* (ou 0. D ), la frontiére de ’ensemble

simplement connexe D* obtenue en comblant les trous de D.

2. On appelle frontiére interne de D notée par 0;D, 'union des frontiéres de tous les

trous de D.
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Chapitre 2

Caractérisation des Bifurcations

globales

La situation a laquelle nous intéressons dans ce chapitre est la suivante : on considére
certains modeéles des processus dynamiques qui dépendent de parametres auxiliaires et on
veut comprendre quelles modifications de forme subit le portrait des phases lorsque les
parameétres varient :

C’est la question a laquelle répond la théorie de bifurcation. ce qui fait que la théorie de bi-
furcation s’intéresse aux familles des systémes dynamiques (continu ou discret) dépendant

d’un parametre A € RY.

2.1 Structures de bifurcation

Dans ce chapitre nous considérons les systémes dynamiques discrets dépendant de pa-
rametre modélisés par les transformations ponctuelles (ou récurrence) autonome sous la

forme explicite donnée par :

Tpt+1 = f (JTn, )\) )
x (0) = xo,

vn e N, z, € R™, AeRI(g>1). (2.1)
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Chapitre 2. Caractérisation des Bifurcations globales

Ou f est au moins de classe C",r > 1 par rapport a la variable x et au parameétre \.
R™ s’appelle 'espace des phases et m la dimension de la transformation (2.1)), R? s’appelle

I’espace des parameétres.

Définition 2.1.1 Une bifurcation est un changement qualitatif des propriétés d’un sys-
téme de type , telle que la stabilité, le nombre de points fixes, ou la nature des régimes
permanents quand le paramétre A\ traverse une valeur critique \*.

Les valeurs des parameétres au moment du changement sont appelées valeurs de bifurca-

tions.

Une bifurcation correspond a la collisions de deus objets (attracteur, point répulsif, ou
selle), ou de deux ensembles de nature différents et ceci est une méthode géométrique

efficace pour les décrire.

2.1.1 Bifurcations locales

Les bifurcations locales sont appelées ainsi car elles peuvent toujours étre identifiées lors
d’une linéarisation du systéme au voisinage de la solution, et seront détectées directement

par le calcul des valeurs propres de la matrice Jacobienne du systéme[7].

Bifurcation fold

Elle correspond & l'apparition de deux cycles d’ordre k, de stabilités différentes. A la
bifurcation, les deux cycles sont confondus et avec un multiplicateur S égal a 1. Cette

bifurcation est représentée par le schéma :

g <—> NF 4+ CF.
S=+1

Ou @ signifie ’absence de cycle dans le voisinage ot apparait les deux cycles, N¥ désigne

un cycle noceud d’ordre k stable et C* un cycle col d’ordre k.
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Chapitre 2. Caractérisation des Bifurcations globales

Bifurcation flip

Cette bifurcation a lieu, lorsqu’un cycle d’ordre k de type noeud a un multiplicateur qui
passe par la valeur S = —1. Ce cycle alors change de stabilité et donne naissance & un cycle
d’ordre 2k, qui a la méme stabilité que le cycle d’origine. Cette bifurcation est représentée

par les schémas :

NF S NF + N2,

N* <> Nf + N2k,

Ou N¥ (N2¥)signifie cycle noeud d’ordre k (2k) stable, NF (N) cycle noeud d’ordre k
(2k) instable.

Bifurcation de Neimark-Sacker

Cette bifurcation a lieu lorsqu'un cycle d’ordre k£ de type foyer a deux multiplicateurs
complexes S; = S, = pe?, dont le module p passe par la valeur 1, il change alors de
stabilité et donne naissance a une courbe fermée invariante qui a la méme stabilité que le
cycle d’origine. On a le schéma :

FF <> FF4CFIL.

s p=1

Ff <—> FF4OF]

p=1
Ou FF et FF désignent deux cycles foyers d’ordre k, le premier stable et le second instable.
CF 1, désigne une courbe fermée invariante stable, C' F'I; désigne courbe fermée invariante

instable.

18



Chapitre 2. Caractérisation des Bifurcations globales

2.1.2 Bifurcations globales (contact )

Un contact entre deux ensembles singuliers de nature différents (des variétés invariantes
par f ou f~! ou bien des variétés critiques) donne lieu a des bifurcations dite globales
puisque elles ne font pas forcément intervenir le voisinage de la solution et les linéarisations
locales autour de la solution ne serons donc d’aucune aide. Ces bifurcations comportent
des changements qualitatives de la dynamique de f et souvent elles correspondent a des
bifurcations homoclines et hétéroclines.

Il existe plusieurs types de bifurcations globales :

1. Bifurcations de la courbe invariante fermée : interviennent lors d’un contact avec
les lignes critiques et elles sont caractérisées par l'auto-intersections de la courbe

invariante fermée ou bien la coexistence de cycle avec la courbe invariante fermée.

2. Bifurcation de ’ensemble instable d’un point col (cycle col) : intervienne lors d’un
contact avec les lignes critiques et elle est caractérisée par ’auto-intersections de
I’ensemble instable. Cette bifurcation est toujours suivie par une bifurcation homo-

cline.
3. Intersection de la courbe invariante fermée et I’ensemble instable d’'un point col.

4. Bifurcations du bassin d’attraction.

Dans ce travail nous intéressons aux bifurcations du bassin d’attraction ainsi que les bi-

furcations homocline et hétérocline.

2.2 Bifurcations du bassin d’attration

Nous allons décrire dans ce paragraphe les bifurcations de base intervenant dans le change-
ment qualitatif de la structure du bassin d’attraction D d’un attracteur A. Ces bifurcations
interviennent lors d’un contact ou d’une intersection du bassin D avec une ligne critique

LC'. Nous intéressons aux critéres de connexité de bassin d’attraction d’un attracteur pour
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Chapitre 2. Caractérisation des Bifurcations globales

les systémes dynamiques discrets modélisés par des transformations bidimensionnelles non
inversibles de type (Zy — Z2) (voir annexe A).

Considérons un systéme dynamique discret du type ou m = 2, et f une application
non inversible de type (Zy — Z2) et Dy le bassin immeédiat d’attraction d’un ensemble
attractant A. Ces deux propositions donnent les conditions liées a I’existence d’un bassin

non connexe, et d’un bassin multiplement connexe.

Proposition 2.2.1 [3/Supposons que Dy N LC_1 # (). Alors :

1. D est connere <= DyN Zy est conneze <= f(DoyN LC_1)=DyN LC.

2. D est non connere <=> DyN Zy est non connexe <= f(DyN LC_;) C DyNLC.

Proposition 2.2.2 [9]Supposons que Dy N LC_; # () et Dy N Zy est conneze. Alors :
1. f7Y(D}) = Dy <= D = Dy est simplement connexe <= D{NLC = f (DN LC_,).

2. f1(D) € Dy <= D = Dy est multiplement connere <= DiN LC C

f(DENLC,).

Notons que Dy est la frontiére du domaine simplement connexe et appelé bassin immédiat
apparent obtenu en retirant les trous de D,.
La proposition suivante est une conséquence des deux propositions précédentes qui décrit

certaines bifurcations de bassins d’attraction.

Proposition 2.2.3 [3/Supposons que le nombre de composantes connexes de D N LC
change quand X\ traverse une valeur de bifurcation \*, alors le bassin d’attraction D peut

subir une bifurcation de bassins parmai les types de bifurcations suivantes :
1. bassin connexe «— bassin non conneze.
2. bassin simplement connexe «— bassin multiplement conneze.

3. modification du nombre d’ilots dans D ou apparition d’une nouvelle séquence arbo-

rescente de telles composantes connexes.
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4. modification du nombre de lacs dans D ou apparition d’une nouvelle séquence arbo-

rescente de lacs.

Chacune de ces bifurcations correspond a un contact entre la frontiére du bassin d’attrac-
tion 9D et la ligne critique LC. Donnant quelques explications concernant ces bifurcations
La bifurcation bassin connexe — bassin non connexe (A = )\).

Cette bifurcation apparait lorsque 0Dy a un contact avec LC au point a = c. Cette
situation génére une séquence de points f~" (a) = f~"(c) constituant le germe d’une
séquence de N "ilots” naissant & partir de a = ¢ et de ses antécédents. Dans le cas de
la figure N =1 car D; = f~1(Dy) appartient a la région Z; qui ne posséde pas

d’antécédents, c’est donc une séquence finie.

IC_, LC_;

@ b LC c=a b c,~2 b
d

D
c.i=a e [:25-"' 1

Fi1G. 2.1 — Bassin connexe — bassin non connexe

La bifurcation bassin non connexe — bassin connexe (A = \,).

C’est la bifurcation inverse de la précédente. Elle intervient lorsque 0D, entre en contact
tangentiel avec LC de telle sorte que a = b, induisant un contact entre D; = f~1 (Dy) et
Dy en a_; = b_4, voir figure .

La bifurcation bassin simplement connexe «— bassin multiplement connexe.
Cette bifurcation est illustrée sur la figure . Pour A= X3, 0Dy N LC =a =b.

Pour A\ > )3, il se crée une "baie” Hy qui qui donne naissance a un "lac” H; = f~1 (H,),

antécédent de rang 1 de Hy aprés application de la transformation inverse de f.

21



Chapitre 2. Caractérisation des Bifurcations globales

C-1

Fi1G. 2.2 — Bassin non connexe — bassin connexe

LC I, IC

F1G. 2.3 — Bassin simplement connexe «— bassin multiplement connexe

La séquence arborescente f~"(a=0b),n = 1,2,..., constitue le germe de la séquence
Hyyw = f7"(Hy),n = 1,2,... . La présence de "lacs” rend le bassin D multiplement
connexe.

Le passage d’un bassin multiplement connexe & un bassin connexe se fait au travers de la
bifurcation inverse, c¢’est-a-dire lorsque la "baie” Hj se réduit au point a = b pour A = A\
avant de disparaitre.

La bifurcation modification du nombre ”d’ilots” de D ou apparition d’une
nouvelle arborescence

Considérons seulement I'antécédent de rang ¢ de Dy noté D;. Avant la bifurcation, A < J,,
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Chapitre 2. Caractérisation des Bifurcations globales

D; C Zyet D;NLC = (. Pour A = X\, D;N LC = « constituant le germe de Parborescence
™ (a),n=1,2,..avec f~!(a) = a-1 € LC_; a partir de laquelle nait une arborescence

"d'lots” Dy = [ (D), voir figure (2.4)).

% o7t
J- 7 o4 7

F1G. 2.4 — Modification du nombre ”d’ilots” lorsque D; NZy # ().

L’apparition d’une nouvelle arborescente est représentée sur la figure . Pour \ < \g,
D; N LC = B3, nouveau contact tangentiel entre D; et LC. On a f~(8) = ., € LC_; et
D;.1NLC_1 = p_1. A partir de A = A\g, D;1 se dévise, au point S_1, en deux ilots situés
de part et d’autre de LC'_; dans les régions Ry et Ry (correspondantes aux déterminations

inverses de f) de telle sorte que D;y1 = D, UDZ,, et pour A > g, Diy1 N LC_; = 0.

0y

Fi1c. 2.5 — L’apparition d'une nouvelle séquence d’ilots lorsque D; C Z, .

La bifurcation modification du nombre de lacs dans D ou apparition d’une nouvelle sé-

quence arborescente de lacs est analogue a la bifurcation précédente, en substituant dans
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i, _,..r'l' '
",.-"F H, -_r.-'"r- K
"_r. I .--I.. SHW‘-\.
T o / X
4
@ 5 d — EI I L& v n._I.-"\-s_fId
Sl g(r ¢ A/
~ e /
B !
LLC.; r'l #- L,

F1G. 2.6 — La bifurcation modification du nombre de lacs dans D
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I’explication les ilots par des lacs d’un bassin multiplement connexe.Cette bifurcation est

illustrer sur la figure(2.6)).

2.3 Bifurcations homoclines et hétéroclines

2.3.1 Bifurcation homocline

Considérons un systéme dynamique discret de type (2.1) ot m =2 et A € R et soit z* un

point fixe répulsif de f et U(z*) est un voisinage de z*.

Définition 2.3.1 Un point q € U(x*) est appelé homocline & x* si :

qE WS (x*)NW' (z*) et q # "

Définition 2.3.2 On appelle orbite homocline O,(q) associée au point homocline q appar-
tenant a U(z*), l'ensemble des itérés successifs de q, et d’une séquence infinie d’antécédents

successifs obtenus par la transformation locale inverse de f;,! dans U(x*) c-a-d :

Oo(q) = {flgcn <Q) 4, fTL (Q> yn > 0} = {"'7q—n7 yq4—2,4-1,4,41,42, ..., qn, }7

*

ol Gn = " (q) = & €t qn = [, (q) — @™

Remarque 2.3.1 Il y a une infinité d’orbites homoclines associées a un point homocline.
Celles-ci ont la méme demie trajectoire positive, mais différent par leur demie trajectoire

négative.

Définition 2.3.3 Une bifurcation homocline apparait lorsque le paramétre atteint la va-

leur A = \* en faisant apparaitre ou disparaitre une infinité d’orbites homoclines.
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2.3.2 Bifurcation hétérocline

Définition 2.3.4 Soient x et x3 deux points fixes répulsifs de f. Un point q € U(z?)
(voisinage de x73) est appelée hétérocline de x5 vers x3 si : f" (q) — x5 quand n croit, et q

appartient a l’ensemble instable local Wi (x}) dans U(z}).

Définition 2.3.5 Soient i et 23 deux points fixves répulsifs de f. Une orbite hétérocline
O.(q) associée au point hétérocline q de xi vers x3 appartenant a U(x}) est constitué
des itérés successifs de q, et d’une séquence infinie d’antécédents successifs obtenus par la

transformation locale inverse fl;_l de f dans U(x3), c-a-d :
Oe(Q) = {fl;? (Q> » 4, fTL <Q) ;n > O} = {7 qd—ny---y49-2,9-1,9,41,492, ---, 4n, } )

0l q_p = [roe (@) — 27 et g, = " (q) — 5.

Définition 2.3.6 Une bifurcation hétérocline apparait lorsque le paramétre atteint la va-

leur A = \* en faisant apparaitre ou disparaitre une infinité d’orbites hétéroclines.

Les orbites homoclines et hétéroclines sont classifiées par rapport a I’ensemble des antécé-

dents de premier rang confondus LC_; et 'ensemble suivant :
Jo = {(z,y) € R*/det(Df(z,y)) = 0 ou f n’est pas différentiable en (z,y)} .

Définition 2.3.7 Une orbite homocline ou hétérocline est appelée dégénérée, si elle contient
un point de Jy, dans le cas contraire on dit qu’elle est non dégénérée. De plus une orbite

homocline ou hétérocline est appelée dégénérée critiques, si elle contient un point de LC_.

2.4 Application sur les bifurcations globales

Le modele de kawakami et Kobayashi est un systeme dunamique discret bidimensionnel

modélisé par une transformation ponctuelle non inversible. Il a été proposer en (1979) pour
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donner les conditions d’existence d’un ensemble attractant en fonction des parameétres [4].
L’application de Kawakami et kobayashi est définie de la maniére suivante :

¥ =ar+vy
f: ot a,beR. (2.2)

y =22+ 0b

Ce modele a été repris par Cathala en (1992), qui a définit la zone absorbante pour un
attracteur chaotique, puis en (1994), par Mira et al. [5] qui ont définies la notion de bassin
faiblement fractal et les bifurcations des bassins d’attractions.

Dans cette partie, nous étudions les comportements dynamiques du systéme en uti-
lisant lanalyse qualitative, nous déterminons d’abord lexistence des points fixes et des
cycles d’ordre 2 du systéme, puis nous étudions leurs stabilité en calculant les multipli-
cateurs au point considéré. De plus, nous analysons les types de Bifurcations locales, et
nous déterminons les conditions suffisantes d’existence pour les bifurcations de fold, flip
et de Neimark-Sacker. Enfin nous étudions quelques bifurcations globales en caractérisant

les attracteurs et leurs bassins d’attraction.

2.4.1 Les cycles d’ordre k£ = 1,2 et leurs stabilité
Proposition 2.4.1 Posons A = (a — 1)* — 4b, alors :

1. Si A > 0. Le systeme (2.4)admet deux point fize p et Q ou

(1—@—1—\/Z> (1—a)<1—a—|—\/z>

p-r= Y =

2. St A =0. Le systéme admet un point fixe O.

 (1-a) _(1—a)2
O:x= 5 Y=
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3. 81 A < 0. Le systéeme n‘admet aucun point five.

Preuve. D’aprés la définition (1.2.4]), pour obtenir les points fixes du systeme (2.2)), il

faut résoudre le systéme d’équations suivant :

r=axr+vy,

y=a>+Db,

d’apres la premiere équation on trouve que y = (1 — a) .
En substitions dans la deuxiéme équation on trouve l'equation 22 — (1 —a)z +b = 0, ce

qui donne que :

<1—aﬂ: (a—1)2—4b)

e Si(a— 1)2 —4b > 0, I'équation admet deux solutions x; 9 = 5

(1-a)

e Si (a—1)* —4b =0, I'équation admet une solution z; 5 = 5

e Si (a—1)* — 4b < 0, 'équation n’admet aucune solution.

Ce qui termine la preuve. m
D’apres le théoréme (1.2.1), 'étude de la stabilité du point fixe nécessite le calcul des
multiplicateurs (les valeurs propres de la matrice Jacobienne de f au point fixe).

La matrice Jacobienne de f au point (z,y) est donnée par :

a 1
Df(z,y) =
2¢ 0

Pour calculer les valeurs propres de D f (x,y), nous résolvons I’équation
det(Df (z,y) — SI) =0,
ou I est la matrice identité, on obtient le polynéme caractéristique suivant

P(S)=-S(a—S)—2z=2S5*—aS—2r=0.
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Ou les valeurs propres (multiplicateurs) sont les racines de P () donnée par

+ 2
g ==V Tor ”;W:, i=1,2.

D’apres la calssification (1.2.3)), on a les résultats suivants :

Proposition 2.4.2 (Stabilité du point fixe P) Posons a = a*+4 (1 —a+4/(a—1)%— 4b),

alors :

Z) Sia>0et A>0:
1. Sila++a|l <2 <]a—+/al oula—/al <2< |a++/a| alors P est un col.
2. Sila++al <2 etla—+/a| <2, alors P est un noeud attractif.

3. 8512 < |a++/al et 2 < |a—+/a|, alors P est un noeud répulsif

I7) Sia =0 alors P est un noeud , il est attractif si |a| < 2 et répulsif si |a|] > 2.

I71T) si a <0, alors P est un foyer, il est attractif si :
a—1—1/(a—1)"—4b< 1.

Sinon, il est répulsif.

Proposition 2.4.3 (Stabilité du point fixe Q) Posons 3 = a*+4 (1 —a—4/(a—1) - 46) ,
alors :
Z) Sifp>0etetA>0:

1. Sila+ VBl <2<|a—+B| oula— Bl <2<|a+ B

2. Si |a + \/m <2et {a — \/B| < 2, alors () est un noeud attractif.

, alors () est un col.

3. 8i2< |a+ \/m et 2 < !a — \/B|, alors Q) est un noeud répulsif

IZ) Sif =0 alors Q est un noeud, il est attractif si |a| < 2 et répulsif si |a| > 2.
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I1T) Sip <0, alors Q est un foyer, il est attractif si :

a—1+1/(a—1)"—4b<1.

Sinon, il est répulsif.

Proposition 2.4.4 (Stabilité du point fixe O) Si A = 0, alors le point fize O est

toujours un point non hyperbolique ot S;1 =1 et Sy =a — 1.

Pour calculer les cycles d’ordre 2 du systéme (2.2)), on doit calculer les points fixe de

I'application f2.

Proposition 2.4.5 : Si A’ = 1 — 2a — 3a®> — 4b > 0 le systéme admet un cycle
d’ordre 2 noté (QQ1,Q2) ou

(a+1—\/E) (a+1)<1—a+@>

Q2:$: Yy = 9 .

Preuve. L’étération d’ordre 2 de I'application f est donnée par

. v =a(ax +y) + 2% +0.
y' = (ax +y)* +b.
D’apres la définition (1.2.5)), pour obtenir les cycles d’ordre 2, il faut résoudre le systéme
d’équations suivant :
2+ (a®—1)z+b+ay =0,

(az+y)* +b—y =0,

1
d’aprés la premiére équation on trouve que y = —— (2% + (a®> — 1) x + b).
a

30



Chapitre 2. Caractérisation des Bifurcations globales

En substituons dans la deuxiéme équation on trouve I’equation

<aac—1(m2+(a2—1)x+b))2+b+2(1’2+(a2—1)x+b):0.

a

Si 1—2a— 3a® — 4b > 0 cette équation admet deux solutions

1—2a—3a2 —4b

LV a2 ¢ .
V1—2a—3a2—4b

5 )

_|_

T =

+

To =

N RN —
N QN

Ce qui donne deux points de cycles d’ordre 2 (Q1, Q2) qui ont pour ordonnées

1+a +1—2a—3a%2—4b

Y12 = —axriz + 5 + 5
C-a-d
1 a 1—2a—3a2—4b 1 a V1—2a—3a2—4b
h1=—al|=-+5+ + =+ =— .
2 2 2 2 2 2
1 a 1—2a—3a2—4b 1 a +1—2a—3a2—4b
yo=—al5+5— +o 4= :
2 2 2 2 2

Ce qui termine la preuve. m

La matrice Jacobienne de f2 au point (z,y) est donnée par :

) a® + 2z a
Df* (z,y) =
20 + 2ay 2y + 2ax

Les valeurs propres (multiplicateurs) D f? (x,y) sont donnée par

o Vat + 4a2z + 4adz + 4ay + 422 — 8ax? — 8xy + 4a22? + Sary + 4y?

S; = 5 +r+axr+y+ 5
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2.4.2 Bifurcations des cycles d’ordre k£ = 1,2

Les propositions ci dessous déterminent les conditions suffisantes d’existences des bifurca-

tions locales Fold, Flip et Neimark-Sacker.

Proposition 2.4.6 [5/Si (a —1)> —4b = 0 le systéme subit des bifurcations de type

Fold pour les points fizes P et () comme suit :

1. Sia <0,
() « P noeud instable (S; > 1,5y < —1)+@Q col (0 < S} <1,5 < —1)
2. 810<a<1,
) — Q noeud stable (0 < S; <1,—-1< 83 <0)+ P col (S1>1,-1<S5,<0)
3 Sil<a<?2,
) <« Q noeud stable (0 < S} <1,0< Sy < 1)+ P col (S1 >1,0< S5 <1)

Proposition 2.4.7 [5]Si 4b+1+2a+3a® = 0, le systéme subit une bifurcation Flip

comme suit :

1. Si—1<a<0,b>0,

Q point col (0 < S < 1,5 < —1) «— @ noeud stable (0 < S; <1,—1 < S3 <0)

+ cycle col d’ordre 2 (0 < Sy < 1,5 > 1)
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2.8 —-2<a<-1,b<0,

Q) point col (—1 < S71 < 0,5, < —1) «— @ noeud stable (—1 < S; <0,—1 < Sy <0)

+ cycle col d’ordre 2 (0 < Sy < 1,5 > 1)

3. Sia>0,

P point col (—1 < S; < 0,5 > 1) «— P noeud instable (S; < —1,5 > 1)

+ cycle col d’ordre 2 (0 < Sy < 1,5, > 1)

Proposition 2.4.8 [5/Si 2a — 4b — 3 = 0, Le systéme subit une bifurcation de

Neimark-Sacker au poin fixe () comme suit :

Q@ foyer stable (8172 = per? et o < 1) «— (@) foyer instable (51,2 = pe? et p > 1)

+ CF1I (Attractif)

2.4.3 Les lignes critiques

Proposition 2.4.9 La transformation ponctuelle est non inversible (endomorphisme) de

type Zog — Zs.

Preuve. En effet :

' =ax+y, x ==y — 0.
=
y' = 2%+, y=a +ayy —b.

Donc la transformation f posséde deux déterminations inverses notées par f;, ou :

r=+Vy — b, xr=—\y —0b.
it et fo':
y=2a"+avy —0b, y = —avy —b.
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Le lieu LC_; des antécédents de premier rang confondus est définie par :

LC_y = {(z,y) € R\ det Df (z,y) =0}
= {(m,y) € R*\2z = O}

= {(x,y) € R¥:\z = 0}

Les lignes critiques LC sont définies par
LC = f(LC_y) = {(z,y) e R*\y = b}.

et pour des points initiaux (xg, o) € R? si yo > b, il existe deux antécédents, donnés par
Ji. 5 et si yo < b, les points (0, yo) n’ont pas d’antécédents. Par suite, I'espaces des phases
est séparé en deux régions ouvertes Zy (chaque point (z,y) € Zy n’a pas d’antécédents),

et Zy (chaque point (z,y) € Zs posséde deux antécédents de rang un) définie par :.

Zo={(z,y) e R®\y < b} et Zy={(z,y) €eR*\y>b}.

2.4.4 Etude numérique

Dans cette partie nous présentons des comportements dynamiques complexes du systéme
et nous exposons quelques bifurcations globales de ce systéme par des simulations
numeériques .

Nous fixons a = 1, le systéeme a deux points fixes P = (\/—_b, 0), et Q) = (—\/—_b7 0).

Le point fixe P est un col si b > —1 puisque

< g 1—/1+8/—0
_ .

< 0,5,

Y

2

_LeVIsVb 1)
B 2
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et le point fixe Q est un foyer si b < —1/64 ( stable si b > b = —1/4 et instable si
b<b=—1 /4 ). Faisons varier le parameétre b dans le sens décroissant sur l'intervalle
[—0.599, —0.595]. Alors apres la déstabilisation du foyer () une courbe fermée invariante I'
est née via une bifurcation de Hopf (Neimark Sacker). Apres une séquence de bifurcations,
I’évolution du courbe fermée donne naissance & un attracteur chaotique d délimité par les
segments des lignes critiques LCY%.

Intéressons-nous aux changements dans la structure géométrique du bassin d’attraction D

de l'attracteur chaotique d.

1. Pour b < —0.595, le bassin immeédiat d’attraction Dy (d) de l'attracteur chaotique
est simplement connexe (D (d) NLC' est connexe) et sa frontiére est délimité par
I’ensemble stable W* (P) du point fixe col P. A la valeur b = —0.59519, la frontiere
du bassin d’attraction entre en contact avec la ligne critique LC' en un point ay.

Autrement dit 9D (d) NLC' = ag # 0 (figure 2.7)).

Fi1G. 2.7 — Le bassin d’attraction pour a =1 et b = —0.59519.

Notons de plus qu’en cette valeur de b = —0.59519 ’ensemble stable W* (P) est
constitué des frontiéres 9,Dy (d), et des préimages du point critique ag € LC. La

préimage a1 = fi. 5 (ag) € LC_; se trouve dans la zone qu’occupait I'attracteur. Il
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en découle qu’'une séquence de préimages a_, = f~" (a_1), n > 1, de av_; converge
vers le foyer instable (), ce qui signifie 'apparition de la premiére orbite hétéro-
cline connectant ) & P. Cette orbite hétérocline constituée de a_;, de ses images
f"(a—1),n > 0, convergeant vers P, et de ses préimages a_,, €,n > 1, convergeant

vers Q).

2. Pour b < —0.59519, il se crée une baie H, qui donne naissance a un lac (trou)
Hy, antécédent de rang 1 de H, aprés application de la transformation inverse de
f, Hi = f~'(Hp). Le bassin D (d) est multiplement connexe, c’est & dire connexe
avec des trous (lacs) H;l’iz"“, ir = 1,2, et j = 1,2,... puisque D (d) NLC n’est plus

is,..

connexe. Les HJ’-l’ ‘sont les préimages de la baie Hy par les déterminations inverses

f~% i =1,2 de 'endomorphisme f. La baie Hj est numériquement visible & partir
de la valeur b = —0.5952. alors d’aprés la proposition situation (2) on a
une valeur de bifurcation "simplement connexe — multiplement connexe" entre les
valeurs b = —0.59519 et b = —0.5952. L’une des deux séquences arborescentes des
trous convergent en spiral vers le point fixe () et 'autre séquence converge vers Q*.
L’ensemble stable W* (P) du point fixe col P est non connexe et sa composante
connexe contenant P est la frontiére externe 0, Dy (d). Les autres composantes connexes

sont les frontieres des trous ou lacs H; , se trouvant a l'intérieur du bassin Dy (d).

3. Pour b < —0.5952, le trous H2, ( H2 C Zy ), et lorsque b ~ —0.5966, le trou H?
s’intersecte avec LC' en un point 3y ce qui donne la naissance d’une deuxiéme orbite
hétérocline (méme situation que la premiére orbite hétérocline), ainsi que ’apparition
d’une deuxiéme baie donne lieu & un nouveau trou H2 = f~! (H2 N Z,) qui s’intersect
avec LC'_; qui est la source de deux autre séquences de lacs convergentent vers () et
Q™! (voir figure .

La décroissance des valeurs de b conduit & plusieurs intersections des trous H;,i > 2
avec LC' en des points critiques 7;,7 > 2 donc plusieurs trous H;,; traverser par

LC_; et plusieurs nouvelles séquences de lacs convergentent vers Q et Q! (voir les
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F1G. 2.8 — Le bassin d’attraction pour a = 1 et b = —0.597.o0 Hi = f; ' (H,), H? =
fa' (Hy).

figures et [2.10)), alors d’apreés la proposition (2.2.3)) situation 4 on a une valeur de
bifurcation "augmentation du nombre de lacs dans D" entre les valeurs b = —0.5966

et b = —0.597.

Notons de plus qu’en cette valeur de bifurcation ’ensemble stable W* (P) est consti-
tué des frontieres 0. Dy (d), OH;,i > 1 et des préimages du point critique 7; € LC.
La préimage v;-1 = fi. 5 (V) € LC_; se trouve dans la zone qu’occupait I'attrac-
teur. Il en découle qu'une séquence de préimages v, _, = f~" (vi_1), n > 1, de v;_1
converge vers le foyer instable (), ce qui signifie 'apparition de la i — éme orbite hété-
rocline connectant () & P. Cette orbite hétérocline constituée de 7;_1, de ses images
f™(vi—1) ,n > 0, convergeant vers P, et de ses préimages v; ,,n > 1, convergeant
vers (). La naissance de cette orbite hétérocline critique est suivie d’une explosion
d’orbites hétéroclines pour b ~ —0.59873, ce qui prouve que le systéme subit une

bifurcation hétérocline .
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Fia. 2.9 — Partielles du bassin d’attraction pour a = 1,0 = —0,5975 et b = —0, 5979.

F1G. 2.10 — Le bassin d’attraction pour a = 1 et b = —0.598.
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les systémes dynamiques discrets et certaines ca-
ractérisation des bifurcations globales , pour atteindre I'objectif de cet étude nous avons

divisé notre travail en deux chapitres :

e Le premier chapitre est consacré a la présentation des notions de base sur les systemes
dynamiques discret ( les singularités et leurs stabilité les attracteurs, les ensembles
invariants le bassin d’attraction, les courbes homoclines et hétéroclines) et les ou-
tils mathématiques nécessaires pour ce travail concernant les systéemes dynamiques

discrets.

e Le deuxiéme chapitre est basé sur la caractérisation des bifurcations globales pour les
systémes dynamiques discrets dépendant de paramétre ol nous avons considéré que
les bifurcations du bassins d’attractions et les bifurcations homoclines et hétéro-
clines. Ce chapitre s’accompagnait d’une étude analytique et numérique d’'un sys-
téme dunamique discret bidimensionnel modélisé par une transformation ponctuelle
non inversible « Le modéle de kawakami et Kobayashi » qui posséde une dynamique

non linéaire trés riche a cause de la variations de ses parameétres.
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Annexe A : Caractéristiques des
transformations non inversibles

bidimensionnelles

La non inversibilité des applications définissant des systémes dynamiques, est une propriété
essentielle pour 'analyse des comportements compliqués ou chaotiques de ces systémes.
Dans 'espace des phases, cette propriété de non inversibilité des applications (endomor-
phismes) est caractérisée par la présence de singularités appelées respectivement, lignes
critiques LC}, ( dans le cas des applications bidimensionnelles ). Elles interviennent dans
I’étude des bifurcations globales d’attracteurs et de leurs bassins d’attraction.

Lignes critiques : Les lignes critiques constituent un outil fondamental dans la théorie

des systémes dynamiques non linéaires.

Définition 2.4.1 Soit f une application non inversible de R?* dans R2.

1. La ligne critique LC' de Uapplication f, est le lieu géométrique des points de R?, qui

ont au moins deux antécédents de premier rang confondus.

2. La ligne critique LC_; est un sous ensemble de dimension un (une courbe) de R?,
avec par définition

F(LC_,) = LC
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3. La ligne critique LCy pour k > 1 est l"image de rang k de LC

LCy, = f*(LC)

Définition 2.4.2 Lorsque l'application [ est différentiable, le liew LC_y des antécédents
de premier rang confondus est ’ensemble des points de R? pour lesquels le Jacobien de f
est égale a zéro (z,y) € R? /det(Df(x,y)) = 0 moins les points qui annulent le Jacobien

et pour lesquels [ est localement inversible.

Classification des TNV :

Les transformations noninversibles sont identifiées par un symbolisme basé sur la confi-
guration des régions 7 de 'espace d’état, chaque zone Z; correspond a ’ensemble des
points du plan de phase qui posédent k antécédents de rang un par f, ceci est due au

lignes critiques. Nous proposons les deux classifications suivantes :

e La notion (Zy — Z5) signifie que le plan de phase est divisé en deux régions ouvertes
séparées par une ligne critique LC| constituée d’une seule branche. Dans la région
Zy, chaque point (11, y,+1) n’a pas d’antécédents et dans la région Z, chaque point

(Zna1, Yns1) posséde deux antécédents de rang un.

F1G. 2.11 — Plan de phase (Z, — Z3)

— La notation Z; — Z3 — Z; signifie que le plan de phase est divisé en trois régions ou-

vertes séparées par une ligne critique LCj constituée de deux branches sans intersection
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généralement entre deux lignes droites. Dans la zone Z3, chaque point se posséde trois
antécédents de rang un,encadré par deux zones Z{ et Z? dont les points ont seulement

un antécédent de rang un.

F1G. 2.12 — Plan de phase (2, — Z35 — Z4)
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

R™ vecteur des réels de dimension m.
R ensemble des nombre réels.

x* point fixe.

A attracteur.

Si multiplicateur.

D bassin d’attraction.

Dy bassin immédiat.

oD frontiére du bassin d’attraction.
LCY ligne critique d’ordre k.

p(N) polynome caractéristique.

Df (z,y)  matrice jacobienne de f au point (z,y).
We(x*) ensemble stable globale de z*.
Wi(z*) ensemble instable globale de x*.

|.| valeur absolue d'un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.

45



Ré‘.i mj-.l-é

Dans ce travail, je suis intéressé a I’étude des systemes dynamiques
discrets modélisés par des transformations ponctuelles dépendant de
parametre et leur évolution sous la variation de parameétre. D’abord j’ai
donné les notions de base nécessaires pour ce travail, puis j'ai présenté
une caractérisation des bifurcations globales. Enfin j’ai établi une étude
analytique et numérique sur un exemple ullistratif.

Mots clés : Systemes dynamiques, attracteur, bifurcation globale
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In this work, | interested in the study of discrete dynamical systems

modeled by punctual transformations dependent on parameter and
their evolution under the variation of parameter. First | gave the basic
notions necessary for this work, then | presented a characterization of
global bifurcations. Finally | established an analytical and numerical
study on an illustrative example.

Key words: Dynamical systems, attractor, global bifurcation.
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