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Introduction

Les problemes de controle optimal stochastique on un grand nombre d’applications dans les

domaines de ’économie et & de la finance.

Il existe deux approches de résolution du probléme de controle optimal, bien connues, qui sont :

e Principe de la programmation dynamique.

e Principe du maximum de Pontryagin sous le nom ** Conditions nécessaires d’optimalité**.
Cette méthode, qui fera 'objet de ce travail. L’idée suivante : Si @ est un controle optimal,
on utilise ’approche de Lagrange en calcul des variations de la dérivée de la fonctionnelle par
rapport a certain parameétre de perturbation e doit étre positive. Le principe de maximum

stochastique a pour objectif de trouver I’ensemble des conditions nécessaires et suffisantes

qui doit étre satisfaites par ce controle.
« Dans le cas déterministe, le principe maximum a été établi par Pontryagin en 1950.

<« La premiéere version du principe de maximum stochastique a été largement établie dans les

années 1970.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration (F;):cjo,7] vérifiant les conditions
habituelles, et B = (Bj)sc[o,r] un mouvement Brownien d-dimensionnel. On considére 1’équation

différentielle stochastique :

dl‘t =b (t, xt7ut) dt +o0o (t,$t7 Ut) th
Top =,



Introduction

tell que :

< xy la trajectoire du systéme controlé par w.
< les fonctions boréliennes b et o définies par b : [0, T|xR"xU — R™ et o : [0, T|xR"xU — R™*"™.

< Le controle u est un processus mesurable.

la fonction de cout est donnée par :
T
E [/ [tz u) dt + g (zr)
0

L’objet du controle optimal stochastique est de maximiser un cout sur un ensemble I/ de tous les

controles admissibles :

J (@) = sup J(u(.))
u(.)eU

Ce mémoire est contenu de deux chapitre

<« Dans le premier chapitre, on présente des généralités sur les processus stochastiques, mouvement
Brownien, martingale, formule d’It6 et I'existence et I'unicité de la solution pour 1’équation

différentielle stochastique.

<« Dans le derniére chapitre, on va étudier le probléeme du contréle optimal par le principe du

maximum stochastique sous 'information partielle.



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

1.1 Processus stochastiques

On va s’intéresser & des phénomeénes dépendant du temps. Ce qui est connu & la date t est

rassemblé dans une tribu A;, c’est 'information & la date ¢ .

Définition 1.1.1 : Un processus stochastique X = (X;),., est une famille de variables aléatoires :

a) Un processus dépend de deux paramétres : X, (w) un processus dépend de t (en générale le

temps) et de l’aléatoire w € Q.
b) Pourt € T fixé, w € Q +— X, (w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité (2, P) .

c) Pour w € Q fizé, t € T —— X, (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du

Processus.

Définition 1.1.2 : Un processus stochastique {X (t,w), t € T'} est dit a temps discret (respecti-
vement a temps continu) si T est un ensemble infini dénombrable (respectivement un ou plusieurs

intervalles).

Définition 1.1.3 : Un processus (X;)ier est dit adapté & la filtration (Fi)ier siV t € T, X, est

mesurable par rapport o la tribu F;.
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Définition 1.1.4 : Un processus (X, )nen est dit prévisible pour la filtration F,, ou F,-prévisible

si pour tout n € N, X, est F,,_1-mesurable.

Définition 1.1.5 : Un processus est dit continu si pour presque tout w € 2, Uapplication t ——

X (w) est continue (i.e. les trajectoires sont continues).

Définition 1.1.6 : Un processus est dit cadlag (continu o droit, limité a gauche) si ses trajectoires

sont continues a droit, pourvues de limites a gauche.

Définition 1.1.7 : Un processus X = {X;},.p est dit mesurable si ’ensemble :

{(t.w) € TxQ: X, (w) € B} € Br @ F,VB € (,

c’est a dire l'application :
(QXT7f®BT7P) - <E> C)

(w,t) — X (w,t)

est mesurable.

Définition 1.1.8 : Un processus X est dit progressivement mesurable par rapport a (E)tZO, s1

pour tout t > 0, Uapplication :

(@ x[0,t], 7 ®B[0,t],P) — (E,()
(w,s) — X (w,s)

est mesurable.



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Exemple 1.1.1 : On dit que {X;, t > 0} est un bon processus s’il est (F;) -adapté, cadlag, et si :
t
E {/ des} < +oo pour tout t > 1.
0

Définition 1.1.9 : Soit une filtration (F),5, sur un espace de probabilité (2, F,P) et (X;),¢
un processus adapté & (F;),5q, le processus (Xi),o est a variation finie si P-presque toutes les
trajectoires :

t— Xy (w)

sont & variation finie. Ou si la variation totale de (X),», existe et est fini, ¢’est dire :

Pn
Vior) (X) = SUPZ ’Xt? - Xt?—l‘ < 400, p.s,
1

"o

ou : II, = (t?, ty, ...,t;‘n) une subdivision de [0,T].
Définition 1.1.10 : Un processus X est a variation bornée sur [0,T] s’il est a variation bornée

trajectoire par trajectoire :

Pn

sup E ’Xt? — Xti-il‘ < 400, p.s.

I, “
nog=1

Définition 1.1.11 : Une suite aléatoire (X,,) est dite indépendante si la suite de tribus engendrées

(0 (X,)) est indépendante.

Définition 1.1.12 : Deux suites aléatoires sont dites indépendantes si toutes sous-suites finies

extraite sont indépendantes.

Définition 1.1.13 : Deux processus X et 'Y sont dit équivalentes s’ils ont la méme loi (égalité

de toutes les lois fini-dimensionnelles). On écrira X Ly,
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Définition 1.1.14 : Un processus X est dite a accroissements indépendants si on a :

a) Xo=0, p.s,

b) Vn > 1,Vty,....t, € Ry, tel que : 0 < t; <ty < ... < t,, les variables aléatoires
(Xer, Xty — Xy oos X — Xy

sont indépendantes.

Définition 1.1.15 : Un processus stochastique (X;)ier+ est un processus accroissements indé-
pendants stationnaires si : Vs, t € Ry, tel que 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X a la méme

loi que X;_,. Autrement dit :
Vh >0 @ Xy — Xoqn £ Xi_s.

(notation X £Y ssi X et Y ont la méme loi).

Définition 1.1.16 : On dit que (X3, Xy, ..., X3,) est un vecteur aléatoire gaussien si tout com-

binaison linéaire des X, suit une loi normale.

Yai,as,...,a, € R : Z (a; Xy,)

=1

est une variable aléatoire gaussienne.

Définition 1.1.17 : Un processus X est gaussien si tout combinaison linéaire finie de (X;, t > 0)

est une variable aléatoire gaussienne, c’est o dire si :
n
Vn,t; € Ry, 1 < i <n,Va,;, Z (a; X3,)

i=1

est une variable aléatoire gaussienne.
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Définition 1.1.18 : Soit (X;),., un processus stochastique intégrable, ou T un ensemble d’in-

dices. On dit que cet processus est uniformément intégrable si :

lim sup E UXt’ 1{|Xt\2n}} =0.

n—-—4oo teT

1.2 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le nom donné aux trajectoires irréguliéres du pollen en suspension
dans l’eau, observé par le botaniste Robert Brown en 1828. Le mouvement Brownien est en

général noté (Wy, t > 0) en référence & Wiener ou (By, t > 0) en référence & Brown.

Définition 1.2.1 (Mouvement Brownien ) : On dit qu’un processus (Bi)i>o o valeurs réelles est
mouvement Brownien issu de x si By = x et les accroissements de (By)i>o sont gaussiens, centrés,
stationnaires, et indépendants : c’est a dire que pourty <t; < ... <t,, By, — DB, Bi,—B,, ..., B, —

By, suit une loi normale N (0, 0% (t; —t;_1)) avec 1 <i<mn, et

n—1

E[(Bi, — Bi_,) (By, = B;,_,)] =0, Vi#j ou 1<i,j<n.

Définition 1.2.2 (Mouvement Brownien standard ) : On appelle mouvement Brownien standard

un processus stochastique (By)i>o & valeurs réelles tel que :

a) By=0,p.s;

b) Sity <t; <..<t,, les accroissements (Bti — By, ,, 1<i< n) sont indépendants ;

c) Pour tout s, t > 0, tel que s < t, B, — By suit une loi gaussienne centrée de variance t — s ;

d) P-p. s. t — By(w) est continue.

Remarque 1.2.1 : De cette définition, il suit que pourt > s> 0: i.e :

[ Bt—BsV“Bt,SV“N(O,t—S).

e E[(B,—B,)| =0 etE[(B,— B,)? =t —s.
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Proposition 1.2.1 : Si (B, t > 0) est un mouvement Brownien :

1. Pour tout s > 0, {Bi+s — Bs}hi>o est un mouvement Brownien.

2. Le processus (—By) est un mouvement Brownien.
Preuve.

1. Posons : Z; = B;ys — Bs.
a) Zy= By— By =0.
b) Puisque
Ztk - Ztk—l = (BtHs - Bs) - (Btk,ﬁs - Bs)
= By +s — B+,

et que : VO <ty <t < ... < ty, les variables aléatoires :

(Bt1+8 - Bt0+8) ) (Bt2+8 - Bt1+5> PREEY! (Btk+8 - Btk71+5)

sont indépendantes, alors : V 0 < tp < #; < ... < i, les variables aléatoires : Z;, — Z,,,

Ly — Ly vy Ly, — Zy,, sont indépendantes.

c) Yu, t >0, tel que : u < t,

Zt - Zu - (Bt+s - Bs) - (Bu—l-s - Bs)

= Bt+s - Bu+s

est de distribution normale d’espérance 0 et de variance (t + s) — (u +s) =t — w.
d) Yw € Q, la trajectoire t — Z;(w) = By s(w) — Bs(w) est continue puisque ¢ — B;(w) est

continue.
2. Posons : Y, = —B, :
a) S/E) = _BO =0.

b) Puisque Y}, — Y, , = By, _, — By, et que V0 <ty < t; < ... < 1y, les variables aléatoires :

k

(Bt1 - Bto) ) (Bt2 - Btl) R (Btk - Btk—l)

8



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

sont indépendantes, alors : V 0 <ty < t; < ... < t, les variables aléatoires :
(Bi, — By,), (Biy, — Biy) s oo,y (Bt,H — Btk)
sont indépendantes, ce qui implique que :
Yoo =Y, Yo, =Y, Yo = Y3

sont indépendantes. Vs, t > 0, tel que s < t,Y; — Y, = (Bs; — B;) est de distribution normale

d’espérance 0 et de variance t — s.

d) Yw € Q, la trajectoire

t — Yi(w) = —By(w)

est continue puisque ¢t — By(w) est continue.

Proposition 1.2.2 : Si B un mouvement Brownien, alors presque sirement, on a : Bi(w) n’est

dérivable en aucun point t et n’est pas a variation finie en aucun point t.

1.3 Martingales
Définition 1.3.1 : Soit (Q2, F,P) un espace probabilisé et (Ft),, une filtration de cet espace. Une
famille (My),-, est une martingale si :

a) (M), est adapté a la filtration (F),>q;
b) Vt >0, M; est intégrable, (c’est-a-dire vérifiant | [|M;|] < oo pour tout t);

c) V0<s<t:E[M|F] =M,

Définition 1.3.2 : De plus (M), est une (F),5, sous-martingale si :

VO < s <t,E[M,|F]> M,

9
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et une sur-martingale s :

VO < s <tE[M|F]< M,

Remarque 1.3.1 :

o Si (M)~ est une martingale, la fonction t — E (M) est constante :

E[M,] =E[M,), VteR*

o Si (My),5, est une sous-martingale, la fonction t — B (M;) est croissante :

E[M,] > E[M,], VteR*

o Si (M), est une sur-martingale, la fonction t — I (M;) est décroissante, i.e

E[M;]) <E[M], VteR".
Remarque 1.3.2 : Si M est une sur-martingale, alors (—M) est une sous-martingale.

Proposition 1.3.1 : (By),5, est un (F;),s, -mouvement Brownien standard, alors : (B;) est une

(Ft),50-martingale.

Preuve. B, est un processus adapté et intégrable; comme il est centré et a accroissements indé-

pendants, alors :
E[(B; — By) | Fs] = E[B; — Bs] =0,

E[(B: — Bs) | Fs] = EB[B; | F] — B,
alors :

E[Bt’fs]:Bs, tZS

10



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.3.2 :

1. (Bt2 - t) est une (Fy),s -martingale.

2
2. (exp <0Bt - (%) t)) est une (F),sq -martingale.

Proposition 1.3.3 (Décomposition de Doob) : Soit (X;); un processus aléatoire intégrable.

Alors il existe une martingale (M), et un processus F-prévisible (Vi):, tels que :
Mo = Vo =0,

et

Xy =Xo+ M, +V;, pourtout t>0.

De plus, cette décomposition est unique.

Définition 1.3.3 : On dit qu’un processus M = (M), est une martingale locale s’il existe une

suite de temps d’arrét (T}); telle que :

T, — oo, P-p.s,
et le processus arrété M™t est une martingale pour tout t.

Définition 1.3.4 : Une semi-martingale est un processus :

X=X+ A+ M,

ol A est un processus a variation finie, Xo est une variable Fo-mesurable et M est une martingale

locale.

11



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.4 Calcul d’It6

1.4.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie fagon similaire a I'intégrale de Riemann comme limite d’une
somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brownien), B : [0, 7] X
 — R ainsi que X : [0,7] x £ — R un processus stochastique adapté a la filtration naturelle

t
associée a By, alors 'intégrale d’Ito / ¢sdB;, est définie par la limite en moyenne quadratique de
0

n—1
Z¢Z (Bti+1 - Bti)'
=0

Soit (€2, F,P) un espace probabilité et B, un mouvement Brownien sur cet espace, et la filtration
t

naturelle du mouvement Brownien F; = o (By, s < t). L’objectif ¢’est définir 'intégrale / ¢psdB;
0

pour des processus ¢ :

<« Cas étagé

On dit qu’'un processus ¢ est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;, 0 < tg <
t1 < ... <1, et une suite de variable aléatoire ¢, telle que ¢, soit F;,-mesurable de carré intégrable

¢ = ¢; pour tout t € |t;, t;11] . Soit

n—1
¢s (CU) = Z¢l (w> 1]ti,ti+1] (S) .
=0

On définit :

t n—1
/ ¢sst = Z¢z (Bti_H - Btl) .
0 i=0

E [ /0 t¢sst] =0 et Var [ /0 t¢sst} —E l /0 tgbgds] .

t n—1
/ ¢sdBs = Z¢z (Bti+1/\t - Btmt) .
0 =0

On sais que :

Alors :

12



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

<« Cas général

Soit I’ensemble £2? (2 x R, ) des processus ¢ est Fi-adaptés caglad (continus & gauche limite

a droite). Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢7) une suite de processus étagés telle que :
t
B| [ -] o
0

quand n tend vers oo.

Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe une v.a I; (¢) = / ¢sdBs de carré intégrable.
0

E [/Ooogf)sst} = 0.

0 n—1
I, (¢) = /0 ¢sdBs = Zgb% (Bti+1 - Bti) )
=0

On va montrer que :

I; (¢) est gaussien, car (B;) est un processus gaussien, alors :

n—1
E[l(¢)] =E Z¢i (Btm - Bti)
1=0
n—1
= > 6B (B, — By)
=0
= 0.

Comme E (Bt — Bti) =0 cas (Bt — Bti) sont a accroissement indépendantes.

i+1 i+1

Pour montrer que :

Var (I, (¢)] = E { /O Oogbgds} .

13



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

En effet, on a :

Var [I; (¢)] =E (1, (¢)2) —~E (L (9))

—E (I, (¢)°)

o[ ([ oan)

n—1 2
=B <Z¢Z (Bti+1 - Bti))
=0
n—1 )
— 5" (6)’E |:(Bti+1 — By,) }
=0
n—1
= () (tix1 — 1)
=0

= / P2ds.
0
1.4.2 Propriétés d’intégrale stochastique

Il y’a plusieurs propriétés sur 'intégrale stochastique les plus important sont :

e Linéarité :
t t t
/im@+wﬁwﬁ%:a/lﬁﬂ%+g/¢y3$
0 0 0

o Additivité : Pour 0 < s<u<t<T

t u t
/¢UdBv:/ ¢vdBU+/¢UdBv.

e Propriétés de martingale : Pour tout processus ¢, on a :

tHLW)ﬁtHﬁwfigﬁ%

14



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

sont des (ftB )—martingales continues on a :
) ¢
B((1(0) - L(6)° | 7] =B [ didu] 72
0

o Si (X3) ,, est un processus F;-adapté et

T
E(/ |X8|2ds)<+oo,
0

telo,

on a l'inégalité :

t 2 t
E | sup /]XS|2dBS §4E{/]XS|2(15]
0<t<T' |Jo 0
e Jsométrie :
t 2 t
E (/ (bsst) =E (/ (b?ds) .
0 0

1.4.3 Processus d’It6

Définition 1.4.1 : Un processus d’Ité est un processus de la forme :
t t
X =X +/ wsds + / 0,dB; P-p.s.
0 0
Avec Xy est Fo-mesurable, ¢ et 0 deux processus F;-adapté vérifient les conditions d’intégrabilité :

t t
/|<ps|ds<+oo et / 10, 12 ds < +oo,
0 0

ot le coefficient ¢ est le drifter ou la dérivée 0 est le coefficient de diffusion. On note de maniére
finitésimale :

dX, = p.ds + 0,dB..

15



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.4.4 Formule d’Ito6

Théoréme 1.4.1 (Premiére formule d’Itd) : Supposons f de classe C*. Alors :
t 1 t
FO) = )+ [ O+ [ 7)),
0 0

= f(Xo) +/O f1(X,)dX, + %/ﬂ f(X,)6%ds.

Théoréme 1.4.2 (Deuxiéme formule d’It6) : Soient X un processus d’Ité et f une fonction

définie sur R x R de classe C* par rapport a t et de classe C* par rapport & X, on a :
t t 1 t
F0.) = F0.X0)+ [ S, X0ds+ [ s X0aX,+ 5 [ s X)),
0 0 0

t t 1t
= f(0,Xo) + / fi(s, X,)ds +/ fi(s, Xs)dXs + 5/ I (s, X)0%ds.
0 0 0

On peut écrire cette formule sous forme différentielle :

0 (43) = | 700+ 3P XD 0] + 200 X)X

Remarque 1.4.1 : La formule d’Ito s’énonce également dans le cas multidimentionnel (ie ¢ (t),

0(t),B(t) sont des matrices) :

ﬂmwzﬂmm+4ﬂ@&wm+zn@&wm

1

—{—§tr [0 (s)" f(s, X (s))0 (S)} + /Otfx(s,XS)Qsst.

Proposition 1.4.1 (Formule d’intégration par parties) : Soient X; etY; deuz processus d’It6 :
t t t t

Xy =Xy + / wsds + / 0,dB, P-p.s et Y,=Yy+ / wsds + / 0,dB, P-p.s.
0 0 0 0

Alors :

t t
XY, = XoYy + / X.dY, + / YidX, + (X,Y),.
0

0

16



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.5 Equations différentielles stochastiques (EDS)

Equations différentielles stochastiques sont des généralisations des équations différentielles
qui sont gouverner de plusieurs des phénomeénes déterministes en physique, mécanique et biologie.
Dans cette partie, on étudier 'existence et l'unicité d’'une équation différentielle & coefficients

Lipchitziens.

On définit Pespace S? par : les processus progressivement mesurables tel que :

E < sup ]Xt\2> < 400

0<t<T

continue, muni de

1
| X |=E <[ sup | X;[?| < —i—oo) :
0<t<T

Définition 1.5.1 : Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
(1.1)
XO = Xa

ol sous forme intégral
t t
X, =x+ / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs, ¥Vt >0,
0 0

ou :

e b : [0,T] x R — R et o :[0,T] x RS — R¥>" sont deuzx fonctions mesurables bornées ou

(T'>0)etn €N etn,deN.

e 1 : la condition initiale o valeurs dans R?.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

e oo' est dit matrice de diffusion, et :

4\ 12
|b| = (Zb?) et ||o|| = (trace(oat))">.
i=1

e {B;t >0} est un mouvement Brownien d-dimensionnel.

o Le coefficient b(t, X;) est appelé dérive et le coefficient o(t, X;) de dB; est appelé terme de
diffusion.

Définition 1.5.2 : Une solution forte a léquation (1.1)) est un processus X = {X;,t € [0,T]}

continu qui est F;-adapté tel que :

¢ t
a) Pour toutt > 0, les intégrales / b(s, Xs)ds et / o (s, Xs)dB;s sont bien définies :
0 0
¢ t
/ b(s, X,) | ds < 400 et / | (s, X,) |2 ds < +00, P-p.s.
0 0

t t
b) (X;),t >0 vérifie (L.1). X, = X +/ b(s, X,)ds + / o(s,Xs)dBs, P-p.s.
0 0

1.5.1 Existence et unicité

Le théoréme suivant donne des conditions sur b et o sous les quelles on peut avoir un résultat

Iexistence et d’unicité de la solution de 1’équation ([1.1)).

Théoréme 1.5.1 (existence et Unicité) : Si b et o sont des fonctions continues telles qu’il

eriste K < 400 , X,Y dans R" :

i) Conditions de Lipchitz :
[ b(t, X) = b(t,Y) | + | ot X) — a(t,Y) | < K|X — V]
ii) Conditions de croissance linéaire :

b, X) | = [o(t, X) [< K1+ [X]).

18



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

iii) B(X?) < +o0.

Alors pour tout ¢ > 0 I'équation (1.1)) admet solution unique dans l'intervalle [0, 7] . D’autre part

la solution (X;)q . vérifie :

E ( sup |Xt|2> < 400.

0<t<T

Preuve. Existence. Pour X € 5% on pose pour tout ¢t € [0,7] :
t t
U(Xy) :X—i—/b(s,Xs)ds—l—/U(S,XS)dBS
0 0

le processus W est bien définie et est continu si X € S2.

Soient X et Y deux éléments de S2, on utilise le fait que (a4 b)* < 2a® 4 2b% on a pour tout

0<t<u<T,

2

| U (X)) — ¥ (V) |?= /Otb(&Xs)ds —b(s,Ys)ds + /Ota(s, X,)ds — o(s,Ys)dB,

2
+2

2

t t
<9 /b(s,Xs)ds—b(s,Ys)ds /U(S,Xs)ds—a(s,}/;)st
0 0

2
+ 2 sup

0<t<u

2

< 2 sup
0<t<u

¢ t
/ b(s, Xs)ds — b(s,Yy)ds / o(s, Xs)ds — o(s,Ys)dBs
0 0

Ce que implique que :

E { sup [ (X,) — @ (V) \2]

0<t<u

2
+ sup

0<t<u

2

< 2E | sup

0<t<u

t ¢
/ b(s, Xs)ds — b(s,Ys)ds / o(s,Xs)ds — o(s,Ys)dBs
0 0
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

On utilise les propriétés (4 et 5) de 'intégrale stochastique, alors on obtient :

E [sup W (X;) - (V) lﬂ

0<t<u

2 2

< 2[E | sup

0<t<u

+ 2E | sup

0<t<u

1 (1 [ ot xods = ot v |)] .

t t
/ b(s, Xs)ds — b(s, Ys)ds / o(s,Xs)ds — o(s,Y5)dBs
0 0

2
+2E

< 9B (| /Oub(s,Xs)ds ~ b(s, Y.)ds y>

L’inégalité de Holder donne alors la majoration :

5 | sup ¥ X~ W O

(1 b5, xas = s v |)2

Comme les fonctions b et o sont lipschitziennes :

<2TE

+ 8B {/0 L o(s, X.)ds — o(s,Yy) | ds} |

E{suphI/(Xt)—\Il(Y;)]Q} ngEV K| X, - Y, [2ds +8EV K| X, - Y, [2ds
0<t<u 0 J 0 d

§2TK2EU | X, =Y, 2 ds +8K2E[/ | X, — Y, |2 ds
0 J 0 J

32K2<T+4>EU \(Xs—m\?ds].
0
On pose C' = 2K? (T + 4), on trouve :

B | s v (x) —w | <om| )X -vip el

0<t<u LJ O

< CE sup/ |XS—Y;|2dS].

L0<t<sJO
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Alors on obtient I'inégalité suivante :

B[ sup [0 (x) - v )] < 0B [ swp [ 13- vip ] (12)

0<t<u 0<t<sJo

Maintenant on va montrer que la fonction ¥ (X) € S%. Notant ¥ (0) le processus nul, on a :
t t
U (0) :X+/ b(s,O)ds—i—/a(s,O)st.
0 0

On a d’une part :

t 2

I

10 (0) |P< ‘X+/Ob(s,0)ds+/ota(s,0)st

et comme :
(a+b+c)2§3(a2+b2+02). (1.3)
On a, pour tout 0 <t < T,

2
+3

2

t
W (0) [P< 3] X P 13 /Oa<s,o>st

/O % (s,0)ds
/0 % (,0)ds

2 2

+ sup
0<t<T

§3[sup | X |* + sup

0<t<T 0<t<T

t
/ o (s,0)dB;s
0

Alors :
B [ sup | ¥ (0) ﬂ

0<t<T

2
+ sup

0<t<T

2

<3E | sup | X |*+ sup

0<t<T 0<t<T

Y

t
/ o (s,0) dB;
0

/Otb(s,O) ds

on utilise 'inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et o, on trouve :

E [ sup |¥ (0) ]2} <3 (B[] X |?| +T*K? + 4K>T),

0<t<T
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

et d’une autre part, I'inégalité (1.2)) donne ce qui suit :

E sup|\I/(Xt)—\If(0)|2} chU sup|X5—0|2ds]
0

0<t<T 0<t<s

SC’/]E sup |XS|2ds}
0

10<t<s

SC’/E sup |Xs|2]d5.
0

l0<t<s

Donc :
E [ sup | (X;) \2} <E { sup |V (0) |2] +C/ E {sup | X, ]2} ds.
0<t<T 0<t<T 0 lo<i<s

Alors : ¥ (X)) € 52, dés que le processus X € 52

On définit alors par récurrence une suite de processus de S? en posant :

X0=0, et X" =0 (X"), pourtout n >0.

On voudrait montrer que la suite X" converge vers une limite qui représente la solution de I'EDS

(T.1). Pour cela, on a majorer : sup |X;™ — X7|? et montrer que la série de terme générale
0<t<T

X[ — X7 est uniformément convergente sur [0,7]. Alors on a :
X = X = () - (X)) 2

Et on utilise la condition de Lipchitz, on obtient :

B | sup [X0 - X1 =B | sup v )~ v ()

0<t<T 0<t<T

T
<2K%(T+4)E {/ sup | X' — Xt”_1|2d31}
0

0<t<si

T
< C’/ E [ sup | X/ —X{‘I@ dsy.
0

0<t<si
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Et par récurrence, on a :

T prs1 S92 Sp—1
E { sup | X[ — X{LP} < C’”/ / / / E { sup |Xt1|2} dsp...dsydsy .
0<t<T 0o Jo Jo 0 0<t<sn

Donc on trouve que :

o
E { sup | Xt — thF] < o E { sup | X} ]2} .

0<t<T 0<t<T

Ce qui signifie que :
crr
n!

’

E [ sup | X7 — thﬂ <L

0<t<T

avec L est le majorant de E { sup | X} |2] . Il résulte de cette derniére inégalité que :
0<t<T

2 1
’n/l n 2
(E [ sup |th+1 - sz]) < <LO ' ) ;
0<t<T n:

et comme :

sup | X/ — X7
0<t<T

2
(E { sup [ Xy — XZ‘IQD =
0<t<T

L2

Alors :

(CT)?
B <VL Nl

sup | X/ — X7
0<t<T

En sommant sur n, il vient :

n
2

sup [ X7 — X7
0<t<T

sup [ X7 — X7
0<t<T

2

n>0

<y

Lt n>0

< OQ.

< ﬁz(%

Alors le série E sup | X7 — X7| converge P-p.s, et donc, P-p.s, X™ converge uniformément sur
0<t<T
n>0"—="—

[0, T] vers un processus continue. De plus X € S2. On vérifier que X est solution de 'EDS ((1.1)

en passant a la limite dans la définition

X = (X7).
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

En effet :
X =lim, (X”“) = lim,,_,o ¥ (X")

= U (lim, o (X™))

= (X).

Unicité. Si X; et Y; deux solution de 'EDS avec les conditions initiales respectivement dans X,

=XetYy=Y.Onpose f(t)=b(t,Xy) =V (t,Xy) et g(t) =0 (t,Y;) — o' (t,Y;). Alors :

E[|Xt—Yt|2]=E{X—Y+/Otf(s)ds—/Otg(s)dBSr.

On utilise I'inégalité (1.3), on trouve :

t 2 t 2
B (X, — Yif?] < 3B|X, - Vi/* + 3E {/ﬂs)ds} | 3E {/g<s>st} |
0 0

et d’aprés Cauchy Schwartz et le propriété (5) de l'intégrale stochastique
t t t
E[|X; - Y|} <3E[(X-Y)?]+3E U ds} E V f(s)st} + 3B V g(s)des]
0 0 0
t t
=3E [(X - Y)?] + 3tE [/ f (S)st} + 3E [/ g (s)QdBS} :
0 0
et comme b et o sont lipchitziennes, alors :
t
E [\Xt — Ytﬂ < 3E [(X — Y)2] +3(1+1t)C?’E {/ | Xs — YSIds} ,
0
lemme de Gronwall, on donne :
E[|X; — Yi?] <3E[(X —Y)*] exp {3(1 +1)C%},

alors : X; =Y. P-p.s, ce qui montre 'unicité. m
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Chapitre 2

Principe du maximum stochastique sous

I’information partielle

Il existe essentiellement deux méthodes majeures pour des problemes des controles stochas-
tiques, la programmation dynamique et le principe du maximum stochastique. la premiére méthode
a elle été introduite par Bellman en 1953, la deuxiéme méthode a elle été introduite par Pon-
tryagin en 1956. Par nature, le principe du maximum de Pontryagin est une condition nécessaire

d’optimalité.

Dans ce chapitre, on va étudier le principe du maximum stochastique sous I'information partielle.
Pour prouver ses conditions il est nécessaire que le processus de controle soit adapté a une sous-

filtration G; de la filtration complet F; et avec le domaine des controles admissibles est convexe.

2.1 Probléme de controle

La théorie du controéle a été initialement développée dans le but d’obtenir des outils d’analyse
et de syntheése des systémes de controle et de systéme dynamique ( c’est & dire I’évolution du
systéme au cours du temps). Cette grande théorie a de nombreuses applications en gestion et en

finance.
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique sous l'information partielle

Un probléme de controéle se construit par les caractéristiques suivantes :

e Etat du systéme : Soit un systéme dynamique caractérisé par son état a tout instant, le temps
peut étre continu ou bien discret. L’horizon (I'intervalle de variation du temps) peut étre fini

ou infini. On notera X; I’état du systéme a 'instant t.

e Controéle : La dynamique X; de I’état du systéme est agi par un controle que nous modélisons
comme un processus u; dont la valeur peut étre décidée a tout instant ¢ en fonction des
informations disponibles a cet instant, c¢’est-a-dire que u; est adapté par rapport & une certaine

filtration, et prend ses valeurs dans un espace de controle.

e Critére de cotit : Le but principal du controle optimal est de minimiser ( ou de maximiser

selon le cas un gain ou bien une perte) une fonctionnelle :
T
J(u)=FE [/ ft, xp,ug)dt + g (x7) |,
0
sur ’ensemble de tous les controles admissibles.

Classes des controles

e Controle admissible

Définition 2.1.1 : On appelle un controle admissible tout processus (ut)te[O.T] mesurable, inté-
grable et adapté a une valeur dans un borélien A C R ; notons par U [’ensemble tous les contréles

admissibles :
U=U[0,T] ={u:]0,T] x Q2 — A : u mesurable, intégrable et F; -adapté}.

e Controéle optimal

Le probléme du controle optimal consiste & minimiser une fonction de cott J (u) sur un ensemble

des controles admissibles U.

26



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique sous l'information partielle

Définition 2.1.2 : On dit que le controle i est optimal (ex. s’il atteint le minimum) si :

J(4) < J(u) ,Yuell.

e Controéle presque optimal

Soit € > 0, le controle u® est dit presque optimal ou bien e-optimal si :

J W) <J(u)+e ,Yuel.

Remarque 2.1.1 : [l existe de nombreuz autres classes.

2.2 Formulation du probléme

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration (F;):cjo,r] vérifiant les conditions

habituelles, et B = (B;)c[o,r] un mouvement Brownien d-dimensionnel.

On considéré les équations différentielles stochastiques contrélée suivante :

dxy = b(t, T, ug)dt + o (t, x4, us)d By,

To =T,
ol : 79 € R?, b et o sont des fonctions données telle que :

b:[0,T] xR" xU — R",

o:[0,T] x R* x Y — R"™*4,

deux fonctions de classe C'.

Soient 1" un nombre réel strictement positif, fixe et U est un sous-ensemble convexe. On définit un
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Chapitre 2. Principe du maximum stochastique sous l'information partielle

ensemble des controles admissibles, comme suit :
U=U[0,T] ={u:[0,T] xQ —=U : wuest (F)wcpmn -adapté},

et G, est une sous-filtration de la filtration complet F; (G, C F3).

On définit le cotit fonctionnel comme suit :
T
J(u) =E {/ f(t e, u)dt + g (z7) | (2.2)
0

ol f et g deux fonctions de classe C!, telle que :

f:0,T]xR"x U — R,

g:R*" =R,

qui vérifient :

E UOT | F(t e u) | dit | g(Xr) || < oo, (2.3)

Alors un contréle 4 est appelé controle optimal sous I'information partielle §’il atteint le maximum
c’est a dire :

J(u) = ilé}gm] (u). (2.4)

Ce principe consiste d’introduire

e [’équation adjointe est une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire donner sous

la forme :
—dp: = [by (t, xe,us) pr + 04 (8, e, ue) @ + fo (6, 20, up)] dt — qid By,

pr = Y9z (ﬂﬁT) .
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e On définie la fonction du Hamoltonien, comme suit :
H:[0,T] x R*"x U x R* x R™? — R
est défini par :
H (t,z,w, pry q) = f (8 2, w) + pb(t, m,w) + quo (8 @, w) - (2.5)
On utilise la définition du Hamiltonien, on obtient I’équation adjoint suivante :
dpy = —H, (t, x4, ug, pr, qi) dt + qd By, (2.6)

et

pr = g« (z7) . (2.7)

On suppose les Hypotheses suivantes : (H;)

T
0

T
E [/ ptT{aaT(t,xt,ut)pt] < oo pour tout u € U.
0 (2.9)

T
E |:/ | Hu<taxt7utaptaqt) |2 dt:| < OQ. (210)
0
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2.3 Conditions nécessaires sous 'information partielle

Dans cette partie, on étudie les conditions nécessaires d’optimalités sous I'information partielle.

Voir l'article de Baghery & @ksendal [2].

Par Hypotheése :

<« Pour tout ¢, r tell que 0 <t <t+r <T,Vi=1,..k et pour tout processus § = 6 (w) est

G;-mesurable, on définit le controle v comme suit :

avec
U; (8) = Oixpqn) (5) , s €[0,7]
est un controle admissible.

<« Pour tout u, v € U avec v est borné, 30 > 0: u+ecv €U , Ve € (=6,0).

<« On donne u, v € U avec v borné. On définit le processus x; par :

d u v
= Ty :d_gxg e )7

tell que z} est la forme linéaire de = qui est donné par ’équation suivante :

;

dxy = (ba (£, 24, ) wy + b (L, 24, 04) 6) di

0, (b, g, up) 2} + 0y (8, 24, up) 0,;d By, (2.11)

1 _
x5 = 0.

< Et on a : Les conditions (Hy)
T T
E {/ (:%%)cht(jfx%dt] <o et E {/ PrO®T (L, 2y, 1y)py | < 00,
0 0
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tel que :

Dy = 0 (£, e, ue) xy + o, (b, 24, ue) Oy,

<« On suppose que % € G est un maximum local pour J(u), alors :
p(e) == J(u + ev).

Le théoreme suivant donne les condition nécessaires d’optimalité :

Théoréme 2.3.1 (Conditions nécessaires) : Sous les conditions (H,), on a @ est un point sta-
ttonnaire pour :

E [Hu (tv i'hﬂtvﬁta C_?t) | gt] - 0, P-p.S..

d
Preuve. Puisque la dérivée d’'un cout J par rapport ¢ égale 0 ( d—J (4 + ev) = 0), on obtient
€

I’égalité suivante :
0 =¢(0)

d . .
= £J(u+ev) |e=0

d T .
= d_E {/ f(t, 2, 4)dt + g (xT)} =0
€ 0

=E

4 d (atev) glirer)
/ {fw(t7 Ty, ﬁt)Td—gxt =+ fu(t, Ty, ﬁt)TUt}dt + gx<xT>—€ ‘€=O
0

T T
_ E/ Fult, 20, ) TELdE + E/ Fu (8, 20, 00) " vydt + B (gm (&7)" 931T> ,
0 0

alors :
T T
0= E/ fo(t, &4, @) 2y dt + E/ fu (t, 2y, Uy) vedt + B (gz (#r)" i%) : (2.12)
0 0
ou :
~1 d (a+ev) 1 ]
Ty = oy . (z; est la forme linéaire de x).
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D’autre part, on applique la formule d’Ito & (p, #!) et on utilise la condition pr = g* (Z7), on trouve

la formule suivante :

T T T
—5| [ itai| 45| [ | +8 | [ atoab]
0 0 0
T T
_E / B (o (8,0, ) &1 + b (£, 1, ) ) dt — / BUH, (¢, &0, i, o, )
0 0

T
+E/ (jt (O'x (t, .’,i't, /Ilt) QAT% —|— Oy (t, i’t, ﬁt) Ut) dt
0

(2.13)
On remplace (2.13]) dans 'égalité (2.12)), on trouve :
T T
0 = E/ fu(t, &y, ﬂt)itldt + E/ fu (t, Ty, Uy) vedt + B <9x (:%T)T :i“%p>
0 0
T T
= E/ fw(t,it,ﬂt)i’%dt—kE/ fu (t,:i"t,ﬂt) Utdt
0 0
(2.14)

T T
+E / B (b (£, 0, ) 31 + b (£, &0, 1) ) df — B / BUH, (£, 2, s o, 60) dt
0 0

T
+E/ th (O'ac (t,:i’t,ﬁt) QAT% +Ju (t,.ﬁ%t,’&t) Ut) dt.
0
D’aprés la définition de I’'Hamiltonien, on a :

H, (t, e, u, pro @) = fo (82, we) + peba(t, 2o, ) + qog (8, T, uy)
et

H, (t,z,ue, proqr) = fu (8 2, w) + pibu(t, 24, w0) + o, (8, 24, uy)
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On remplace cette derniére dans ([2.14)), il s’ensuit immédiatement que :
0=E[H, (t, 2, @, P, q:) ve] - (2.15)

On substitue v; par sa forme, on obtient :

0= E |:HU (ta :i‘t7 atvﬁta (jt)T Ut

r pT
_E /

LJ O
rpt+r 8
LJ t auz

0
H As; As; Asa As 911 rd
oy, (Sax Us, Ps, 4. ) [t,t+7] 5]

H (Sa i'sa '&/saﬁsa (js) 92d8:| .

Par la suite, on divise par r qui tends vers 0, on conclut que :

0 ~
K |: H <t7£7ﬁt7ﬁ7 th>kt) 01:| = 07
Gui

car :

t+r
) AoA A A
/ 3uiH(37m57u57psaq$) 91 )
r—0 r 8u1

H (ta ita /&tapta gta fft) 91

Puisque 1’égalité précédente est vraie pour tout 6; est G;-mesurable borné, on trouve :

0
0 _EL?

Uy

H(tJ‘%t?at’ﬁtant) 01 ‘ gt:|

0

U;

= 0,E [ H (L, &y, Uy, Py, Ge) | gt] ’

alors :

E[Hu (tuit7ﬁt7ﬁt7dt) ’ gt] 5 ]P-p.S.

Ce qu’il fallait & démontrer. m
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2.4 Conditions suffisantes sous ’information partielle

Dans cette partie, on étudie les conditions suffisantes d’optimalités sous I'information partielle

pour I’équation différentielle stochastique. Voir l'article de Baghery & @ksendal [2].

Théoréme 2.4.1 : Sous U’hypothéses (Hy). Pour toutt > 0, on a : H et g sont concaves en ,u
et

E[H(t7:it7ﬂt7ﬁt7qt) | gt] - I;I}éi‘z/}{(E [H<t7j7t7ut7ﬁt7q/\t) | gt] .

alors : u est un controle optimal sous I'information partielle.

Preuve. Soit u € U, on a :

J(U) - J(a) =E [/ {f(t7xt7ut) - f(tafnﬁt)}dt
0 (2.16)

A

+E[g(zr) — g(27)] .
On utilise la définition de I’Hamiltonien, on obtient :
. T
E [fo {f(t,:ct,ut) - f(ti‘taﬂt)}dt} =E {/ {H<tuxt7utaﬁt7qt)} - H(t,iu@t,ﬁt,(jt)}dt}

0

T

—E |:/ {b(t, Ty, U’t) — b(t, jta ﬂt)}Tﬁtdt:|

0

T

0

—E tr [{U(t,xt,ut) — O'(t,.fi't,'llt)}Tth} dt| .
J |
(2.17)

Par concavité, on trouve :

H(taxta Uy, Pr, fjt)} - H(@@ﬂnﬁu (jt)
(2.18)

< Ho(t, &4, Uy Pr, Ge) (z0 — T4) + Hy(t, T, U, Pry G) (wp — Q) -
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D’autre part, on a u;, u; sont mesurables, on peut écrit :

a 7 U N -~ ~
0 2 % [H(tvxtu Ut, Pt Qt)> | gt]fzﬁ(t) (ut — ut>
=B [Hu(t7§3t,?lt,ﬁt7@))T(ut —Uy) | gt] ,

alors :

E [Hu(t,jftaﬁt,ﬁt,@t))T(Ut — ) | 5t] <0.
D’apres (22.18)) et (2.19), on obtient :
T
E {/ {H(taxbutaﬁtadt)} - H(tafft?ﬁtaﬁtadt)}dt}
0

T
<E {/ Ho(t, 4, Uy, Pr, 1)) (20 — ft)Tdt]
0

=-F {/OT(:L} — jt)pot:| +E {/OT(% - a?t)thdBt]

__E { / - :zt))Tdﬁt] ,

ou :

T
H, (t, x4, s, pr, @) = —dpy + qdB; et E {/ (xp — it)TQtdBt:| =0.
0

D’autre part, on a g est concave et par formule d’'Tt6 & (x; — 2;)7p;, on trouve :

Elg(zr) — 9(27)] < El[g:(27)(2r — 27)]
= E[(zr — 27)pr]

T
= E |:/ (xt - ‘,’%t)T(_Hm(t :'%ta ataﬁh th)>dt‘|
0
T
+/ ﬁ? {b(tv Tt, ut) - b(tv :i'h at)} dt
0

T
+/ tr [{J(t,xt,ut) — O'(t,i't,’llt)}T Cjt:| dt.
0

35

(2.19)

(2.20)

(2.21)



Chapitre 2. Principe du maximum stochastique sous l'information partielle

On additionne de tous les membres précédents [(2.20) — (2.21))] de (2.16]), on trouve :

Qui nous donne le résultat souhaité. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, on établi des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité sous 'infor-
mation partielle pour ’équation différentielle stochastique dans le cas ot le domaine du controles

admissibles est convexe, on suppose que :

e F, : la filtration engendrée par B;.
e Sous filtration G; C F;.

e le control u; est Gi-adapté.

La preuve de ce résultat est basée sur la perturbation convexe.
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Annexe A : Rappel

Inégalité de Cauchy-Schwartz intégrable. En se placant sur £ = C([a, b],R) (avec (a,b) €
b

R?) muni de produit scalaire (f,g) — (f\g) = /f(t)g(t)dt. On obtient :

a

/a bf(t)g(t)dt' < \/F(t)dt x /a b92(t)dt :

+ % — 1) avec p, q €]1,00[, X €

Vf,g € C([a,b],R)

Inégalité de Holder. Soient p et ¢ deux nombres conjugués (1—1)

LPetY € (9.
Alors XY € L! et

XY <[ X Y o,

pour p = ¢ = 2, on obtient I'inégalité ce Cauchy-Schwartz
B XY [| <B[ X P)PB[ Y .

Application lipschitzienne. Soit £ une partie de R, f : £ — R une application et k un réel

positif. On dit que f est k-lipschitzienne si :

Vo, ye B |f(z) = fly)l < klz—yl.
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Annexe A : Rappel

Fonction concave. Une fonction f d’un intervalle réel I vers R est dite concave lorsque, pour

tous 1 et xo de I et tout ¢ dans [0, 1], on a :
fltar+ (A =t)za) 2 tf (21) + (1 = 1) f (22) .

Inégalité de Doob (Inégalité maximale). Si X est une sous-martingale & temps continu,

positive et cadlage,alors pour p > let ¢ =p/p—1,on a:
I SUPg< XS”P < q||Xth et || sup, Xth < gsup; ||Xt||p

En particulier si X est une martingale cadlag pour p = 2, ¢ = 2 alors :

Elsup X?] < 4E(X?) et E[sup X?] < 4supB(X?).
t t

s<t

Lemme de Gronwall. Soit g : [0,7] — R une application borélienne bornée tell que pour «,

b>0:

g(t) <a-+ b/tg(s)ds vVt € [0,T].

Alors :

g(t) < aexp(bt) Vte[0,T].
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

(Q,F,P) :  Espace de probabilité.
(Q, F o (Ft) >0 ,IP’) : Espace de probabilité filtreé.

Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont

2

- la dérivée seconde est continue.

c Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont
la premieére dérivée est continue.

EDS . Equation différentielle stochastique.

P-p.s . Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

N(0,1) :  Loi normale centre de varianece t.

u . Controle admissible.

U Controle optimal.

41



	Dédicace
	Table des matières
	Introduction
	blueGénéralités sur les processus stochastiques
	Processus stochastiques
	Mouvement Brownien
	Martingales
	Calcul d'Itô
	Intégrale stochastique
	Propriétés d'intégrale stochastique
	Processus d'Itô
	Formule d'Itô

	Equations différentielles stochastiques (EDS)
	Existence et unicité


	bluePrincipe du maximum stochastique sous l'information partielle
	Problème de contrôle
	Formulation du problème
	Conditions nécessaires sous l'information partielle
	Conditions suffisantes sous l'information partielle

	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe A : Rappel
	Annexe B: Abréviations et Notations

