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Introduction

Les problèmes de contrôle optimal stochastique on un grand nombre d�applications dans les

domaines de l�économie et à de la �nance.

Il existe deux approches de résolution du problème de contrôle optimal, bien connues, qui sont :

� Principe de la programmation dynamique.

� Principe du maximum de Pontryagin sous le nom ** Conditions nécessaires d�optimalité**.

Cette méthode, qui fera l�objet de ce travail. L�idée suivante : Si û est un contrôle optimal,

on utilise l�approche de Lagrange en calcul des variations de la dérivée de la fonctionnelle par

rapport à certain paramètre de perturbation " doit être positive. Le principe de maximum

stochastique a pour objectif de trouver l�ensemble des conditions nécessaires et su¢ santes

qui doit être satisfaites par ce contrôle.

J Dans le cas déterministe, le principe maximum a été établi par Pontryagin en 1950.

J La première version du principe de maximum stochastique a été largement établie dans les

années 1970.

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, muni d�une �ltration (Ft)t2[0;T ] véri�ant les conditions

habituelles, et B = (Bt)t2[0;T ] un mouvement Brownien d-dimensionnel. On considère l�équation

di¤érentielle stochastique :

8><>: dxt = b (t; xt; ut) dt+ � (t; xt; ut) dWt

x0 = x;
;
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Introduction

tell que :

C xt la trajectoire du système contrôlé par u:

C les fonctions boréliennes b et � dé�nies par b : [0; T ]�Rn�U ! Rn; et � : [0; T ]�Rn�U ! Rn�m.

C Le contrôle u est un processus mesurable.

la fonction de cout est donnée par :

E
�Z T

0

f (t; xt; ut) dt+ g (xT )

�
:

L�objet du contrôle optimal stochastique est de maximiser un cout sur un ensemble U de tous les

contrôles admissibles :

J (û) = sup
u(:)2U

J (u (:))

Ce mémoire est contenu de deux chapitre

J Dans le premier chapitre, on présente des généralités sur les processus stochastiques, mouvement

Brownien, martingale, formule d�Itô et l�existence et l�unicité de la solution pour l�équation

di¤érentielle stochastique.

J Dans le dernière chapitre, on va étudier le problème du contrôle optimal par le principe du

maximum stochastique sous l�information partielle.
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Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

1.1 Processus stochastiques

On va s�intéresser à des phénomènes dépendant du temps. Ce qui est connu à la date t est

rassemblé dans une tribu At, c�est l�information à la date t :

Dé�nition 1.1.1 : Un processus stochastique X = (Xt)t2T est une famille de variables aléatoires :

a) Un processus dépend de deux paramètres : Xt (!) un processus dépend de t (en générale le

temps) et de l�aléatoire ! 2 
.

b) Pour t 2 T �xé, ! 2 
 7�! Xt (!) est une variable aléatoire sur l�espace de probabilité (
;P) :

c) Pour ! 2 
 �xé, t 2 T 7�! Xt (!) est une fonction à valeurs réelles, appelée trajectoire du

processus.

Dé�nition 1.1.2 : Un processus stochastique fX (t; !) ; t 2 Tg est dit à temps discret (respecti-

vement à temps continu) si T est un ensemble in�ni dénombrable (respectivement un ou plusieurs

intervalles).

Dé�nition 1.1.3 : Un processus (Xt)t2T est dit adapté à la �ltration (Ft)t2T si 8 t 2 T; Xt est

mesurable par rapport à la tribu Ft:

3



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.1.4 : Un processus (Xn)n2N est dit prévisible pour la �ltration Fn ou Fn-prévisible

si pour tout n 2 N; Xn est Fn�1-mesurable.

Dé�nition 1.1.5 : Un processus est dit continu si pour presque tout ! 2 
; l�application t 7�!

Xt (!) est continue (i.e. les trajectoires sont continues).

Dé�nition 1.1.6 : Un processus est dit càdlàg (continu à droit, limité à gauche) si ses trajectoires

sont continues à droit, pourvues de limites à gauche.

Dé�nition 1.1.7 : Un processus X = fXtgt2T est dit mesurable si l�ensemble :

f(t; !) 2 T�
 : Xt (!) 2 Bg 2 BT 
F ;8B 2 �;

c�est à dire l�application :

(
�T;F 
 BT;P) �! (E; �)

(!; t) 7�! X (!; t)

est mesurable.

Dé�nition 1.1.8 : Un processus X est dit progressivement mesurable par rapport à (Ft)t�0 ; si

pour tout t � 0, l�application :

(
� [0; t] ;Ft 
 B [0; t] ;P) �! (E; �)

(!; s) 7�! X (!; s)

est mesurable.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Exemple 1.1.1 : On dit que fXt; t � 0g est un bon processus s�il est (Ft) -adapté, càdlàg, et si :

E
�Z t

0

X2
sds

�
< +1 pour tout t � 1:

Dé�nition 1.1.9 : Soit une �ltration (Ft)t�0 sur un espace de probabilité (
;F ;P) et (Xt)t�0

un processus adapté à (Ft)t�0 ; le processus (Xt)t�0 est à variation �nie si P-presque toutes les

trajectoires :

t 7�! Xt (!)

sont à variation �nie. Ou si la variation totale de (Xt)t�0 existe et est �ni, ç�est dire :

V[0;T ] (X) = sup
�n

pnX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

��� < +1, p:s;
où : �n =

�
tn1 ; t

n
2 ; :::; t

n
pn

�
une subdivision de [0; T ].

Dé�nition 1.1.10 : Un processus X est à variation bornée sur [0; T ] s�il est à variation bornée

trajectoire par trajectoire :

sup
�n

pnX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

��� < +1, p:s:
Dé�nition 1.1.11 : Une suite aléatoire (Xn) est dite indépendante si la suite de tribus engendrées

(� (Xn)) est indépendante.

Dé�nition 1.1.12 : Deux suites aléatoires sont dites indépendantes si toutes sous-suites �nies

extraite sont indépendantes.

Dé�nition 1.1.13 : Deux processus X et Y sont dit équivalentes s�ils ont la même loi (égalité

de toutes les lois �ni-dimensionnelles). On écrira X L
= Y:
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.1.14 : Un processus X est dite à accroissements indépendants si on a :

a) X0 = 0; p:s,

b) 8n � 1;8t1; :::; tn 2 R+; tel que : 0 < t1 < t2 < ::: < tn; les variables aléatoires

�
Xt1 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1

�
sont indépendantes.

Dé�nition 1.1.15 : Un processus stochastique (Xt)t2R+ est un processus accroissements indé-

pendants stationnaires si : 8s; t 2 R+; tel que 0 � s < t; la variable aléatoire Xt �Xs a la même

loi que Xt�s. Autrement dit :

8h � 0 : Xt+h �Xs+h
L
= Xt�s:

(notation X L
= Y ssi X et Y ont la même loi).

Dé�nition 1.1.16 : On dit que (Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn) est un vecteur aléatoire gaussien si tout com-

binaison linéaire des Xti suit une loi normale.

8a1; a2; :::; an 2 R :
nX
i=1

(aiXti)

est une variable aléatoire gaussienne.

Dé�nition 1.1.17 : Un processus X est gaussien si tout combinaison linéaire �nie de (Xt; t � 0)

est une variable aléatoire gaussienne, c�est à dire si :

8n; ti 2 R+; 1 � i � n;8ai;
nX
i=1

(aiXti)

est une variable aléatoire gaussienne.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.1.18 : Soit (Xt)t2T un processus stochastique intégrable, où T un ensemble d�in-

dices. On dit que cet processus est uniformément intégrable si :

lim sup
n!+1 t2T

E
�
jXtj 1fjXtj�ng

�
= 0:

1.2 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulières du pollen en suspension

dans l�eau, observé par le botaniste Robert Brown en 1828. Le mouvement Brownien est en

général noté (Wt; t � 0) en référence àWiener ou (Bt; t � 0) en référence à Brown.

Dé�nition 1.2.1 (Mouvement Brownien ) : On dit qu�un processus (Bt)t�0 à valeurs réelles est

mouvement Brownien issu de x si B0 = x et les accroissements de (Bt)t�0 sont gaussiens, centrés,

stationnaires, et indépendants : c�est à dire que pour t0 � t1 � ::: � tn; Bt1�Bt0 ; Bt2�Bt1 ; :::; Btn�

Btn�1suit une loi normale N (0; �2 (ti � ti�1)) avec 1 � i � n, et

E
��
Bti �Bti�1

� �
Btj �Btj�1

��
= 0; 8i 6= j où 1 � i; j � n:

Dé�nition 1.2.2 (Mouvement Brownien standard ) : On appelle mouvement Brownien standard

un processus stochastique (Bt)t�0 à valeurs réelles tel que :

a) B0 = 0; p:s ;

b) Si t0 � t1 � ::: � tn, les accroissements
�
Bti �Bti�1 ; 1 � i � n

�
sont indépendants ;

c) Pour tout s; t � 0; tel que s � t, Bt �Bs suit une loi gaussienne centrée de variance t� s ;

d) P-p: s: t 7�! Bt(!) est continue.

Remarque 1.2.1 : De cette dé�nition, il suit que pour t � s � 0 : i.e :

� Bt �Bs v Bt�s v N (0; t� s):

� E [(Bt �Bs)] = 0 et E [(Bt �Bs)2] = t� s:

7



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.2.1 : Si (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien :

1. Pour tout s > 0; fBt+s �Bsgt�0 est un mouvement Brownien.

2. Le processus (�Bt) est un mouvement Brownien.

Preuve.

1. Posons : Zt = Bt+s �Bs:

a) Z0 = B0 �B0 = 0:

b) Puisque

Ztk � Ztk�1 = (Btk+s �Bs)�
�
Btk�1+s �Bs

�
= Btk+s �Btk�1+s;

et que : 80 � t0 < t1 < ::: < tk, les variables aléatoires :

(Bt1+s �Bt0+s) ; (Bt2+s �Bt1+s) ; :::;
�
Btk+s �Btk�1+s

�
sont indépendantes, alors : 8 0 � t0 < t1 < ::: < tk, les variables aléatoires : Zt1 � Zt0 ;

Zt2 � Zt1 ; :::; Ztk � Ztk�1 sont indépendantes.

c) 8u; t � 0; tel que : u < t,

Zt � Zu = (Bt+s �Bs)� (Bu+s �Bs)

= Bt+s �Bu+s

est de distribution normale d�espérance 0 et de variance (t+ s)� (u+ s) = t� u:

d) 8! 2 
, la trajectoire t 7�! Zt(!) = Bt+s(!) � Bs(!) est continue puisque t 7�! Bt(!) est

continue.

2. Posons : Yt = �Bt :

a) Y0 = �B0 = 0:

b) Puisque Ytk � Ytk�1 = Btk�1 �Btk et que 80 � t0 < t1 < ::: < tk, les variables aléatoires :

(Bt1 �Bt0) ; (Bt2 �Bt1) ; :::;
�
Btk �Btk�1

�
8



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

sont indépendantes, alors : 8 0 � t0 < t1 < ::: < tk, les variables aléatoires :

(Bt0 �Bt1) ; (Bt1 �Bt2) ; :::;
�
Btk�1 �Btk

�
sont indépendantes, ce qui implique que :

Yt1 � Yt0 ; Yt2 � Yt1 ; :::; Ytk � Ytk�1

sont indépendantes. 8s; t � 0; tel que s < t, Yt� Ys = (Bs �Bt) est de distribution normale

d�espérance 0 et de variance t� s:

d) 8! 2 
, la trajectoire

t 7�! Yt(!) = �Bt(!)

est continue puisque t 7�! Bt(!) est continue.

Proposition 1.2.2 : Si B un mouvement Brownien, alors presque sûrement, on a : Bt(w) n�est

dérivable en aucun point t et n�est pas à variation �nie en aucun point t:

1.3 Martingales

Dé�nition 1.3.1 : Soit (
;F ;P) un espace probabilisé et (Ft)t�0 une �ltration de cet espace. Une

famille (Mt)t�0 est une martingale si :

a) (Mt)t�0 est adapté à la �ltration (Ft)t�0 ;

b) 8t � 0, Mt est intégrable, (c�est-à-dire véri�ant E [jMtj] <1 pour tout t) ;

c) 80 � s � t : E [Mt j Fs] =Ms:

Dé�nition 1.3.2 : De plus (Mt)t�0 est une (Ft)t�0 sous-martingale si :

80 � s � t;E [Mt j Fs] �Ms;

9



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

et une sur-martingale si :

80 � s � t;E [Mt j Fs] �Ms:

Remarque 1.3.1 :

� Si (Mt)t�0 est une martingale, la fonction t 7�! E (Mt) est constante :

E [Mt] = E [M0] ; 8t 2 R+:

� Si (Mt)t�0 est une sous-martingale, la fonction t 7�! E (Mt) est croissante :

E [Mt] � E [M0] ; 8t 2 R+:

� Si (Mt)t�0 est une sur-martingale, la fonction t 7�! E (Mt) est décroissante, i.e

E [Mt] � E [M0] ; 8t 2 R+:

Remarque 1.3.2 : Si M est une sur-martingale, alors (�M) est une sous-martingale.

Proposition 1.3.1 : (Bt)t�0 est un (Ft)t�0 -mouvement Brownien standard, alors : (Bt) est une

(Ft)t�0-martingale.

Preuve. Bt est un processus adapté et intégrable ; comme il est centré et à accroissements indé-

pendants, alors :

E [(Bt �Bs) j Fs] = E [Bt �Bs] = 0;

E [(Bt �Bs) j Fs] = E [Bt j Fs]�Bs;

alors :

E [Bt j Fs] = Bs; t � s:

10



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.3.2 :

1.
�
B

2

t � t
�
est une (Ft)t�0 -martingale.

2.
�
exp

�
�Bt �

�
�2

2

�
t

��
est une (Ft)t�0 -martingale.

Proposition 1.3.3 (Décomposition de Doob) : Soit (Xt)t un processus aléatoire intégrable.

Alors il existe une martingale (Mt)t et un processus F-prévisible (Vt)t, tels que :

M0 = V0 = 0;

et

Xt = X0 +Mt + Vt, pour tout t � 0:

De plus, cette décomposition est unique.

Dé�nition 1.3.3 : On dit qu�un processus M = (Mt)t�0 est une martingale locale s�il existe une

suite de temps d�arrêt (Tt)t telle que :

Tt !1; P-p:s;

et le processus arrêté MTt est une martingale pour tout t.

Dé�nition 1.3.4 : Une semi-martingale est un processus :

X = X0 + A+M;

où A est un processus à variation �nie, X0 est une variable F0-mesurable et M est une martingale

locale.

11



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.4 Calcul d�Itô

1.4.1 Intégrale stochastique

Il s�agit d�une intégrale dé�nie façon similaire à l�intégrale de Riemann comme limite d�une

somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brownien), B : [0; T ]�


 ! R ainsi que X : [0; T ] � 
 �! R un processus stochastique adapté à la �ltration naturelle

associée à Bt, alors l�intégrale d�Itô
Z t

0

�sdBs est dé�nie par la limite en moyenne quadratique de

n�1X
i=0

�i(Bti+1 �Bti):

Soit (
;F ;P) un espace probabilité et Bt un mouvement Brownien sur cet espace, et la �ltration

naturelle du mouvement Brownien Ft = � (Bs; s � t) : L�objectif c�est dé�nir l�intégrale
Z t

0

�sdBs

pour des processus � :

J Cas étagé

On dit qu�un processus � est étagé (ou élémentaire) s�il existe une suite de réels ti; 0 � t0 �

t1 � ::: � tn et une suite de variable aléatoire �i telle que �i soit Fti-mesurable de carré intégrable

�t = �i pour tout t 2 ]ti; ti+1] : Soit

�s (!) =

n�1X
i=0

�i (!)1]ti;ti+1] (s) :

On dé�nit : Z t

0

�sdBs =

n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�
:

On sais que :

E
�Z t

0

�sdBs

�
= 0 et Var

�Z t

0

�sdBs

�
= E

�Z t

0

�2sds

�
:

Alors : Z t

0

�sdBs =

n�1X
i=0

�i
�
Bti+1^t �Bti^t

�
:

12



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

J Cas général

Soit l�ensemble L2 (
� R+) des processus � est Ft-adaptés càglàd (continus à gauche limite

à droite). Si � un meilleur processus, il existe (�ns ) une suite de processus étagés telle que :

E
�Z t

0

(�ns � �2s) ds
�
! 0;

quand n tend vers 1.

Ainsi, pour tout t > 0; il existe une v.a It (�) =
Z 1

0

�sdBs de carré intégrable.

On va montrer que :

E
�Z 1

0

�sdBs

�
= 0:

On a :

It (�) =

Z 1

0

�sdBs =
n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�
;

It (�) est gaussien, car (Bt) est un processus gaussien, alors :

E [It (�)] = E

"
n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�#

=
n�1X
i=0

�iE
�
Bti+1 �Bti

�

= 0:

Comme E
�
Bti+1 �Bti

�
= 0 cas

�
Bti+1 �Bti

�
sont à accroissement indépendantes.

Pour montrer que :

Var [It (�)] = E
�Z 1

0

�2sds

�
:

13



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

En e¤et, on a :

Var [It (�)] = E
�
It (�)

2�� E (It (�))2
= E

�
It (�)

2�
= E

"�Z 1

0

�sdBs

�2#

= E

24 n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�!235
=

n�1X
i=0

(�i)
2 E
h�
Bti+1 �Bti

�2i

=
n�1X
i=0

(�i)
2 (ti+1 � ti)

=

Z 1

0

�2sds:

1.4.2 Propriétés d�intégrale stochastique

Il y�a plusieurs propriétés sur l�intégrale stochastique les plus important sont :

� Linéarité : Z t

0

(a�1s + b�
2
s) dBs = a

Z t

0

�1sdBs + b

Z t

0

�2sdBs:

� Additivité : Pour 0 � s < u < t � T

Z t

s

�vdBv =

Z u

s

�vdBv +

Z t

u

�vdBv:

� Propriétés de martingale : Pour tout processus �, on a :

t 7! It (�) et t 7! It (�)
2 �

Z t

0

�2sds

14
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sont des
�
FB
t

�
-martingales continues on a :

E
�
(It (�)� Is (�))2 j FB

s

�
= E

�Z t

0

�2udu j FB
s

�
:

� Si (Xt)
t2[0;T]

est un processus Ft-adapté et

E
�Z T

0

j Xs j2 ds
�
< +1;

on a l�inégalité :

E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

j Xs j2 dBs
����2
#
� 4E

�Z t

0

j Xs j2 ds
�
:

� Isométrie :

E

"�Z t

0

�sdBs

�2#
= E

�Z t

0

�2sds

�
:

1.4.3 Processus d�Itô

Dé�nition 1.4.1 : Un processus d�Itô est un processus de la forme :

Xt = X0 +

Z t

0

'sds+

Z t

0

�sdBs P-p:s:

Avec X0 est F0-mesurable, ' et � deux processus Ft-adapté véri�ent les conditions d�intégrabilité :

Z t

0

j'sj ds < +1 et
Z t

0

k �s k2 ds < +1;

où le coe¢ cient ' est le drifter ou la dérivée � est le coe¢ cient de di¤usion. On note de manière

in�nitésimale :

dXt = 'sds+ �sdBs:
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1.4.4 Formule d�Itô

Théorème 1.4.1 (Première formule d�Itô) : Supposons f de classe C2. Alors :

f(X) = f(X0) +

Z t

0

f 0(Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00(Xs)d hX;Xis

= f(X0) +

Z t

0

f 0(Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00(Xs)�
2
sds:

Théorème 1.4.2 (Deuxième formule d�Itô) : Soient X un processus d�Itô et f une fonction

dé�nie sur R+ � R de classe C1 par rapport à t et de classe C2 par rapport à X; on a :

f(t;X) = f(0; X0) +

Z t

0

f 0t(s;Xs)ds+

Z t

0

f 0x(s;Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00xx(s;Xs)d hX;Xis

= f(0; X0) +

Z t

0

f 0t(s;Xs)ds+

Z t

0

f 0x(s;Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00xx(s;Xs)�
2
sds:

On peut écrire cette formule sous forme di¤érentielle :

df (t;X) =

�
f 0t (t;Xt) +

1

2
f 00xx (t;Xt) �

2
t

�
dt+ f 0x(t;Xt)dXt:

Remarque 1.4.1 : La formule d�Itô s�énonce également dans le cas multidimentionnel (ie ' (t) ;

� (t) ; B (t) sont des matrices) :

f(t;Xt) = f(0; X0) +

Z t

0

fs(s;Xs)'sds+

Z t

0

fx(s;Xs)'sds

+
1

2
tr
h
� (s)T f(s;X (s))� (s)

i
+

Z t

0

fx(s;Xs)�sdBs:

Proposition 1.4.1 (Formule d�intégration par parties) : SoientXt et Yt deux processus d�Itô :

Xt = X0 +

Z t

0

'sds+

Z t

0

�sdBs P-p:s et Yt = Y0 +

Z t

0

'sds+

Z t

0

�sdBs P-p:s:

Alors :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it :
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Cette formule est connue sous le nom d�intégration par partie.

1.5 Equations di¤érentielles stochastiques (EDS)

Equations di¤érentielles stochastiques sont des généralisations des équations di¤érentielles

qui sont gouverner de plusieurs des phénomènes déterministes en physique, mécanique et biologie.

Dans cette partie, on étudier l�existence et l�unicité d�une équation di¤érentielle à coe¢ cients

Lipchitziens.

On dé�nit l�espace S2c par : les processus progressivement mesurables tel que :

E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
< +1

continue, muni de

k X k= E
 �

sup
0�t�T

jXtj2
� 1
2

< +1
!
:

Dé�nition 1.5.1 : Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme :

8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt;

X0 = X;
(1.1)

où sous forme intégral

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs; 8t � 0;

où :

� b : [0; T ] � Rd ! R et � :[0; T ] � Rd ! Rd�n sont deux fonctions mesurables bornées où

(T > 0)et n 2 N et n; d 2 N.

� x : la condition initiale à valeurs dans Rd:
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

� ��t est dit matrice de di¤usion, et :

jbj =
 

dX
i=1

b2i

!1=2
et jj�jj = (trace(��t))1=2.

� fB; t � 0g est un mouvement Brownien d-dimensionnel.

� Le coe¢ cient b (t;Xt) est appelé dérive et le coe¢ cient �(t;Xt) de dBt est appelé terme de

di¤usion.

Dé�nition 1.5.2 : Une solution forte à l�équation (1:1) est un processus X = fXt; t 2 [0; T ]g

continu qui est Ft-adapté tel que :

a) Pour tout t � 0; les intégrales
Z t

0

b(s;Xs)ds et
Z t

0

�(s;Xs)dBs sont bien dé�nies :

Z t

0

j b(s;Xs) j ds < +1 et
Z t

0

j �(s;Xs) j2 ds < +1; P-p:s:

b) (Xt) ; t � 0 véri�e (1:1) : Xt = X +

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs; P-p:s:

1.5.1 Existence et unicité

Le théorème suivant donne des conditions sur b et � sous les quelles on peut avoir un résultat

l�existence et d�unicité de la solution de l�équation (1:1) :

Théorème 1.5.1 (existence et Unicité) : Si b et � sont des fonctions continues telles qu�il

existe K < +1 ; X; Y dans Rn :

i) Conditions de Lipchitz :

j b(t;X)� b(t; Y ) j + j �(t;X)� �(t; Y ) j� KjX � Y j:

ii) Conditions de croissance linéaire :

jb(t;X) j � j �(t;X) j� K(1 + jXj):
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iii) E (X2) < +1:

Alors pour tout t � 0 l�équation (1:1) admet solution unique dans l�intervalle [0; T ] : D�autre part

la solution (Xt)0�t�T véri�e :

E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
< +1:

Preuve. Existence. Pour X 2 S2c ; on pose pour tout t 2 [0; T ] :

	(Xt) = X +

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs

le processus 	 est bien dé�nie et est continu si X 2 S2c :

Soient X et Y deux éléments de S2c , on utilise le fait que (a+ b)
2 � 2a2 + 2b2 on a pour tout

0 � t � u � T ,

j 	(Xt)�	(Yt) j2=
����Z t

0

b(s;Xs)ds� b(s; Ys)ds+
Z t

0

�(s;Xs)ds� �(s; Ys)dBs
����2

� 2
����Z t

0

b(s;Xs)ds� b(s; Ys)ds
����2 + 2 ����Z t

0

�(s;Xs)ds� �(s; Ys)dBs
����2

� 2 sup
0�t�u

����Z t

0

b(s;Xs)ds� b(s; Ys)ds
����2 + 2 sup

0�t�u

����Z t

0

�(s;Xs)ds� �(s; Ys)dBs
����2 :

Ce que implique que :

E
�
sup
0�t�u

j	(Xt)�	(Yt) j2
�

� 2E
"
sup
0�t�u

����Z t

0

b(s;Xs)ds� b(s; Ys)ds
����2 + sup

0�t�u

����Z t

0

�(s;Xs)ds� �(s; Ys)dBs
����2
#
:
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On utilise les propriétés (4 et 5) de l�intégrale stochastique, alors on obtient :

E
�
sup
0�t�u

j	(Xt)�	(Yt) j2
�

� 2E
"
sup
0�t�u

����Z t

0

b(s;Xs)ds� b(s; Ys)ds
����2
#
+ 2E

"
sup
0�t�u

����Z t

0

�(s;Xs)ds� �(s; Ys)dBs
����2
#

� 2E
"�
j
Z u

0

b(s;Xs)ds� b(s; Ys)ds j
�2#

+ 2E

"
4

�
j
Z u

0

�(s;Xs)ds� �(s; Ys)ds j
�2#

:

L�inégalité de Hölder donne alors la majoration :

E
�
sup
0�t�u

j	(Xt)�	(Yt) j2
�

� 2TE
"�
j
Z u

0

b(s;Xs)ds� b(s; Ys)ds j
�2#

+ 8E
�Z u

0

j �(s;Xs)ds� �(s; Ys) j ds
�
:

Comme les fonctions b et � sont lipschitziennes :

E
�
sup
0�t�u

j	(Xt)�	(Yt) j2
�
� 2TE

�Z u

0

K2 j Xs � Ys j2 ds
�
+ 8E

�Z u

0

K2 j Xs � Ys j2 ds
�

� 2TK2E
�Z u

0

j Xs � Ys j2 ds
�
+ 8K2E

�Z u

0

j Xs � Ys j2 ds
�

� 2K2 (T + 4)E
�Z u

0

j (Xs � Ys) j2 ds
�
:

On pose C = 2K2 (T + 4), on trouve :

E
�
sup
0�t�u

j	(Xt)�	(Yt) j2
�
� CE

�Z u

0

j Xs � Ys j2 ds
�

� CE
�
sup
0�t�s

Z u

0

j Xs � Ys j2 ds
�
:

20



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Alors on obtient l�inégalité suivante :

E
�
sup
0�t�u

j	(Xt)�	(Yt) j2
�
� CE

�
sup
0�t�s

Z u

0

j Xs � Ys j2 ds
�
: (1.2)

Maintenant on va montrer que la fonction 	(X) 2 S2c . Notant 	(0) le processus nul, on a :

	(0) = X +

Z t

0

b (s; 0) ds+

Z t

0

� (s; 0) dBs:

On a d�une part :

j 	(0) j2�
����X + Z t

0

b (s; 0) ds+

Z t

0

� (s; 0) dBs

����2 ;
et comme :

(a+ b+ c)2 � 3 (a2 + b2 + c2) : (1.3)

On a, pour tout 0 � t � T;

j 	(0) j2� 3 j X j2 +3
����Z t

0

b (s; 0) ds

����2 + 3 ����Z t

0

� (s; 0) dBs

����2

� 3
"
sup
0�t�T

j X j2 + sup
0�t�T

����Z t

0

b (s; 0) ds

����2 + sup
0�t�T

����Z t

0

� (s; 0) dBs

����2
#
:

Alors :

E
�
sup
0�t�T

j 	(0) j2
�

� 3E
"
sup
0�t�T

j X j2 + sup
0�t�T

����Z t

0

b (s; 0) ds

����2 + sup
0�t�T

����Z t

0

� (s; 0) dBs

����2
#
;

on utilise l�inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et �, on trouve :

E
�
sup
0�t�T

j	(0) j2
�
� 3 (E [j X j2] + T 2K2 + 4K2T ) ;
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et d�une autre part, l�inégalité (1:2) donne ce qui suit :

E
�
sup
0�t�T

j	(Xt)�	(0) j2
�
� CE

�Z u

0

sup
0�t�s

j Xs � 0 j2 ds
�

� C
Z u

0

E
�
sup
0�t�s

j Xs j2 ds
�

� C
Z u

0

E
�
sup
0�t�s

j Xs j2
�
ds:

Donc :

E
�
sup
0�t�T

j	(Xt) j2
�
� E

�
sup
0�t�T

j	(0) j2
�
+ C

Z u

0

E
�
sup
0�t�s

j Xs j2
�
ds:

Alors : 	(X) 2 S2c , dés que le processus X 2 S2c :

On dé�nit alors par récurrence une suite de processus de S2c en posant :

X0 = 0; et Xn+1 = 	(Xn) ; pour tout n � 0:

On voudrait montrer que la suite Xn converge vers une limite qui représente la solution de l�EDS

(1:1). Pour cela, on a majorer : sup
0�t�T

jXn+1
t � Xn

t j2 et montrer que la série de terme générale

Xn+1
t �Xn

t est uniformément convergente sur [0; T ] : Alors on a :

jXn+1
t �Xn

t j2 = j	(Xn
t )�	

�
Xn�1
t

�
j2:

Et on utilise la condition de Lipchitz, on obtient :

E
�
sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j2
�
= E

�
sup
0�t�T

j	(Xn
t )�	

�
Xn�1
t

�
j2
�

� 2K2 (T + 4)E
�Z T

0

sup jXn
t �Xn�1

t j2ds1
0�t�s1

�

� C
Z T

0

E
�
sup
0�t�s1

jXn
t �Xn�1

t j2
�
ds1:
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Et par récurrence, on a :

E
�
sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j2
�
� Cn

Z T

0

Z s1

0

Z s2

0

:::

Z sn�1

0

E
�
sup
0�t�sn

jX1
t j2
�
dsn:::ds2ds1:

Donc on trouve que :

E
�
sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j2
�
� CnT n

n!
E
�
sup
0�t�T

j X1
t j2
�
:

Ce qui signi�e que :

E
�
sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j2
�
� LC

nT n

n!
;

avec L est le majorant de E
�
sup
0�t�T

j X1
t j2
�
: Il résulte de cette dernière inégalité que :

�
E
�
sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j2
��2

�
�
L
CnT n

n!

� 1
2

;

et comme : �
E
�
sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j2
��2

=

 sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j

L2

:

Alors :  sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j

L2

�
p
L
(CT )

n
2

p
n!

:

En sommant sur n, il vient :

X
n�0

 sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j

L1

�
X
n�0

 sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j

L2

�
p
L
X
n�0

(CT )
n
2

p
n!

<1:

Alors le série
X
n�0

sup
0�t�T

jXn+1
t �Xn

t j converge P-p:s; et donc, P-p:s; Xn converge uniformément sur

[0; T ] vers un processus continue. De plus X 2 S2c . On véri�er que X est solution de l�EDS (1:1)

en passant à la limite dans la dé�nition

Xn+1 = 	(Xn) :
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En e¤et :

X = limn!1 (X
n+1) = limn!1	(X

n)

= 	 (limn!1 (X
n))

= 	 (X) :

Unicité. Si Xt et Yt deux solution de l�EDS avec les conditions initiales respectivement dans X0

= X et Y0 = Y . On pose f (t) = b (t;Xt)� b0 (t;Xt) et g (t) = � (t; Yt)� �0 (t; Yt) : Alors :

E [jXt � Ytj2] = E
�
X � Y +

Z t

0

f (s) ds�
Z t

0

g (s) dBs

�2
:

On utilise l�inégalité (1:3), on trouve :

E [jXt � Ytj2] � 3EjXt � Ytj2 + 3E
�Z t

0

f (s) ds

�2
+ 3E

�Z t

0

g (s) dBs

�2
;

et d�après Cauchy Schwartz et le propriété (5) de l�intégrale stochastique

E [jXt � Ytj2] � 3E
�
(X � Y )2

�
+ 3E

�Z t

0

ds

�
E
�Z t

0

f (s)2 ds

�
+ 3E

�Z t

0

g (s)2 dBs

�

=3E
�
(X � Y )2

�
+ 3tE

�Z t

0

f (s)2 ds

�
+ 3E

�Z t

0

g (s)2 dBs

�
;

et comme b et � sont lipchitziennes, alors :

E
�
jXt � Ytj2

�
� 3E

�
(X � Y )2

�
+ 3 (1 + t)C2E

�Z t

0

jXs � Ysjds
�
;

lemme de Gronwall, on donne :

E [jXt � Ytj2] � 3E
�
(X � Y )2

�
exp f3 (1 + t)C2tg ;

alors : Xt = Yt: P-p:s; ce qui montre l�unicité.
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Chapitre 2

Principe du maximum stochastique sous

l�information partielle

Il existe essentiellement deux méthodes majeures pour des problèmes des contrôles stochas-

tiques, la programmation dynamique et le principe du maximum stochastique. la première méthode

a elle été introduite par Bellman en 1953, la deuxième méthode a elle été introduite par Pon-

tryagin en 1956. Par nature, le principe du maximum de Pontryagin est une condition nécessaire

d�optimalité.

Dans ce chapitre, on va étudier le principe du maximum stochastique sous l�information partielle.

Pour prouver ses conditions il est nécessaire que le processus de contrôle soit adapté à une sous-

�ltration Gt de la �ltration complet Ft et avec le domaine des contrôles admissibles est convexe.

2.1 Problème de contrôle

La théorie du contrôle a été initialement développée dans le but d�obtenir des outils d�analyse

et de synthèse des systèmes de contrôle et de système dynamique ( c�est à dire l�évolution du

système au cours du temps). Cette grande théorie a de nombreuses applications en gestion et en

�nance.
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Un problème de contrôle se construit par les caractéristiques suivantes :

� État du système : Soit un système dynamique caractérisé par son état à tout instant, le temps

peut être continu ou bien discret. L�horizon (l�intervalle de variation du temps) peut être �ni

ou in�ni. On notera Xt l�état du système à l�instant t.

� Contrôle : La dynamique Xt de l�état du système est agi par un contrôle que nous modélisons

comme un processus ut dont la valeur peut être décidée a tout instant t en fonction des

informations disponibles à cet instant, c�est-à-dire que ut est adapté par rapport à une certaine

�ltration, et prend ses valeurs dans un espace de contrôle.

� Critère de coût : Le but principal du contrôle optimal est de minimiser ( ou de maximiser

selon le cas un gain ou bien une perte) une fonctionnelle :

J (u) = E
�Z T

0

f(t; xt; ut)dt+ g (xT )

�
;

sur l�ensemble de tous les contrôles admissibles.

Classes des contrôles

� Contrôle admissible

Dé�nition 2.1.1 : On appelle un contrôle admissible tout processus (ut)t2[0:T ] mesurable, inté-

grable et adapté à une valeur dans un borélien A � R ; notons par U l�ensemble tous les contrôles

admissibles :

U = U [0; T ] = fu : [0; T ]� 
! A : u mesurable, intégrable et Ft -adaptég:

� Contrôle optimal

Le problème du contrôle optimal consiste à minimiser une fonction de coût J (u) sur un ensemble

des contrôles admissibles U .
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Dé�nition 2.1.2 : On dit que le contrôle û est optimal (ex. s�il atteint le minimum) si :

J (û) � J (u) ;8u 2 U :

� Contrôle presque optimal

Soit " > 0, le contrôle u" est dit presque optimal ou bien "-optimal si :

J (u") � J (u) + " ;8u 2 U :

Remarque 2.1.1 : Il existe de nombreux autres classes.

2.2 Formulation du problème

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, muni d�une �ltration (Ft)t2[0;T ] véri�ant les conditions

habituelles, et B = (Bt)t2[0;T ] un mouvement Brownien d-dimensionnel.

On considéré les équations di¤érentielles stochastiques contrôlée suivante :

8><>:
dxt = b(t; xt; ut)dt+ �(t; xt; ut)dBt;

x0 = x;

(2.1)

où : x0 2 Rd, b et � sont des fonctions données telle que :

b : [0; T ]� Rn � U ! Rn;

� : [0; T ]� Rn � U ! Rn�d;

deux fonctions de classe C1:

Soient T un nombre réel strictement positif, �xe et U est un sous-ensemble convexe. On dé�nit un
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ensemble des contrôles admissibles, comme suit :

U = U [0; T ] = fu : [0; T ]� 
! U : u est (Ft)t2[0;T ] -adaptég;

et Gt est une sous-�ltration de la �ltration complet Ft (Gt � Ft).

On dé�nit le coût fonctionnel comme suit :

J (u) = E
�Z T

0

f(t; xt; ut)dt+ g (xT )

�
; (2.2)

où f et g deux fonctions de classe C1, telle que :

f : [0; T ]� Rn � U ! R;

g : Rn ! R;

qui véri�ent :

E
�Z T

0

j f(t; xt; ut) j dt+ j g(XT ) j
�
<1: (2.3)

Alors un contrôle û est appelé contrôle optimal sous l�information partielle s�il atteint le maximum

c�est à dire :

J(û) = sup
u2G
J (u) : (2.4)

Ce principe consiste d�introduire

� L�équation adjointe est une équation di¤érentielle stochastique rétrograde linéaire donner sous

la forme :8>><>>:
�dpt = [bx (t; xt; ut) pt + �x (t; xt; ut) qt + fx (t; xt; ut)] dt� qtdBt;

pT = gx (xT ) :
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� On dé�nie la fonction du Hamoltonien, comme suit :

H : [0; T ]� Rn � U � Rn � Rn�d ! R

est dé�ni par :

H (t; xt; ut; pt; qt) = f (t; xt; ut) + ptb(t; xt; ut) + qt� (t; xt; ut) : (2.5)

On utilise la dé�nition du Hamiltonien, on obtient l�équation adjoint suivante :

dpt = �Hx (t; xt; ut; pt; qt) dt+ qtdBt; (2.6)

et

pT = gx (xT ) : (2.7)

On suppose les Hypothèses suivantes : (H1)

E
�Z T

0

(x̂t � xt)T q̂tq̂Tt (x̂t � xt)dt
�
<1: (2.8)

E
�Z T

0

pTt f��T (t; xt; ut)pt
�
<1 pour tout u 2 U :

(2.9)

E
�Z T

0

j Hu(t; xt; ut; pt; qt) j2 dt
�
<1: (2.10)

29
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2.3 Conditions nécessaires sous l�information partielle

Dans cette partie, on étudie les conditions nécessaires d�optimalités sous l�information partielle.

Voir l�article de Baghery & ?ksendal [2]:

Par Hypothèse :

J Pour tout t; r tell que 0 � t � t + r � T; 8 i = 1; :::; k et pour tout processus � = � (w) est

Gt-mesurable, on dé�nit le contrôle � comme suit :

� (s) := (0; :::; �i (s) ; 0; :::; 0) 2 U � Rk;

avec

�i (s) = �i�[t;t+r] (s) ; s 2 [0; T ]

est un contrôle admissible.

J Pour tout u; � 2 U avec � est borné, 9� > 0 : u+ "� 2 U , 8" 2 (��; �) :

J On donne u; � 2 U avec � borné. On dé�nit le processus xt par :

x1t = x
(u;�)
t =

d

d"
x
(u+"�)
t ;

tell que x1t est la forme linéaire de x qui est donné par l�équation suivante :8>>>>>>><>>>>>>>:

dx1t = (bx (t; xt; ut)x
1
t + bu (t; xt; ut) �t) dt

+�x (t; xt; ut)x
1
t + �u (t; xt; ut) �tdBt;

x10 = 0:

(2.11)

J Et on a : Les conditions (H2)

E
�Z T

0

(x̂1t )
T q̂tq̂

T
t x

1
tdt

�
<1 et E

�Z T

0

p̂Tt ��
T (t; x̂t; ût)p̂t

�
<1;
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tel que :

�i;j = �x (t; xt; ut)x
1
t + �

i
u (t; xt; ut) �t:

J On suppose que û 2 G est un maximum local pour J(u); alors :

'(") := J(û+ "�):

Le théorème suivant donne les condition nécessaires d�optimalité :

Théorème 2.3.1 (Conditions nécessaires) : Sous les conditions (H2), on a û est un point sta-

tionnaire pour :

E [Hu (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) j Gt] = 0; P-p:s::

Preuve. Puisque la dérivée d�un cout J par rapport " égale 0 (
d

d"
J(û + "�) = 0), on obtient

l�égalité suivante :

0 = �'(0)

=
d

d"
J(û+ "�) j"=0

=
d

d"
E
�Z T

0

f(t; x̂t; ût)dt+ g (x̂T )

�
j"=0

= E

"Z T

0

ffx(t; x̂t; ût)T
d

d"
x
(û+"�)
t + fu(t; x̂t; ût)

T�tgdt+ gx(xT )
dx̂

(û+"�)
T

d"

#
j"=0

= E
Z T

0

fx(t; x̂t; ût)
T x̂1tdt+ E

Z T

0

fu (t; x̂t; ût)
T �tdt+ E

�
gx (x̂T )

T x̂1T

�
;

alors :

0 = E
Z T

0

fx(t; x̂t; ût)x̂
1
tdt+ E

Z T

0

fu (t; x̂t; ût) �tdt+ E
�
gx (x̂T )

T x̂1T

�
; (2.12)

où :

x̂1t =
d

d"
x
(û+"�)
t ; (x1t est la forme linéaire de x):
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D�autre part, on applique la formule d�Itô à (p̂; x̂1) et on utilise la condition p̂T = g�x (x̂T ), on trouve

la formule suivante :

E
h
gx (x̂T )

T x̂1T

i
= E [p̂T x̂1T ]

= E
�Z T

0

p̂Tt dx̂
1
t

�
+ E

�Z T

0

x̂1tdp̂t

�
+ E

�Z T

0

d hp̂t; x̂1t i
�

= E
Z T

0

p̂t (bx (t; x̂t; ût) x̂
1
t + bu (t; x̂t; ût) �t) dt� E

Z T

0

x̂1tHx (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) dt

+E
Z T

0

q̂t (�x (t; x̂t; ût) x̂
1
t + �u (t; x̂t; ût) �t) dt:

(2.13)

On remplace (2:13) dans l�égalité (2:12), on trouve :

0 = E
Z T

0

fx(t; x̂t; ût)x̂
1
tdt+ E

Z T

0

fu (t; x̂t; ût) �tdt+ E
�
gx (x̂T )

T x̂1T

�

= E
Z T

0

fx(t; x̂t; ût)x̂
1
tdt+ E

Z T

0

fu (t; x̂t; ût) �tdt

+E
Z T

0

p̂t (bx (t; x̂t; ût) x̂
1
t + bu (t; x̂t; ût) �t) dt� E

Z T

0

x̂1tHx (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) dt

+E
Z T

0

q̂t (�x (t; x̂t; ût) x̂
1
t + �u (t; x̂t; ût) �t) dt:

(2.14)

D�après la dé�nition de l�Hamiltonien, on a :

Hx (t; xt; ut; pt; qt) = fx (t; xt; ut) + ptbx(t; xt; ut) + qt�x (t; xt; ut)

et

Hu (t; xt; ut; pt; qt) = fu (t; xt; ut) + ptbu(t; xt; ut) + qt�u (t; xt; ut)
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On remplace cette dernière dans (2:14), il s�ensuit immédiatement que :

0 = E [Hu (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) �t] : (2.15)

On substitue �t par sa forme, on obtient :

0 = E
h
Hu (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t)

T �t

i

= E
�Z T

0

@

@ui
H (s; x̂s; ûs; p̂s; q̂s) �i1[t;t+r]ds

�

= E
�Z t+r

t

@

@ui
H (s; x̂s; ûs; p̂s; q̂s) �ids

�
:

Par la suite, on divise par r qui tends vers 0, on conclut que :

E
�
@

@ui
H
�
t; x̂; ût; p̂; q̂t; k̂t

�
�i

�
= 0;

car :

lim
r!0

Z t+r

t

@
@ui
H (s; x̂s; ûs; p̂s; q̂s) �i

r
ds =

@

@ui
H
�
t; x̂t; ût; p̂t; q̂t; k̂t

�
�i:

Puisque l�égalité précédente est vraie pour tout �i est Gt-mesurable borné, on trouve :

0 = E
�
@

@ui
H (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) �i j Gt

�

= �iE
�
@

@ui
H (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) j Gt

�
;

alors :

E [Hu (t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) j Gt] ; P-p:s:

Ce qu�il fallait à démontrer.
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2.4 Conditions su¢ santes sous l�information partielle

Dans cette partie, on étudie les conditions su¢ santes d�optimalités sous l�information partielle

pour l�équation di¤érentielle stochastique. Voir l�article de Baghery & ?ksendal [2]:

Théorème 2.4.1 : Sous l�hypothèses (H1). Pour tout t � 0; on a : H et g sont concaves en x; u

et

E [H(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) j Gt] = max
u2U

E [H(t; x̂t; ut; p̂t; q̂t) j Gt] :

alors : û est un contrôle optimal sous l�information partielle.

Preuve. Soit u 2 U ; on a :

J(u)� J(û) = E
�Z T

0

ff(t; xt; ut)� f(t; x̂t; ût)gdt
�

+E [g(xT )� g(x̂T )] :

(2.16)

On utilise la dé�nition de l�Hamiltonien, on obtient :

E
hR T
0
ff(t; xt; ut)� f(t; x̂t; ût)gdt

i
= E

�Z T

0

fH(t; xt; ut; p̂t; q̂t)g �H(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t)gdt
�

�E
�Z T

0

fb(t; xt; ut)� b(t; x̂t; ût)gT p̂tdt
�

�E
�Z T

0

tr
�
f�(t; xt; ut)� �(t; x̂t; ût)gT q̂t

�
dt

�
:

(2.17)

Par concavité, on trouve :

H(t; xt; ut; p̂t; q̂t)g �H(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t)

� Hx(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) (xt � x̂t) +Hu(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t) (ut � ût) :
(2.18)
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D�autre part, on a ut, ût sont mesurables, on peut écrit :

0 � @

@u
E [H(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t)) j Gt]Tu=û(t) (ut � ût)

= E
�
Hu(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t))

T (ut � ût) j Gt
�
;

alors :

E
�
Hu(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t))

T (ut � ût) j "t
�
� 0: (2.19)

D�après (2.18) et (2.19), on obtient :

E
�Z T

0

fH(t; xt; ut; p̂t; q̂t)g �H(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t)gdt
�

� E
�Z T

0

Hx(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t))(xt � x̂t)Tdt
�

= �E
�Z T

0

(xt � x̂t)Tdpt
�
+ E

�Z T

0

(xt � x̂t)T qtdBt
�

= �E
�Z T

0

(xt � x̂t))Tdp̂t
�
;

(2.20)

où :

Hx (t; xt; ut; pt; qt) = �dpt + qtdBt et E
�Z T

0

(xt � x̂t)T qtdBt
�
= 0:

D�autre part, on a g est concave et par formule d�Itô à (xt � x̂t)T p̂t, on trouve :

E [g(xT )� g(x̂T )] � E [gx(x̂T )(xT � x̂T )]

= E [(xT � x̂T )p̂T ]

= E
�Z T

0

(xt � x̂t)T (�Hx(t; x̂t; ût; p̂t; q̂t))dt
�

+

Z T

0

p̂Tt fb(t; xt; ut)� b(t; x̂t; ût)g dt

+

Z T

0

tr
h
f�(t; xt; ut)� �(t; x̂t; ût)gT q̂t

i
dt:

(2.21)
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On additionne de tous les membres précédents [(2:20)� (2:21)] de (2:16), on trouve :

J(u)� J(û) � 0:

Qui nous donne le résultat souhaité.

36



Conclusion

Dans ce mémoire, on établi des conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité sous l�infor-

mation partielle pour l�équation di¤érentielle stochastique dans le cas où le domaine du contrôles

admissibles est convexe, on suppose que :

� Ft : la �ltration engendrée par Bt.

� Sous �ltration Gt � Ft:

� le contrôl ut est Gt-adapté.

La preuve de ce résultat est basée sur la perturbation convexe.
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Annexe A : Rappel

Inégalité de Cauchy-Schwartz intégrable. En se placant sur E = C([a; b];R) (avec (a; b) 2

R2) muni de produit scalaire (f; g)! hfngi =
bZ
a

f(t)g(t)dt. On obtient :

8f; g 2 C([a; b];R)
����Z b

a

f(t)g(t)dt

���� �
sZ b

a

f 2(t)dt�

sZ b

a

g2(t)dt .

Inégalité de Hölder. Soient p et q deux nombres conjugués
�
1
p
+ 1

q
= 1
�
avec p, q 2]1;1[; X 2

Lp et Y 2 Lq.

Alors XY 2 L1 et

k XY k�k X kpk Y kq;

pour p = q = 2; on obtient l�inégalité ce Cauchy-Schwartz

E [j XY j] � E [j X j2]
1
2 E [j Y j2]

1
2 :

Application lipschitzienne. Soit E une partie de R; f : E ! R une application et k un réel

positif. On dit que f est k-lipschitzienne si :

8x; y 2 E : jf(x)� f 0y)j � k jx� yj :
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Annexe A : Rappel

Fonction concave. Une fonction f d�un intervalle réel I vers R est dite concave lorsque, pour

tous x1 et x2 de I et tout t dans [0; 1], on a :

f(tx1 + (1� t)x2) � tf (x1) + (1� t) f (x2) :

Inégalité de Doob (Inégalité maximale). Si X est une sous-martingale à temps continu,

positive et càdlàge,alors pour p > 1et q = p=p� 1, on a :

jj sups�tXsjjp � qjjXtjjp et jj suptXtjjp � q supt jjXtjjp

En particulier si X est une martingale càdlàg pour p = 2, q = 2 alors :

E[sup
s�t
X2
s ] � 4E(X2

t ) et E[sup
t
X2
t ] � 4 sup

t
E(X2

t ).

Lemme de Gronwall. Soit g : [0; T ] ! R une application borélienne bornée tell que pour a;

b � 0 :

g(t) � a+ b
Z t

0

g(s)ds 8t 2 [0; T ].

Alors :

g(t) � a exp (bt) 8t 2 [0; T ].
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

(
;F ;P) : Espace de probabilité.�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
: Espace de probabilité �ltré.

C2 :
Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont

la dérivée seconde est continue.

C1 :
Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont

la première dérivée est continue.

EDS : Equation di¤érentielle stochastique.

P-p:s : Presque sûrement pour la mesure de probabilité P.

N (0; t) : Loi normale centre de varianece t.

u : Contrôle admissible.

û : Contrôle optimal.
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