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Résumé du mémoire

Dans ce mémoire, nous établissons les conditions nécessaires générales d’optimalité
pour le controle stochastique des équations de type McKean-Vlasov. Les coeffi-
cients de I’équation d’état dépendent de I’état du processus de résolution ainsi que
de sa loi de probabilité et de la variable de controle. Les coefficients du systeme
sont non linéaires et dépendent explicitement de controle. Le domaine de controle
considéré n’est pas supposé étre convexe (general action space). La preuve de
notre résultat principal est basée sur les dérivées du premier et du second ordre,
par rapport a la mesure dans ’espace de Wasserstein des mesures de probabilité,

et en utilisant la méthode variationnelle.
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Notations et symbols

(Qvf> (Ft)tz()vp)
L*(Q, F)
P—p.s

cadlag

Espace de probabilité filtré.

L’espace des fonctions de carré intégrable sur (€2, F)
Presque surement pour la mesure de probabilité P.
Continue a droite admet de limite & gauche.
Mouvement brownien.

Equation différentielle stochastique.

La fonction de cotit & minimiser.

Ensemble de controles admissibles.

Controéle admissible.

Controle optimal.

Hamiltonien.

Loi de Probabilité de X.
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Introduction

Nous étudions les solutions optimales du probléme de contréle stochastique de
type McKean-Vlasov, dans lequel le domaine de contréle n’a pas besoin d’étre
convexe. Nous étudions un probléme général de commande stochastique pour des
systémes gouvernés par une équation différentielle stochastique de type McKean-

Vlasov comme suit :

dX"(t) = f(t, X"(t), Pxuqy, u(t))dt + o(t, X*(t), Pxuq, u(t))dW (1),

Notre probléme de controle consiste & minimiser un cotit fonctionnel de la forme
T
J(u(-))=FE {/ 0(t, X"(t), Pxug), u(t))dt + h(X*(T), Pxu(ry)|
0

ot W(-) est un Fp-mouvement brownien et Pxu) = Po[X “(¢)] " deésigne la loi du
hasard variable X“, T un nombre réel strictement positif et u(-) est un controle
continu-singulier. Les coefficients f, o, ¢, et h recoivent des fonctions détermi-

nistes.
Les équations différentielles stochastiques de type McKean-Vlasov sont les équa-
tions différentielles stochastiques d’Ito, ou les coefficients de 1’équation d’état dé-

pendent de I’état du processus de résolution ainsi que de sa loi de probabilité.



Introduction

Les problémes de controle optimal pour les équations différentielles stochastiques
(EDS) de type McKean-Vlasov ont été étudiés par de nombreux auteurs; voir,
par exemple [I], 3] 2, [5, 6], [7, 8, O, 10} 1T, 12].

Dans ce mémoire, nous établissons des conditions générales pour le probléme de
controle optimal de McKean-Vlasov. La dérivée par rapport aux mesures de pro-
babilité dans ’espace de Wasserstein et la formule d’It6 associée sont appliquées

pour dériver nos résultats

Notre probléme de optimal est fortement motivé par I’étude récente des jeux a
champ moyen et joue un réle important dans différents domaines de 1’économie,

de la finance et de la physique, [3], 2].

Notre travail se distingue des précédents par les aspects suivants : Premiérement,
nous étudions le systéme non linéaire controlé plus général de type McKean-
Vlasov, ot les coefficients de ’équation dépendent de I’état du processus de ré-
solution X" ainsi que de ses mesures de probabilité Pyu (). Deuxiémement, nous
appliquons les dérivées du premier et du second ordre par rapport aux mesures
de probabilité pour établir nos conditions d’optimalité nécessaires de type Peng.
Troisiemement, nous étudions le probléme général de controéle, ot le domaine de
controle n’est pas supposé étre convexe. Quatriemement, la dérivée du second
ordre par rapport aux mesures de probabilité dans I’espace de Wasserstein est ap-
pliquée pour établir notre résultat sans conditions de convexité. Notre probléme
de controle McKean-Vlasov apparait naturellement dans ’analyse probabiliste
des problémes d’optimisation financiére. De plus, les approches mathématiques
McKean-Vlasov ci-dessus jouent un roéle important dans différents domaines de

I’économie, de la finance, de la physique, de la chimie et de la théorie des jeux.

L’objectif principal de ce mémoire est de prouver les conditions nécessaires géné-

rales de McKean-Vlasov du controle optimal sans I’hypothése de convexité. Cette
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étude est basé sur le travail de Guenane et al. [3].

Nous présentons notre travail comme suite : Le premier chapitre, nous faisons un
bref rappel sur quelques généralites de calcul stochastique. Le deuxiéme chapitre
dans ce chapitre nous donnons la formulation des dérivées du premier et du second
ordre par rapport a la mesure de probabilité et les notations de base. Et dans le
dernier chapitre nous donnons la formulation du probléme de controle et en fin

nous démontrons notre résultat principal.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Généralités.
Dans ce chapitre on dans quelques généralites de calcul stochastique.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique). Soit T un ensemble. On appelle
processus stochastique indexé par T et a valeurs dans R? une famille (X;);er
d’applications mesurables de (2, F) dans RY, B(R?) telle que pour toutt € T, X,

est une variable aléatoire.

Définition 1.1.2 (Filtration). Une filtration est une famille croissante de sous

tribus de F, c’est-‘a-dire telle que Fy C Fs pour tout t > s.

Définition 1.1.3 (Processus mesurable). Un processus X est dit mesurable si
Uapplication (t,w) — X;(w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport auz

tribus B(R,) @ F et B(R).

Définition 1.1.4 (Progressivement mesurable). Un processus X est progres-

sivement mesurable par rapport a {F; }+>o si, pour toutt > 0, Uapplication (s,w) — Xs(w)

4



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

de [0,t] x Q dans R? est mesurable par rapport a B([0,t]) ® F; et B(R?).
Remarque 1.1.1 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 1.1.5 (Processus adapté). Un processus stochastique X = (X;,t > 0)
est dit adapté par rapport a une flltration F; (ou bien Fi-adapté) si X, est Fy-

mesurable pour tout t.

1.1.1 Mouvement Brownien.

Définition 1.1.6 (Mouvement Brownien ). On appelle un mouvement Brow-

nien standard tout processus stochastique Wy a valeurs réelles tel que :

1. P—p.s. t — Wi(w) est continue.

2. Pour 0 < s <t, W, — W; est indépendant de la tribu o{W,,u < s} et de

loi gaussienne centrée de variance t— s .

3. Wy =0,P—np.s.

Pour tout t > 0, la variable aléatoire W suite la loi gaussienne centrée de variance ¢
donc de densité (27t) "/ 2eaxp{—22/(2t)}. On dit quun mouvement Brownien (MB

dans la suite) part d'un point x si Wy = x.

Remarque 1.1.2 On dit que W est un {Fi}i>0-MB si W est un processus

continu, adapté a la filtration {F,}i>o, vérifiant
Vue RVO<s<tE [eiu(Wt—Ws)/}-s} _ ea:p_UQ(t_S)/Q_

Proposition 1.1.1 Soit W un M B standard.

1. Pour tout s > 0, {W;+s—Ws}>0 est un MB indépendant de o{W,,,u < s}.

5



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

2. =W est aussiun MB .
3. Pour tout ¢ > 0, {cW;/c*};>0 est un M B.

4. Le processus défini par Xo = 0 et X; = tW;/, est un M B.

Martingales.

Définition 1.1.7 (Martingale). Un processus X a valeurs réelles est une mar-
tingale par rapport a la filtration {Fi}i>o i :

1. Pour toutt > 0, X; est F;—mesurable.

2. Pour toutt > 0, X;- est intégrable.

3. Pour
0<s<t,E[X;|Fs] =X,

Remarque 1.1.3 SiW estun MB, alors {Wp —t},.q et {exp (oW, — 0%t/2)} g

sont des martingales.

1.1.2 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit X une variable aléatoire réelle ( v.a.r), (intégrable) définie sur (§2, F,P) et
G une sous-tribu de F. L’espérance conditionnelle E [X\G] de X quand G est

I'unique variable aléatoire telle que :

a) G-mesurable.

b)
/E[X|G]dIP_/XdIP’;VAeG.
A A
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1.1.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

a) Linéarité. Soit a et b deux constantes.

E[(aX +bY | G)] = aB[X | G] +IE[Y | G].

b) Croissance. Soit X et Y deux (v. a) telles que X < Y. Alors :

E[X |G <E[Y|d].

E[E[X | G]] = E[X].

d) Si X est G-mesurable,
E[X |G]=X.

e) SiY est G-mesurable,

E[XY |G]=YE[X|d].

f) Si X est indépendante de G,

E[X |G| =E[X].

g) Si G est la tribu grossiére (composée de I’ensemble vide et de Q ),

E[X |G| =E[X].
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h) Si G et H sont deux tribus telles que H C G alors
EX[H=EB[X[H] |G =EBB[X|G]|H].

On note souvent

EEX[H)|Gl=BX[H][G].

i) Si (X,Y) sont indépendantes, et ® une fonction borélienne bornée,
E[@(X,Y) | Y] = [E[®(X,y)]ly=y

Cette derniére égalité signifle que, pour calculer I’espérence conditionelle E [® (X, Y)\Y]
lorsque les variables X et Y sont indépendantes, on explicite la fonction VU telle

que ¥(y) = E[®(X,y)], puis on remplace y par Y pour obtenir la (v.a) ¥(Y).

1.2 Intégrale de Wiener

On note L2(R, ) P'ensemble des fonctions boréliennes f de R, dans R de carré
intégrable, c’est-a-dire telle que [;° |f(s)[ds < 1.

Remarque 1.2.1 Ly(R.) est un espace de Hilbert pour la norme || |2 = ([~ |fI? ds) 12 :

Pour f = 1j,,) , on pose [; f(s)dWs = W (v) — W(u). Soit f une fonction en

escalier, de la forme f(z) = Z;’j fi—11je,,1,04), ON pose
| aws =3 fomwi ),
0 i=1

La variable aléatoire I(f) = [ f(s)dW, est une variable gaussienne d’espérance

nulle et de variance égale a [ fa(s)ds.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

1. I(f) est gaussienne car le processus W est gaussien, aussi I(f) est centrée

car W est centré et

Var(1(£) = 3 S VarW—We ) = S 2, (ti—ti1) = / 2 (s)ds = | /]l
=1 =1

2. L’intégrale est linéaire :
I(f+9)=1(f) + 1(9)-
Si f et g sont deux fonctions en escalier

E(I(f)I(g)) = / " F(s)g(s)ds.

Théorlme 1.2.1 Soit f € L} et My = fot f(s)dWs. Alors

loc

a) Le processus M est une martingale continue et la (v.a) M, est d’espérance 0

/O " P(s)ds.

. , . t"s
b) Le processus M est un processus gaussien centré de covariance fo 2(u)du,

et de variance égale a

et a accroissements indépendants.

c) Le processus

(]\/.l't2 —/0 f2(s)ds,0 < t),

est une martingale.

d) Si f et g sont dans L7, on a :

B[ [ swan: [“owaw| = [ rwgtan
9



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

1.2.1 Intégration par parties

Théorlme 1.2.2 Si f est une fonction de classe C*, donc

[ raw.= o~ [ fewas

t

Proposition 1.2.1 Le processus X;e~" est une martingale.

1.3 Intégrales stochastique

On veut généraliser 'intégrale de Wiener et de déflnir 'intégrale fooo 0,dW pour

des processus stochastiques 6.

1.3.1 Cas de processus étagés

On dit qu'un processus 6 est étagé (ou ¢élémentaire) s’il existe une suite de réels
tj, telles que 0 < ¢y < ty.... <, et une suite de variables aléatoires 6; telles que

0; soit Fy,-mesurable, appartienne a L?(Q2) et que 6; = 6; pour tout t e€|t;,t; 1],

soit
n—1
Os(w) = 0;(w)ly, 1,,11(5)-
=0
On déflnit alors :
00 n—1
/ 0. dW, =Y 0;(Wy,,, — W)
0 e
On a
E [/ GSdWS} = OetVar(/ 0,dWy) =& [/ dis] )
0 0 0
On obtient

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

t n—1
[0 =000 = Wi
0 =0 J
Remarque 1.3.1 57750 <1y <Tj..... < T, est une suite croissante de temps

d’arrét, si 0y = Gjl}TwTjH](s) ol 0; est une suite de variables aléatoires telles que

0, soit ij mesurable, appartienne ¢ 1L2(2), on définit alors :
t n—1
/ 0, dWs = Z 0;(Wr, o ine — Wryne).

1.3.2 Cas général

On définit les processus continus 4 gauche limités a droite (cdgldd ) de carré
intégrable appartenant a L?(2 x R™) comme ’ensemble A des processus 6 adaptés

cdglad , (F,)-adapteés tels que

) t
1012 & U 02t
0

On dit que 6,, converge vers 6 dans L2(2 x RT) si ||§ — 0"]|> — 0 quand n — oc.

< 00.

L’application 6 +— ||f|| déflnie une norme qui fait de A un espace complet. Alors
on peut déflnir fooo 0,dW pour tous les processus 6 de A : on approche 6 par des
processus étagés, soit # = lim 6, oi 0, = Zf(:”l) énl]tj,tjﬂ], avec 0" € Fi; la

limite étant au sens de L*(Q x R). L'intégrale [;° 0,dW; est alors la limite dans

L2(Q) des sommes

k(n) R
Z 9n<Wtj+1 o Wtj)?
j=1

11
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dont I'espérance est 0 et la variance
E[Y 0°(tjn — 1))
J

On a alors :

0 ) 2 )
E { / edeS} = OctE [ / GSdWS} =E { / Gﬁds} :
0 0 0

On note [~ 0,dW, “ o 0s1104(s)dW,. Si 0 est étage

/ Hdes = Z ei(mi—H/\t - Wti/\t)'
0 i

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus ljo,;(t) est adapté et

on déflnit :

TNt t
/ QSdWS = / 951]0;7}(8)dWS.
0 0

1.4 Propriétés

2
loc

On note par I" 'ensemble L7 (2 xR™) des processus 6, adapteés, caglad et vériflant

E [/OOO eg(w)ds] < o0, Vt.

1) Linéarité.

Soit a et b des constantes et (6;,i = 1,2) deux processus de I" on a :

t t t
/(a0;+b9§)dws :a/ egdW5+b/ 02dW,.
0

0 0

12



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

2) Propriétés de martingale
Soit M, = fot 0,dW,, o 6 € T alors :

a) Le processus M est une martingale & trajectoires continues.

t t
Nt:(/ edeS)Z—/ 62ds.
0 0

Le processus (IVy; 0 < t) est une martingale.

b) Soit

1.5 Processus d’It6

Rappelons que S! désigne I’ensemble des processus intégrables, S? est I’ensemble

des processus (X;):>o adapté a la filtration F; tels que :

E (/Ot Xz(s)ds) < 00.

Définition 1.5.1 Un processus X = (X;)i>o0 est un processus d’Ito s’il existe X,

Y € St et Z € S? tels que :

t t
Xy = Xo+ / Yids + / ZdWs.
0 0

1.5.1 Propriétés

1. Si o appartient & S? alors on a :

a)
E[X,] = E[X,] + /tE [bs] ds.

13
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b)

s t
E[Xt|fs]—X0+/ budu+E[/ budu|fs}
0 s

s t
+/ O'uqu—Xs—i-E[/ budu|fs} )
0 s

2. Sib=0et 0 € S? le processus X est une martingale continue. La réciproque
est vraie, sous certaines conditions d’intégrabilité et de mesurabilité, toute

martingale continue s’écrit comme suit

t
o+ [ oaw,
0
telle que ¢ € S

Théorlme 1.5.1 (Formule d’It6). Soient (t,x) — f(t,x) une fonction réelle
deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t et X est un processus

d’Ité. Alors on a la formule suivante :

f(t, Xy) :f(O,XO)—i—/U ft(s,Xs)ds+/O fu(s, Xs)d X

1 t
+§/0 fuz(s, X$)d(X, X)s.

ol fi, fr et fre sont les dérivées partielles.

Exemple 1.5.1 Soit W, un mouvement Brownien standard, et

dXt - Xtth

14
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et on pose f : RY — R ; tels que :

f(z) = In(x)
On a donc
R =0, FX) = o FulX) =55

D’apres la formule d’Ité :

In(X;) = In(Xo) /0ds+/XdX+ /——dXX
t

t 1 1 t
In(X,) = In(Xo) + / FXAW 4 5 [~ d(XdW, XdW)..
0 s 0

t 1 t
ln(Xt) = ln(Xo) +/0 dWS — 5/0‘ ds.

1
ln(Xt) = ].Il(XO) + Wt - §t

X3

Alors

1
Xt = XO eXp(Wt - ét)

1.6 Equations différentielles stochastiques (EDSs)
(©2,F, (Ft);50,P) est un espace de probabilit filtré.

Définition 1.6.1 Une équation différentielle stochastique est une équation de la

forme :

dXt = u(t, Xt>dt + U(t, Xt)th (1 1)

15



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

ol

Xy est de R".
W, est un mouvement Brownien.

u(t, Xy) et o(t, X;) sont des fonctions continues.

Définition 1.6.2 Une solution forte de l’EDS est un processus X = (Xi)iepo1)

continu, F;—adapté, et tel que :

I3 (Ju(s, X) PP + |o(s, X)[?) ds < o0.
X wvérifie[1.1].

1.6.1 Conditions d’existence et d’unicité d’une solution

forte

On rappelle que L7 (2; R"™) désigne I'ensemble des variables aléatoires F-mesurables

X a valeurs dans R” telles que :
E(X]") <00, (p=1)

Théorlme 1.6.1 Si les fonctions u(t, X(.)) et o(t,X(.)) sont Lipchitziennes,

c’est a dire qu’il existe M > 0 tel que :

Juft, x(.) = ult,y()] < Mlz() —y()],
ot z(.) — ot y())| < Mlx() —y()l,

et si de plus
lu(t, X ()| +lo(t, X ()] € L*([0, T]; R),

16



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

alors pour tout Xo € LIz(;R™), il existe une solution fort X de qui vérifie :

[ (SUPogng |Xs’p) <L/ (1+E (|X0|p>> )
B(X;, — X,") < L (1 + B (X)) |t — s]?,

Vs, t € [0,T], Ly € R .D’autre part on suppose qu’il existe X une autre solution
de et tel que X, € L% (©; R™).

Alors pour tout T > 0, il existe Ly > 0 tel que :

)= (15 (- 5)))

Pour la démonstration de ce théoréme, voir (Yong et Zhou,1999).

E ( sup ‘Xs —)A(S

0<s<T

1.6.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades (ED-
SRs)

les équations différentielles stochastiques rétrogrades (car la valeur terminale de
la fonction inconnue est donnée), sont introduites par Bsmut (1973) dans le cas
linéaire et par Pardoux et Peng (1990) dan le cas général, en abrégé EDSR, ap-
paraissent dans de nombreux problémes en finance.

Selon les auteurs sus-cités, une solution d’un EDSR, est un couble de processus

adaptés (Y; Z) satisfaisant :

dY, = —f(t,Y,, Z,)dt + Z,dW,,
Y;f - 57

ou Z est la transposée de Z.

17



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique F.Guechi

Théorlme 1.6.2 On suppose que :

— [ est uniformément Lipschitzienne, c’est a dire qu’il existe C' > 0 tel que

v(yb Zl) et v<y27 22)

|f(t7y17 Zl) - f(t7y2722)| < C(|y1 - y2| + |Z1 - 2,‘2|)

- f(.,0,0) est de caré integrable, c’est a dire :

E (/Ot\f(.,o,o)fdt) < 0.

- el (YRY), c-a-d B(J¢°) < oo.

alors, il existe une paire de processus adapté (Y; Z) qui satisfait ’EDSR .
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Chapitre 2

Différentiabilité par rapport a

une mesure de probabilité

2.1 Les notations et la différentiabilité par me-

sure

Nous rappelons maintenant briévement une notion importante dans les problémes
de controle de McKean-Vlasov : La dérivabilité par rapport aux mesures de pro-
babilité, dans I'espace de Wasserstein qui a été introduite par Lions.[I3] L’idée
principale est d’identifier une distribution u € @Q2(R™) avec une variable aléa-
toire X € L%(F,R") pour que u = Px On suppose que I'espace de probabilité
(Q, F, P) est suffisamment riche en ce sens que pour chaque p € Q(R™) , il existe
une variable aléatoire X € L?(F,R") tel que u = Px. On suppose qu’il existe un

sous-o-champ Fy C F tel que Fy est suffisamment riche, c’est-a-dire,

Q2(R") 2 {Px : X € L(F, R™)} . (2.1)
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Chapitre 2. Différentiabilité par rapport & une mesure F. Guechi

Par F = (F)iepo,r), on note la filtration générée par W(-), complété et aug-
menté par Fy.Ensuite, pour toute fonction g : Q2(R™) — R, on définit une fonction

g:L*(F,R") — R tel que

g(X)=g(Px), X eL*F,R").

Clairement, la fonction g, appelé lift de g, ne dépend que de laloide X € L?(F,R")

et est indépendant du choix du représentant X (voir Buckdahn et al [I, 3]).

Définition 2.1.1 Une fonction g : Q2(R™) — R est dit différentiable en une
distribution pg € Q2(R™) s%l existe Xy € L*(F,R"), avec pg = Px, el que sa
portance g soit différentiable de Fréchet en Xy. Plus précisément, il existe une

fonctionnelle linéaire continue Dg(X,) : L2(F,R") — R tel que

9(Xo +¢) = g(X0) = (Dg(Xo)-¢) + o([[¢]l2) (2.2)

— Deglyo) + o(liCly),

ot (.-.) est le produit dual sur L?(F,R™).Nous avons appelé D¢g(uo) la dérivée de

Fréchet de g en g dans la direction &. Dans ce cas, nous avons

- d
Deg(po) = (Dg(Xo).() = ag(xo +t¢) |t=0, avec pg = Px,.

En appliquant le théoréme de représentation de Riesz, il existe une variable aléa-
toire unique Oy € L2*(F,R") tel que (Dg(Xp).C) = (09.C)2 = E[(Og.C)2] on
¢ € L3(F,R"). 1l a été montré (voir études précédentes, [1], [?]) qu’il existe une

fonction de Boral ®[u](.) : R®™ — R", dépendant uniquement de la loi o = Py,
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mais pas du choix particulier du représentant X, tel que

O = P[] (Xo). (2.3)

Ainsi, on peut écrire 2.2] comme

9(Px) = 9(Px,) = (®[p0](Xo)- X — Xo)2 + o(|| X = Xol[,),

VX € LX(F,R™).

On note

a,ug(PXovx) = (I)[Mo](m)a vV € R™.

De plus, on a les identités suivantes :

Dg(Xo) = O = @uo](Xo) = 0.9(Pxq,, Xo) (2.4)

et

Deg(Px,) = (0u9(Px, X0)-Q) (2.5)
ou C =X — Xo.

Remarque 2.1.1 Pour chaque p € Q2(R"), 0,9(Px,.) = ®[Px](.) n'est défini

que dans un Px(dz) — a.e ot = Px.

Parmi les différentes notions de dérivabilité d'une fonction g définie sur Q2(R™),
nous appliquons pour notre probléme de controle qui est introduit par Lions [13]
et révisé dans les notes de Cardaliaguet, [4] nous renvoyons le lecteur & Buckdahn

et al [1].
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Définition 2.1.2 On dit que la fonction g € C,'(Q2(R™)) si pour tout X € L2(F,R")
il existe un Px-modification de 0,9(Px,.) (désigné par 0,9) tel que 0,9 : Q2(R™) x
R™ — R™ est bornée et Lipschitz-continue. C’est-a-dire que pour un certain C' > 0,

il est vrar que

(1) 10,9(p, )] < C,Vu € Q2(R™), Vo € R™.

(2) 10,9(p,x) — 0ug(p/,2")| < CT(p, i) + |z — 2'|] ,Vp, i € Q2(R™), Vo, 2" € R™.
Notant que si g € Cy'(Q2(R™)) la version de d,9(Px,.), X € L*(F,R") indiqué
dans la Définition est unique [I] On notera par 0,9(t,z, 1) la dérivée par

rapport & u calculée a 19 lorsque toutes les autres variables (¢, x) sont maintenues

fixes.

Dérivées du second ordre par rapport a la loi de probabilité : Nous présentons les
dérivées du second ordre par rapport a la mesure de la probabilité.
Soit g € C'(Q2(R™)) et considérer la cartographie (9,9(., )1, 3,9(-, )2, - -+, 0ug(s Jn) T :

Qa2(R") x R" — R™,

Définition 2.1.3 On dit que la fonction g € C;'(Qa(R™)) si g € CyH(Qa(R™))
tel que 0,9(.,x) : Q2(R™) — R”

(1) 3.g(.,y) € CH(Q2(R™)),Vy € R* et i € {1,2,...,n}.

(2) 0,9(p,.) : R™ — R™ est dérivable pour tout 1 € Q2(R").

(3) Les cartes 0,0,9(.,.) : Q2(R") X R" — R"@R" et 2g(Px,,y, Z) : Q2(R") x

R™ x R" — R” ® R™ sont bornés et Lipshitz-continus, ot

3Zg(PXO,y, Z) - au[au (‘7y)](PX07 Z)

Développement de Taylor du second ordre : Maintenant, nous donnons un déve-

loppement de Taylor du second ordre qui joue un role essentiel pour établir notre
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principe du maximum. Soit g € Ci’l(Q2(R”)) pour j € {1,2,...,n}, on obtient

Dg;(Xo) — Dg;(Xo — )
= [0u91;(Pxo» Xo) = [09];(Pxo-¢; Xo — €)
= [0ug1;(Pxq, Xo) = 0,91 (Pxo—¢, Z) | z=x0-¢
+ [0u9;(Pxo, Z2) |2=x0 10491 (Pxo, Z) | z=x0-¢ (2.6)
-/ (DI0pa0, (X + 06, 2).€) 81—,

+ (02(0u9];(Pxo» Xo), €) + o([I€]]5);

alors, on obtient

—_—

D[aug]j(XOa y) = a,u[[aug]j('a y)] (PXm XU)

= [8/39}] (PXoay7 Z) |Z:X0 .

Dérivées de second ordre de f a une mesure piy. Soit (ﬁ, F , 13) une copie de ’espace
de probabilité (2, F, P).

Pour tout couple de variables aléatoires (Z,¢) € L2(F,R?) x L2(F,R?), on laisse
(Z,€) une copie indépendante de (Z, €) définie sur (€, F, P).

On consideére 1'espace de probabilité du produit (€2 x SAl, FQF , P ®ﬁ) et en posant

)(w, @) = (Z(D), (W) pour tout (w, @) € Q2 x Q.

)

(Z.
Soit (u*(t), )/(\*(t)) une copie indépendante de (u*(t), X*(t)) de sorte que Px«) = ﬁf 0"

On note E 'attente sous la mesure de probabilité Pp.

Remarque 2.1.2 L’attente E (.) nagit que sur des variables aléatoires marquées

dun 2.7, ou E(X) = [5 X(@)dP(@).
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Maintenant, pour tout py € Q2(R"), dans la direction &, on définit les dérivées

secondes d’une fonction g en po avec pg = Py,

Dig(po) = ({DI0ugl; (- 0)(Pxos 2) 15, €) |,-5,:€)
<(88 )(PX07X0)€§>
= E[E[tr(92g(Px,, Xo, X0)E ® €)]] (2.7)

+ E[tr(0,0,9(Px,, X0)§ ® &),
ou

= /ﬁtr[azg<PX0,Xo<w>,)?o<@>>§ ® §(w, )P (@),
et

E|[E[tr [09(Px,, Xo, Xo)& @ ¢]]

~

/ / r[029( Py, Xo(w), Xo(@)E @ E(w, @)d(P © P)(w, ). (2.9)

Pour des raisons pratiques, nous utiliserons les notations suivantes tout au long

de travail pour ¢ = f,0,¢, et h :

dp(t) = (t, X7(1), Px+y, w" (1)) = @(t, X7 (1), Px+(ny, ult));

oalt) = 228, X7 (1), Pyeg. u (1)):

oz

Pult) = Oup(t, X7 (1), Px=(py, u” (£); X*(1)), (2.10)

(1) = Bup(t, X*(1), Px-vy, u(1); X*(t));
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et de méme, nous désignons les processus dérivés du second-ordre comme suit :

02 . x
(p:mc(t> = 8_;§(t’X <t>7PX*(t)’u <t>>’

Bun(t) = Oap(t, X7 (1), Py, ' (1); X (1), X*(1)), (2.11)
Pau(t) = 0x0up(t, X7(t), Px=), u”(t); X*(1)),

Peu(t) = 0x8,0(t, X*(t), Py, u*(); X*(1)).
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Chapitre 3

Principe du maximum

stochastique

3.1 Formulation du probléme de controle

Formulons le probléme de controle optimal. Soit 7" un nombre réel fixe stricte-
ment positif et (2, F, {ﬂ}te[sﬂ , P) un espace de probabilité fixe filtré satisfaisant
les conditions usuelles dans lesquelles le mouvement brownien unidimensionnel
Wi(t)={W(t):0<t<T} et W(0) =0 est défini. Nous étudions un probléme
général de controle stochastique piloté par une équation différentielle stochastique
de type McKean-Vlasov de la forme suivante :

dX"(t) = f(t, X"(t), Pxuq, u(t)) + o(t, X" (t), Pxu@), u(t))dW ()

(3.1)
XU(O) = 2o,
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Les critéres a minimiser sur la classe des controles admissibles ont la forme

J(u(-)) = E/o f (t,X“(t), Pxuyy, u(t)) dt + X" (T), Pxu(ry)- (3.2)

On considére les ensembles suivants :

— U : est un sous-ensemble non vide de R"

— U la classe des processus mesurables et adaptés u(-) : [0,7] x Q — U.

Puisque nous intéressons au controle stochastique, nous donnons ici la définition

précise d'un controle admissible

Définition 3.1.1 Un contréle admissible est une u(-) de processus mesurables a

valeurs U, Fi-adaptés, tels que E [supte[O’T] |u(t)|2] < 00.

On remarque que les critéres a minimiser sur la classe des commandes admissibles

impliquent la loi de la solution de maniére non linéaire.

Tout controle admissible u*(-) € U([0,T]) satisfaisant

J(u*(+)) = inf  J(u(+)), (3.3)

u(-)eVi([0,71)

est appelé un contréle optimal. Les cartes

00, T xR® x @Q2(R") x U — R"

o:[0,T] x R" x Q2(R") x U — M™%(R)

~

[0,T] x R" x Qo(R") x U — R

h:R" x Q2(R") — R

sont données des fonctions déterministes, o QQ2(R™) est 'espace de Wasserstein
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des mesures de probabilité sur (R", B(R™)) avec un second moment fini, soit,

Jan |z|? p(dzx) < oo, muni de la métrique 2-Wasserstein suivante : pour i1, jiz € Q2(R"),

T(ir, o) = inf { [l ol s, ) g } (3.4)

p € Q2(R*), p(-,R™) = iy, p(R",-) = pa.

Remarque 3.1.1 Afin de ne pas trop compliquer la présentation déja lourde de
notation de ce travail, dans ce qui suit, nous supposerons que tous les processus

sont unidimensionnels (i.e.,n=d=m = 1).

On définit une métrique d;(+,-) sur Pespace des controles admissibles V;([0,T1)
tel que (V1([0,7]),d;) devient un espace métrique complet. Pour toute u(-) et
v(-) € U([0,T]) nous fixons

d(u(-),v()) = Podt{(w,t) € Q@ x [0,T] : u(w,t) # v(w,t)}, (3.5)

ou P ® dt est la mesure du produit de P par la mesure de Lebesgue dt sur [0, T].
De plus, il a été montré dans le livre de Yong & Zhou [14] pp. 146 — 147) que

(U([0,T7),d) est un espace métrique complet.

Hypotheses. Nous prendrons toujours les hypothéses suivantes dans ce travail.

Hypothése (H1). Les coefficients f,o,/, et h sont mesurables dans toutes les

variables. De plus, pour tout u(t) € U, f(-,-,u), o(-,-,u), £(-,-,u) € Cp' (R x

Q2(R%); R). Plus précisément, pour chaque u(t) € U, désignant o(x, p) = f(t, z, i, u),

o(t,x, p,w), f(t,z, u,u), h(x,n), la fonction ¢(-, -) jouit des propriétés suivantes :
(1) Pour fixé 1 € Q2(R), ¢(+, 1) contintment dérivable par rapport a .

(2) Pour fixé z € R, ¢(z,)) € C,' (Q2(R)).
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(3) Toutes les dérivées O,¢ et O, : @ = f,0,4,h, sont bornées et Lipschitz-

continues, avec des constantes Lipschitz indépendantes de u(t).

Hypothése (H2). Les coefficients f, o, ¢, et h satisfont ’hypothése De plus,
pour tout U(t) S U7 f(tv Ty U), O-(t7 9y u)7 g(ﬂ 9y u) € CzJ(RX Q?(R)7 R): h<7 ) €
C2 1(R X Q2(R); R). Plus précisément, pour chaque u(t) € U, les dérivés de f, o, ¢,

et h, dénoté par une fonction générique ¢(t, x, 1), profitez des propriétés suivantes :

(1) duplt,-,-) € Cy' (R x Qa(R)).
(2) duplts-,-) € CN (R x Qa(R) x R).
(3) Toutes les dérivées du second ordre de f, o, ¢, et h sont bornées et Lipschitz-

continues, avec des constantes Lipschitz indépendantes de u(t).

Sous les hypotheses[3.1], pour chaque u(-) € U([0,T1]) , L’équation[3.1)a une unique

solution forte X*(-) donnée par

XU(t) = 2o+ / F(r, X*(r), Paey, u(r))dr

n / o (r, XU (), Py, u(r))dW (1),

tel que E[sup,ejo ) [X“(8)["] < Cy, ot C,, est une constante dépendant uniquement

de n et la fonctionnelle J(-) est bien définie. Notée X*(-) = X% (-).

Enfin, nous définissons pour ¢ € [0, 7] comme suit :

1
ﬁa:x(ta ®, z) = éaxm¢(ta X (t)v PX*(t)v u*(t))z27 (3'6)

-~ 1 * * ETN
Eyu(ta ¥, Z) = §ay8u90<t> X (t)a PX*(t)7 u (t)7 X*)Z2

L’Hamiltonien.Définissons 1’hamiltonien associé a notre probléme de controle.
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Pour toute <t7$7u7u7p7 Q> < [OvT] X R % Q2(R> X R xR x RJ

H(t,z, p,u,p,q) = f(t,z, p,u)p+ o(t,z, p,u)g — Lt x, 1, u), (3.7)

ou (p(+),q(-)) est une paire de processus adaptés, solution de ’équation adjointe

du premier ordre.

On note

H(t) = H(t, X*(t), Px=@,u"(t), p(t), q(t))- (3-8)
Nous définissons
SH(t) = 6 f(t)p: + 00 (t); g — 64(t);

Ho(t) = fo(t)p(t) + 02 (t)q(t) — O:L(1); (3.9)

Hoo(t) = fra()P(t) + 0ua(t) @ q(t) — Lon(t).

Nous introduisons les équations adjointes impliquées dans le principe du maximum

stochastique pour notre probléme de controle.

Equation adjointe du premier-ordre. Nous considérons ’équation adjointe du premier-

ordre, qui est la EDSR linéaire McKean-Vlasov suivante :

—dp(t) = | F(Op(t) + BIFO@BO] + ox(Da(t) + BB (0T0)] - (1)
~BI,0)]] dt — a)dw (@),

p(T) = ho(T) + E[1(T)].
(3.10)
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Ici, & partir de [2.11} ¢ € [0, 7] , pour ¢ = f, o, {, on obtient

El0,75(T) = E [aﬂ (t,)A((t),PX*(t),a*(t);z)] e (3.11)
— [ Buplt, R0 0), Py, T (1,0 X (1, w)dP(@),
Q
et le méme argument permet de montrer que
E[9,0*(T)] = E [Guh(f((T), Py-(ry; z)] e (3.12)

= /A O, h(X (T, D), Px(ruw); X*(T,w))dP().
Q

Equation adjointe du second-ordre. Considérez le EDSR linéaire standard suivant :

;

dP(t) = — {2 (bx(t) +E [z?;(t)D P@t) + [ax(t) + E(&;(t)>]2 P(1)
2 (0u(t) + E [5,0]) Q) + (Healt) + E | Hy, (1)] ) } at
+ Q(t)dW (1),

P(T) = = (heu(T) + B [, (T)] ).

\

(3.13)
Comme pour et [3.12, on a

~

;0] = B [0,0,H(t X (1), Px, @ (1), 5(0), 3(0);y

~—

|

_ [ Ou0,H (1, X (6, ), P, (6,0), B(1), 4(0); X (1)) dP(@).
Q

y=X*(t)

(2) Etant donné que les dérivés f,, fur 02,00, e, Ly hyy by, sont bornés, par hy-

pothése (H1)-(3), le McKean-Vlasov EDSR admet un unique Fi-adaptée
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solution (p(+), ¢(+)) qui satisfait 'estimation suivante :

t
E | sup @) + / q(t) 2 dt
0

te[0,7)

< +00. (3.14)

(3) De la délimitation des dérivées premiere et seconde des coefficients f, o, ¢, et h
par rapport a (z, iu),(voir Hypothese (H2)), le EDSR linéaire a une singuliere
Fi-adaptée solution (P(-),Q(-)) tel que

E

sup |P(zf)|2—|—/0 1Q(t)|?dt| < +oo. (3.15)

te[0,T

3.2 Principe du maximum stochastique

Le but du principe du maximum stochastique est d’établir les conditions néces-
saires & l'optimalité satisfaites par un controle optimal. Dans cette section, nous
établissons un ensemble de conditions nécessaires générales pour le controle opti-

mal, ou le systéme évolue selon les EDS controlées de McKean-Vlasov.

Soit (u*(+), X*(-)) une solution optimale du probléme de controle de McKean-
Vlasov 3.2l Nous introduisons les équations variationnelles suivantes pour
notre probléme de controle. Soit Y (-) et Z%(-) les solutions de et asso-

ciées & u*(-), respectivement.

Equation variationnelle du premier-ordre : soit E. = [0,¢],t € [0,T]

Ay () = | LY (o)
+ [ax(t)YE(t)
Y (0) =0

B |07 (0)] +£015.)] dt

_I_
+E [Eu(t)?“a (t)] +60()1p, (t)} daw(t)  (3.16)
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. 5 . . . . .z
Ici, le processus Y* (+) est appelé processus variationnel du premier-ordre, associé

a u®(-) qui dépend explicitement du controle singulier.

Equation variationnelle du second ordre :

(aze(1) = [fx(t)ZE(t) + B [ﬁ(t)é&(t)] + Loolt, [, YO) + Loa (t, 7, ?)] dt
oo () Z5(t) + E [Eu(t)fs(t)] + Lan(t, 0, V) + Lo (t, 3, ?)] AW (1)
+ B s #(t)f/a(t)” 1p, (t)dt
S0, (1)Y<(t) + B [5@@)?&@)” 1. ()dW (1),

(3.17)
Ici, le processus Z¢(-) est appelé le processus variationnel du second ordre.

Pour prouver notre résultat principal, nous avons besoin des lemmes techniques

suivants :

Lemme 3.2.1 Soit X°(-) = X“(-) les solutions de|3.1] correspondant au controle

u®(-).Considérons les hypothéses (H1) et (H2). Ensuite nous avons

e—0 te[0,T)

limE ( sup |X°(t) — X*(t)|2> =

Preuve. A partir des estimations standard et de I'inégalité de Burkholder-Davis-

Gundy, nous obtenons

E( sup |X*(s) = X*(s)[")

t€[0,T]

< E/O [F(5, X5(5), Pyequyr () — (5, X*(5), Peyo 1 (5))[* s

t
+ E/ o (s, X5(s), Pxz(s),u(s)) — (s, X*(s), Px+(s), u*(s))| ds
0

33



Chapitre 3. Principe du maximum stochastique F.Guechi

en appliquant ’hypothése (H1) et les conditions de Lipschitz sur les coefficients

f et o par rapport & x, u, avec 'aide de 3.5 u®(t, w) # u*(t,w) on a

E( sup |X°(t) — X*(t)]) < CTE/O sup |X°(1) — X*(1)]*ds

0<t<T 7€0,5]

+ CT€2,

en appliquant le lemme de Gronwall, le résultat recherché s’ensuit immeédiatement

en laissant € tendre vers zéro. m

Lemme 3.2.2 Soit X (-) la solution de|3.1, correspondant a u®(-). Soit Y<(-) la

solution de|3.16, correspondant o u(-), alors [’estimation suivante est vraie :
7

lim E Liltl% | X (1) — X*(t)ﬂ = 0. (3.18)
lim £ Lilf% | X(t) — X (t)ﬂ = 0. (3.19)
lim & Liltl% | X () — X*(t) — YE(t) }2} = 0. (3.20)

Preuve. Soit Y¢(-) = Y (-) le processus adjoint du premier-ordre correspondant

a u®(-) défini par la EDS suivante :

dY*:(t) = [fm(t)YE(t) +E [ﬁ(t)f/f(t)] + 5f(t)1EE(t)} dt

+ oY) + B 7.7 ()] + so1n )] ave)  321)
Y#(0) =
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Un calcul simple montre que

X4 () — X*(1)]
- / [(5, X% (), Poar (9, 0(5)) — (5, X*(5), Pye(sy, ()] s
T / [ (5, X (), P 1, 1°(5)) — (5, X*(5), Pce(sy, u”())] WV ()

et

[Xe(t) — X ()]
- / [£(5, X%(5), Pe(ay, 0()) — £(5, X (5), P, 0 (5))] ds

—l—/o [0(5, X°(5), Pxe(s), u(s)) — 0(s, X (5), Pyur (5), u°(5))] dW (s)

La preuve de découle directement de hypothése (H1) et en appliquant le

lemme de Gronwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy.

Passons maintenant a I’estimation [3.20, Nous fixons ¢ € [0, 77,

BE(t) = [X“(t) — X*(t)] — Y°(t). (3.22)
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Par des arguments standards, on peut prouver que

pot) = /01{(f(7“, XE(r), Pxery, us(r)) = f(r, X*(r), Pxey, u*(r)))
~ (LY@ + B [ Ju0)TE ()] + 0/ (r)1.(r) ) b
[0 X0 P (7)) = o X700 P (1)
— (0¥ (1) + B [3,(1)77(r)] + 6015 (r) ) }W (r)

|65 + ()8 (r) + B [ ()5 ()| | dr (3.23)

ay(r) = (f(r, X5(r), Pxey, w(r)) = f(r, X7 (), Py, w'(r))
~ L) [X0) = X (0] = B[ Jur) (X0) = X))
—0f(H)1p.(r)
et
as(r) = (o(r, X°(r), Pxe(),u (1)) — o(r, X* (), Px+@), u" (1))
() [X ) = X ()] = B [5u(0) (X 0r) = X ()]
—do(t)1g.(r)
Depuis

0f()1p.(r) = f(r,X*(r), Px+(y, u*(r)) = f(r, X*(r), Px+), u"(r))
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et

do(t)1p.(r) = o(r, X*(r), Px+@),u (1)) — o(r, X* (1), Px+@), u* (1)),

on en déduit

/Otai('r)dr
= [AG X0, Prey () = £ X0, P ()
= alr) [X*(r) = X7(r)] = E[Ju(r) (X" (r) = X*(r))]}dr

/ / (LA, X7 () 4 ALY () = X 0), Py o)+ 45(r)) — Fulr)]
x [ X" (r) — X*(r)] }dAdr (3.24)
" / (BIR(r. K7() + MX™ (1) = X200 Py a0 0 0) = Folr)]

x (X (r) — X*(r)) }dAdr.

Le méme argument permet de montrer que

[ asmae

-/ t{(a(r, XE(r), Py, 00)) — (1, X (1), Py, (1)
— (1) [X7 () = X*(0)] = Bl6,(r) (X (r) — X*(r)) Jaw (r)
/ / (. X7 () MX™ (1) = X* ()], Py a0y (1)) — 027
() — X ()] AW (1) (3.25)
¥ / {E(r, K () + MX™ (1) = K00, Py o)y 05 (1)) = ()]

X (X" (r) — X*(r)) }AdW (r).

Enfin, le résultat souhaité [3.20] s’ensuit immeédiatement en combinant [3.20]
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lemme de Gronwall et 'estimation Ceci achéve la preuve du lemme
322 m

Proposition 3.2.1 Soit Y¢(t) la solution associée a u(-). Sous Uhypothése

(H1), lestimation suivante est vérifiée :

mE | sup | X (1) — X*(t) = Y(t) — Z°(1)|| = 0. (3.26)

Preuve. Depuis 0 f(t)1 g (t) = fo(t) — f*(t) et do(t)1p.(t) = 0°(t) — o(t) alors un

simple calcul montre que

Ye(t) = /0 [fo(8)Y2(s) + E[fu(s)Y(s)] + f2(s) — f*(s)]ds

~

+ /0 [0:(s)Y*(s) + E[&u(s)YE(s)] + 0°(t) — o(t)]dW (s).

et

1

220 = [ 1) = Fs)XE0) + £(6)X5(5) + 5 Fu(s) X))

+ /0 [02(s) = a2(s)]1 X5 (s) + 05 (5) X5 (s) + %Jm(S)XT(SV)]dW(S)-

Maintenant, il est clair que X (t)— X*(¢t)—Y*(t)— Z¢(t) dépend uniquement de la
composante continue du controle et indépendant du controle singulier. Le résultat
suit en appliquant la méme preuve que dans Buckdahn et al.[I], Proposition 5.1,

page 526 Ceci achéve la preuve de la proposition 4.1. =

Le théoréeme suivant constitue la principale contribution de ce travail :

Théorlme 3.2.1 Soit (u*(-), X*(+)) une solution optimale du probléme de controle

de McKean-Viasov[3.1{3.3. Supposons que les hypothéses (H1), et (H2) soient vé-
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rifiées. Ensuite, il ya deux paires de Processus Fy-adaptés (p(-),q(+)) et (P(+), Q(+))

qui satisfont et respectivement, tels que pour tout u(t) € Uy, on a

0< H(t7 X*(t)> PX*(t)’u*(t)>p*(t>a q*(t)) - H<t>$*<t>7 PX*(t%u(t)»p*(t)a q*(t))

— SPt X7 (0), Prego, ult)) — ot X*(6), P, u* (1)) (3:27)

P—a.s., ae tel0,T].

Proof de Théoreme. Pour dériver notre résultat principal, ’approche que nous
utilisons est basée sur la perturbation forte de controle optimal. "spike variation”
Cette perturbation est décrite comme suit :

Soit u*(-) un controle optimal et u(-) un élément arbitraire de F;-variable aléatoire
mesurable avec des valeurs dans U;, que nous considérons désormais comme fixe.

Nous définissons un controle perturbé u®(¢) comme suit. Soit E. = [0, €]

W (t) = {;((%’ft 66 ’Z (3.28)

ou ¢ un suffisamment petit € > 0.Ensuite, nous dérivons I'inégalité variationnelle

(3-27)) en plusieurs étapes. A partir de 'optimalité de u*(-), on a
J(w () = J(u'()) = 0. (3.29)

Maintenant,

Ji = J (W () = J(w (), (3.30)
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ou J(u(:)) — J(u*()) = Ji L’inégalité variationnelle sera dérivée du fait que

1
lim—(J7) > 0. (3.31)

e—0¢g

Nous procédons a 'estimation de 'inégalité (3.31, m

Lemme 3.2.3 Soit 'Z(-) est la solution unique de I’EDS suivante :

dZ() = |20 + B [L0Z(0)] ] at
+ [aw(t)Z(t) + B [Eﬂ(t)f(t)” AW (t) (3.32)

2(0) = 0.

Preuve. Sous les hypotheses [3.1], 'équation admet une unique solution forte

Z(t) donnée par

Maintenant, il s’ensuit facilement par les mémes arguments développés dans le

lemme la condition implique que

X (t) — X*(t)

limFE

su
e—0 D

0<t<T

—ZM)| | =o0. (3.33)

Enfin, puisque les dérivées hy, h,,{;, et £, sont continues et bornées, le résultat

découle de [3.33] et en laissant ¢ tendre vers zéro. Ceci compléte la preuve du

Lemme[3.2.3 =
Lemme 3.2.4 Soient Z(-) la solution de et p(-) la solution de l’équation

40



Chapitre 3. Principe du maximum stochastique F.Guechi

3. L0

_ / 20— E / ZWEE W) (3.34)

Preuve. En appliquant la formule d’It6 a p(t)Z(t) et en prenant I'espérance, on

obtient
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En appliquant [3.10}, on a

L(T) = E /O " Z(dp()
=-FE /Otz(t)[fx(t)P(t) + E[f(0)0)P(1)] + 0u(t)q(t)

Par un calcul simple, on obtient

I5(T) = E/O a(t)lo=()Z(t) + E[G,(H) Z(1))]dt

- /0 tq(t)[az(t)Z(t)dt—i—E /0 tq(t)ﬁ[ﬁu(t)g(t)]]dt. (3.37)

En combinant a[3.37, avec un calcul direct utilisant le théoréme de Fubini,

nous obtenons

E(pt)Z(t)) = —E /0 tZ(t)Ex(t)dt _E /0 tZ(t)E[E;(t)(t)]dt. (3.38)

Enfin, le résultat découle de et |3.10] Ceci achéve la preuve du Lemme
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On procede a l'estimation du Ji. D’apres [3.30, on a

I = () = T ()]
= E[h(X*(T). P ) — h(X*(T), P)] (3.39)

+ E/O [g(t’Xus(t)’ PX“E(t)’ ug(t)) - f(taX*(t% PX*(t)’ u*(t))} dt.

En notant que Ji est indépendant du composant singulier du controle. En appli-

quant la preuve similaire a celle de Buckdahn et al [I], Equation (6.5) & 'aide de

la proposition et puisque J(u*) < J(uf), on a

Jp = JWE(+)) — J(u*(+))
- —E[/O (H(t, X*(t), Px+), u, p*(t), ¢* (1))
— H(t, 2" (t), P+, u* (1), p° (1), ¢ (1)) (3.40)
+ 3P0 (1)1, (1)t + ofe)

t 1 ,
= [ (3t1(0) + 3RO ) 15,00t + o) 2 0.

ot o(e) = C.p(e) et p(e) — 0 comme ¢ — 0. En laissant ¢ tendre vers zéro dans

on obtient

£

t
0<tim’l - _F / (5H(t) + lpt((sa(t)f) dt
e—0 ¢ 0 2

—- _F /0 [(H (t, X" (), Px~sy, u(t), p*(t), ¢ (t))

— H(t,27(), Px=, w" (1), 0" (1), 0" (1)) (3.41)

F POl X (1), Pt u(t))) — (8, X7 (1), Py, u* (1))t
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De [3.3]] et [3.41] on obtient

0<E /0 [(H (1, X* (1), Py, u" (1), p7(8), " (1))

— H(t, 2" (t), Px~(),u(t), p*(t),q"(t))

_ %P(t)(a(t, X*(8), Py-gy, u(t))) (3.42)

— o (t, X*(t), Px@), u*(t))?]dt.

Enfin, en appliquant le théoréme de différenciation de Lebesgue a(3.41} on déduit

de que pour tout u(t) € U, a.e., t € [0,T], P-presque stirement,

H(t, X*(1), Pxe(ny, w (1), p"(8), ¢*(1)) = H(t, 2" (), Px+y, u(t), p*(1), 4" (1))

- %P(t)(a(t, X*(1), Px-oy, ult))) — o(t, X7(8), P (0)> > 0. (3.43)

Ceci compléte la preuve du théoréme (3.2.1
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Conclusion

Dans ce mémoire de fin d’étude de master, le principe du maximum stochastique
général pour I'équation différentielle stochastique controlée non linéaire de type
McKean-Vlasov a été prouvé. Ces resultats ont été développés dans Buckdahn
et al.[TI] "Buckdahn R, Li J, Ma J.A. Stochastic maximum principle for general
mean-field system. Appl Math Optim. 2016 ;74 :507-534.”
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