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Introduction

Les équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénonénes dé-
terministes. Pour prendre en compte des phénomeénes aléatoires, formellement on
doit prendre en compte des « différentielles stochastiques », ce qui transforme les
équations en équations différentielles stochastiques (EDS). Les équations différen-

tielles sont des équations d’évolution du type

dXt = b(t, Xt) dt + O-(t, Xt)th (1)
X() = X.

Les EDS sont des généralisations des équations (1) ou la dynamique détermi-
niste d’évolution b est perturbée par un terme aléatoire (stochastique). On parle
alors d’équation différentielle stochastique. En général la perturbation aléatoire
est considérée comme un bruit, il est légitime de considérer que ce bruit est un
processus gaussien et en général il est modélisé par un mouvement Brownien W

et une intensité de bruit (¢, ) :
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

Ou o est une fonction du temps ¢ et de I'inconnue au temps (X;), mais pour-

rait juste dépendre du temps (o) ou de la valeur X; en ¢, (0(X;)) ou encore étre



Introduction

constante. L’objectif de ce mémoire est de présenter la théorie des équations dif-
férentielles stochastique (EDS) et d’étudier I'existence et 'unicité de leur solution
sous des conditions qui sont appliquées sur les coeffcients b et o, on parlera aussi
de la démonstration d’existence de controle optimal relaxé pour les EDSs non

linéaire de type champ moyen.
Généralement nous allons présenter dans ce mémoire trois chapitres.

Le premier est un chapitre introductif permettant d’introduire les outils essen-
tiels pour le reste des chapitres. Nous allons donner quelques rappels de calcul
stochastique en énumérant tous les outils mathématiques (processus stochastique,
martingale, mouvement Brownien, résultats importants relatifs au calcul d’Ito, et
quelques inégalités,...ect) permettant de mieux comprendre le probléme consistant

a démontrer le théoreme d’existence de controle optimal relaxé pour notre EDS.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions l’existence et 1'unicité d’une solution
d’une EDS. Il y a beaucoup de résultats d’existence et d’unicité des solutions, on
a choisi dans ce chapitre le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui traite le cas ou les

coeffcients sont Lipchitzien et continus.

Enfin, dans le troisiéme chapitre nous étudions 'existence de contrdle optimal

relaxé pour les EDSs non linéaire de type champ moyen.



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastique

1.1 Généralités et notations

Dans ce chapitre introductif, nous donnons quelques définitions de base et le
plus souvent élémentaires, concernant les résultats de calcul stochastique. Nous
nous limitons au strict nécessaire pour les chapitres suivants. Notons que, pour
représenter un phénomene aléatoire dépondant du temps, le modéle mathématique

est donné par

1) Un espace de probabilité (2, F,P)

2) Une fonction X : (Ry; @ Q,B(R;) ® F) — (E,€&) avec (t,w) — X (t,w).
Pour chaque t fixé, I’ état du systéme est une variable aléatoir c’est a dire w —

X (t,w) est mesurable. Pour w € Q fixé, t — X (¢, w) est appelée une trajectoire.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemple d’indices par

(exzample R,R,,N), on appelle processus défini sur T a valeur dans (E,E), une
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famille (Xy),c d’appelication mesurable de (T ® Q, B (Ry) ® F) dans (E, ), pour

toutt € T', X; est une variable aléatoire.

Définition 1.1.2 (Modification dun processus) On dit que deux processus
(Xi)ier €t (Yi),er définis sur le méme espace de probabilité (2, F,IP) sont modi-
fications l'un de Uautre s’ils vérifiants Vt € T, X, =Y, P—p.s. C’est équivalent a
dire

YVt € T, E'Nt,P<Nt) =0 et Vw ¢ Nt,Xt (’lU) = }/t ('U})

Définition 1.1.3 (Processus indistinguables) Deux processus (Xy),cp et (Yy),er
sont indistinguables st :

P(X, =Y, VteT)=1.
C’est équivalent & dire : 3 N, P(N) =0,V w ¢ N, X; (w) =Y; (w), Vt € T.

Remarque 1.1.1 1l est clair que si (X;),cp et (Yy),ep sont indistinguables alors

ils sont modifications l'un de l’autre. La résproque est généralement fausse.

Définition 1.1.4 (Processus mesurable) Un processus (X;),., est mesurable

si Uapplication (t,w) — X; (w) de R x Q dans R? est mesurable par rapport aux

tribus B(Ry) ® F et B (R?).

Définition 1.1.5 (Filtration) Soient (2, 7, ) un espace probabilité et (Fi),cp,
une famille croissante de sous tribus de F au sens ou, Vs < t,Fy C F; C F.
(]:t)teR+ est appelée la filtration de (Q, F). Dans ce cas on dit que (Q, F, (.ﬂ)te]R+ ,IF’)

est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.6 (Processus adapté) Un processus (Xi),cp, est dit adapté par

rapprt a la filtration {F},5o (ou Fi-adapté) si, pour tout t, X; est Fy-mesurable.

4



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

St N C Fy,et si Xy est Fy-adapté alors, toute modification de X, est encore adap-

tée.

Définition 1.1.7 (Processus progressivement mesurable) On dit qu’un pro-

cessus (Xy) est progressivement mesurable si [’application

X.(): ([0,4] x Q,B(0,t) @ F) — (E,E),

(s, w) — X (w),

est (€,B(0,t) ® F)-mesurable.

1.2 Mouvement Brownien et Martingale

Définition 1.2.1 (Mouvement Brownien standard) On appelle mouvement

Brownien standard tout processus stochastique W a valeurs réelles tel que

1) P—p.s. t — W (w) est continu.

2) Pour 0 < s < t, W, — Wj est indépendant de la tribu o {W,,r < s} et de loi
gaussienne centrée et de variance t — s.

3I)Wo=0,P—p.s.

Pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire W, suit la loi gaussienne centrée de variance

t. On dit qu'un mouvement Brownien (MB dans la suite) part d’un point z si

WOZQZ.

Remarque 1.2.1 On dit que W est un {]:t}tzo‘MB st W est un processus continu,

{Fi}i=o-adapté et vérifiant

Vu e R, V0 < s <t, Elexp (iu(W, — Wy))|F,] =exp{—u’(t—s)2}.
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Proposition 1.2.1 Soit W un MB standard donc on a :

1. Pour tout s > 0, {W;;s — WS}tZO’ est un MB indépendant de {W,,r < s}.
2. (=W) est aussi un MB.
3. Pour tout ¢ > 0, {th/Cz} est un MB.

t>0

4. Le processus défini par Xy = 0 et X; = tW;/, est un MB.

Définition 1.2.2 Un processus X; a valeurs réelles est une sur-martingale par

rapport a la filtration {F;} >0 Si

1. Pour tout £ > 0, X; est F;-mesurable.
2. Pour tout t > 0, X; est intégrable.

3. Pour 0 < s <t, E[X}|F < X,.

O dit que X, est une sous-martingale lorsque (—X}) est une sur-martingale et X,

est une martingale s’il est & la fois une sur-martingale et une sous-martingale.

Théoreme 1.2.1 Si W est un MB, alors {W}? — t},., et {exp(cW; — 0%t/2)},-,

sont des martingales.

Théoreme 1.2.2 (Théoréme d’arrét) Si X, est une martingale et si U et T

sont deux temps d’arrét bornés tels que ¥ < 7, alors
E [ X, |Fy] = Xy, P — p.s.

Rappelons aussi qu’un processus X; adapté et intégrable est une martingale si et

seulement si, pour tout temps d’arrét borné 7, E[X ;] = E[X,].
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Théoreme 1.2.3 Soit X; une {F;}>0—martingale, alors X; posséde une modi-
fication cadlag, i.e. dont les trajectoires sont continues a droite et possédent des

limites a gauche.

Définition 1.2.3 (Martingale locale) Soit X; un processus {F;}i>o—adapté, a
trajectoires continues a droite. On dit que X; est une martingale locale s’il existe
une suite croissante de temps d’arrét {1, }n>1 telle que lim, 7, = +00, P —p.s,

et pour tout n, X™1 est une martingale.

T >0

Théoreme 1.2.4 Soit X; une martingale locale continue. Il existe un unique pro-
cessus croissant et continu (X;, X;), nul en 0, tel que X? — (X;, X;) soit une

martingale locale.

Proposition 1.2.2 Soit X; une martingale locale continue. Il y a équivalence

entre

1. XO € L2 et E[<Xt7Xt>oo] < 00,

2. X, est une martingale bornée dans L2

1.3 Intégrale stochastique et formule d’It6

Dans cette section, T" est un réel positif, on cherche a définir 'intégrale
T
0

ol (0:),-, est un processus quelconque et (W;),., est un mouvement Brownien.
Le probleme de donner un sens a ’élément différentiel dW puisque la fonction

s — Wy n’est pas dérivable.
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1.3.1 L’intégrale de Wiener

On note
T
L*([0,T],R) = {9 : [0, 7] — R tel que, / 10,7 ds < oo} .
0

L’intégrale de Wiener est une intégrale du type (1.1]) avec § une fonction déter-

ministe, c’est a dire ne dépendant pas d’aleatoire w.

Si 0™ est une fonction en escalier déterministe de la forme
Pn
= E a; (1)1 1,40
1 z "Wi41
1=

ou p, € N, les a; sont des réels et {tl(-n)} est une suite croissante de [0,77]. On

définit intégrale de Wiener par

Pn

1(0") = / ondW, = Za, Wiy — Wa,) -

Par le caractére gaussienne du mouvement Brownien et l'indépendance de ses
accroissements, la variable aléatoire I (6™) est une variable gaussienne d’espérance

nulle et de variance
Var(I(6 ZaZVar Wi —WZ.) ,
= Z i (tis1 — 1) ,
i=1

= /OT (0™)? ds.

Remarque 1.3.1 On remarque que 0 — I (0) est une fonction linéaire, de plus,
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si f et g sont deux fonctions en escalier, on a

B (f)1(g)] = / £(5)g(s)ds.

On parle alors de la propriété d’isométrie de l'intégrale de Wiener.

Soit maintenant 6 € L? ([0, T],R). Il existe donc une suite des fonctions en esca-
lier {0™,n > 0} qui converge dans L? ([0,T],R) vers 6. D ’aprés le paragraphe pré-
cédent on peut construire les intégrales de Wiener I (6™) qui sont des gaussiennes
centrées qui, par isométrie forment une suite de Cauchy. L’éspace L*([0,T],R)
étant complet, cette suite converge vers une variable aléatoire gaussienne notée
I (6). On peut montrer que la limite ne dépent pas du choiz de la suite {0™,n > 0}.

I(0) s’ appelle intégrale de Wiener de 0 par rapprt & (Wy),cp-

1.3.2 L’intégrale stochastique ou intégrale d’It6

On cherche maintenant a définir 'intégrale (I1I), la construction de I () se fait

par discrétisation comme dans le cas de l'intégrale de Wiener.
Considérons tout d’abord les processus étagés du type

Pn
0 = 2 Bl [y ) (8 (1.2)
=0

7 V41

ou p, € N {tg")} une suite croissante de [0, 7], et 0; € L? (2, F;,,P) pour tout

i=0,...,pp. On défini I (™) par

Pn

(0" =Y 0;(Wy,, —W,,).

i=1
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On peut vérifier que
T
B([1(6")] = 0, ot Var (I(6")) = B [ / (eg)st} |
0

Soit T I’espace que des processus 6 cadlad (c’est a dire, continue a gauche et limité

a droite), F;-adapté tel que

T
||9||2=E[ | pas
0

On peut définir I (#) pour tout § € Y, on approche 6 par une suite de processus

< Q.

étagés donnée par (1.2), la limite étant dans L?(Q,[0,7]). L’intégrale I (0) est

alors liril I(6™) avec

et

Var(f(e))zEVOTegds]

Définition 1.3.1 (Processus d’It6) On appelle processus d’Ito tout processus

(Xt)ogth a valeurs réelles tel que V0 < s <'t
¢ ¢
X = Xo+ / b(s)ds +/ o(s)dWs, P — p.s,
0 0

ou, Xy est Fp-mesurable, b et ¢ sont deux processus progressivement mesurables

vérifiants les conditions
T T
/ | b(s) | ds < oo et / | o(s) ||* ds < oo, o || o ||= trace(occ™).
0 0

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

10



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastique

Théoreme 1.3.1 (Premiére formule d’It6) Soit (X;),,p un processus d’Ito,

soit f : R — R de classe C?. Alors

FX0) = F(Xo) + /O t Fo(X0)dX, +1/2 / Fuu(X,)02(s)ds.

Théoreme 1.3.2 (Deuxiéme formule d’It6) Soit (X;) ., un processus d’Ito,
soit f une fonction définie sur Ry xR de classe C* par rapport a t et de classe C*

par rapport & x. On a

f(t, Xy) —f(O,X0)+/O ft(s,Xs)ds—l—/O fa(s, Xs)d X
+1/2/0 Foa(s, X.)o%(s)ds.

Proposition 1.3.1 (Formule d’intégration par parties) Soient (X;),<p €t

(Y1) g<yer deux processus d’Ito, alors

t t
X,Y; = XY, +/ Xdes+/ Y,dX, + (X,Y),.
0 0

11



Chapitre 2

Existence et unicité des
solustions des équations

différentielles stochastiques

2.1 Existence et 1’unicité de la solution

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’existence et
d’unicité sont essentielles. Dans le contexte des EDS, il existe plusieurs types
d’existence et d’unicité des EDS. Dans toute cette section, en dans un résulta

I’existence 'unicité dans le cas Lipschitz.

Définition 2.1.1 Soit d et m des entiers positifs, et soient b et o des fonctions
mesurables localement bornées définies sur RTx R? et a valeurs respectivement

dans R et Myym(R), 00 Mgy (R) désigne I’ensemble des matrices d x m a coeffi-

I R

l’EDS, et b(t,l’) = (bi(t7l’>>1§i§d dT’Zﬁ (O’U, déT’L’l)é) de UEDS.

12



Chapitre 2. Existence et unicité de solustions des équations différentielles
stochastiques

Une solution de l’équation

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt (21)

Notions d’existence et d’unicité

1.Existence d’une solution faible si (2.1) admet une solution X;, qui n’est
pas adaptée a la filtration du mouvement Brownien.
— 2. Existence d’une solution forte si (2.1)) admet une solution X;, qui soit

adaptée a la filtration du mouvement Brownien.

3. Unicité faible si tous les processus X; solutions de (2.1)) ont la méme loi.

4. Unicité trajectorielle si I’espace de probabilité et le Brownien étant fixés,

deux solutions X, et X, de (2.1)) sont indistinguables
P(3teR| X, # X,) =0

Définition 2.1.2 (Solution forte) : Un processus continu X; est dit solution forte

de 'EDS (2.1)) si :

A. X, est progressivement mesurable.

B-P—psona:
t
/ {Ib(s, X,)| + ||O’(S,Xs)||2} ds < oo,
0

ou ||o|| = trace(oa?), telle que oo’ la martice de diffusion.

C-P—-—psona:
t t
X,=zx +/ b(s, X,)ds —I—/ o(s, Xs)dBg, vVt € [0,T].
0 0

Remarque 2.1.1 Pour simplifier les calculs déja nombreuz, les démonstrations

13
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stochastiques

seront effectuées dans le cas d =m = 1.

L’exemple suivant montre que ’on peut avoir (1) et (3) (existence et unicité faible)

mais ni (2) ni (4).

Exemple 2.1.1 Soit {B:,t > 0} un mouvement Brownien standard. On consi-

dére le processus

¢
Wt:/ sgn(B;s)dBs,
0

ol
1 ss2>0

sgn(z) = {

-1 six <0,

puisque sgn*(z) = 1 alors (W;) est bien défini et (W;) est une martingale continue

de crochet t, par le théoréme de Lévy, (W) est un mouvement Brownien.

Considérons ’EDS
{ dX; = sgn(X;)dB,

Xo=0.
(W}) est une solution de cette équation. On voit que toutes les solutions de cette
équation sont des mouvements Browniens et sont égauz en loi (on existence et
unicité faibles), mais (4) n’est pas vérifiée. Le processus (—W,) est aussi solution
de ’équation

P[W, # —W,] = P2W, # 0] = 1,

de sorte que (W) et (=W,) sont deuz solutions qui ne sont pas indistinguables.

Théoreme 2.1.1 (Yamada-Watanabe) Supposons que l’équation (2.1)) admette
une solution faible et que toutes ses solutions soient indistinguables. Alors (2.1))

admet une unique solution forte.

14



Chapitre 2. Existence et unicité de solustions des équations différentielles
stochastiques

Soient S? (Rd) : L’espace de Banach constitué des processus X; progressivement
mesurable, tels que :

E { sup \Xt|2] < 00,

0<t<T
et muni de la norme

1/2
I1X|| = E [ sup |Xt|2] .
0<t<T

et S? (RY) : le sous espace de S? formé des processus X, continus.

Théoreme 2.1.2 Soit b et o deuz fonctions mesurables , et T > 0

b(.,.): [0, 7] x R* > R"

o(.y.):[0,T] x R — R™™,

on suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que pour toutt € [0,T],X,Y €

R™, on a :

— (1) Condition de Lipschitz

- (2) Croissance linéaire

[b(t, Xo)| < K(1+[X4]),
o, Xoll < K1+ [X4]),

- (3) Condition sur la valeur initiale
B[ Xo]?] < oco.

15
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stochastiques

Alors UEDS (2.1) possédé une solution unique dans Uintervalle [0,T]. De plus

cette solution (Xi)o<i<r vérifie :

E

sup (\Xt\z)] < 0.

0<t<T

Lunicité signifie que si X; et Yy sont deux solutions de (2.1)), alors

P(X; =Y, pour tous 0 <t <T)=1
VO<t<T X;=Y ps.

Alors 'EDS (2, 1) posséde une unique solution et cette derniére appartient a S?

et donc a S2.

Preuve. La preuve consiste a utiliser la méthode itérative de Picard (et la mé-
thode de point fixe) comme dans le cas déterministe. Pour X; € S?, posons pour

tout t € [0,7] :

t t
(X)) =u+ / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs.
0 0

Le processus ®(X) est bien défini et est continu si X, € S2.
Soit X; et Y; deux éléments de S?, et on utilise la majouration (a+b)? < 2a%+2b%

on apourtout 0 <t <u<T:

(O = O ) P < [2upperey | fy (0(s, Xo) = b(s, ) ds 2

+ 2 SUPg<y<y | fot (0(s, Xs) —o(s,Ys))dB; *| .

16



Chapitre 2. Existence et unicité de solustions des équations différentielles
stochastiques

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 'isométrie d’It6 :

([ 060 - (s d)]

#58| [ 1 0(s.) = ot 10 75|

B| sup | B(X), — d(Y), F} <9E

0<t<u

On utilise la majouration (a + b)? < 2a? + 2b%, on trouve :

( JRCES SETENG) d)]

vs | [ ot - (s, 12) |7 ]

E|sup | ®(X) — (YY), |2} < 2TE

0<t<u

et comme les fonctions b et o sont Lipschitziennes, on obtient, pour tout v € [0, 7] :

E { sup | ®(X), — ®(Y), |2} <2K*(T +4)E Uou sup | X; — Y, |? ds] . (2.2)

0<t<u 0<t<u

Notant 0 le processus nul, et en utilisant la majoration (a 4+ b + ¢)* < 3 (a2 + b2 + ¢2)

on obtient :

t t

| ®(0); |°< 3 (wz + sup | [ b(s,0)ds |*+ sup | [ o(s,0)ds ]2) :

0<t<T Jo 0<t<T Jo
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 1'isométrie d’It6 et la croissance li-

néaire de b et o :

E { sup | ®(0), |2} <3 (E[2°] + K*T? + 4K°T). (2.3)

0<t<T

Les formules (2.2)) et (2.3) montront alors que le processus ®(X) appartient a S?

deés que X; appartient a S2.
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Chapitre 2. Existence et unicité de solustions des équations différentielles
stochastiques

L’existence : On définit par récurrence une suite de processus de S? en posant :

On obtient a I'aide de la formule (2.2)) pour tout n > 0 :

0<t<T 0<t<T

CnTn
B sw |40 - X7 P < En | s X,

ot C = 2K (T +4).

Encore, en notant D le majorant de la formule ([2.3)) :

Y

crrm
E|sup | X;™—Xp [P <D

0<t<T n!

(avec D = 3 (E [z%] + K*T? + 4K*T)).

Il résulte de cette derniere inégalité que :

Sl sup [ X = X < Y osup | X7 = X ]l
<t<T 0<t<T

n>0 0= n>0
<vpYy DT
n>0 \/ﬁ
Ainsi la série Y sup, | X/ — X' | converge PP — p.s, donc (X['),en converge
uniformément sur [0, 7] vers un processus X; continu ( i.e : X; € S?) puisque la
convergence lieu dans S?. Alors X est une solution de I’EDS (2.1), en passant a la
limite dans la défnition X[ = ®(X") (i.e lim, . X! = lim, . ®(X") &

X, = ®(X)).
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Chapitre 2. Existence et unicité de solustions des équations différentielles
stochastiques

L’unicité : Si X; et Y; sont deux solutions de 'EDS (2.1) dans S?, alors :
X, = 3(X) et Y; = B(Y),
et d’aprés I'inégalité (2.2)) et pour tout r € [0,7] on a :

E[sup |Xt—Yt|2} §2K2(T+4)/ E[sup |Xt—Y}|2} ds.
0

0<t<r 0<t<s

D’apres le lemme de Gronwall on trouve :

E[sup |Xt—m?]=o,

0<t<T

ce qui prouve que X; et Y; sont indistinguables.

Pour montrer I'unicité des solutions de 'EDS (2.1) au sens de la définition (2.1.2),
nous devons montrer que toute solution appartient a S? (c’est a dire continue par

définition) est appartient 4 S%. m
Exemple 2.1.2 On considére I’EDS suivante :

dXt = ,LLXtdt + O'XtdBt
XU = Xy

avec i et 0 € R, g > 0, on montre [’existence et l'unicité de la solution. Pour

cela nous allons vérifier les conditions du théoréme, alors :
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Chapitre 2. Existence et unicité de solustions des équations différentielles
stochastiques

On a
(1 Xy — pYy| + o X; — oVi| = |u(Xs — Y3)| + |o (X — V3]

< 1l X = Yl + |o] X, — Vi
< (Il + o) (| X = Yi])
< K|X; =Y.

D’ou la condition de Lipschitz.

Et
|NXt’ + ’UXt| < |N’|Xt’ + |‘7||Xt|

< (pl + [o]) | X4
< K|Xy.
D’ot la condition de linéarité

On a Xy constante E(| Xo|?) < oc.
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Chapitre 3

Existence de controle optimal
pour les EDS de type champ

moyen

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va démontrer ’existence des controles optimaux relaxés pour
des systémes des équations différentielles stochastiques (EDS) non linéaires de
type champ moyen. Ici les coefficients dépend du processus d’état ainsi que leur

espérance mathématiques. La fonction de cofit est aussi de type champ moyen.
Controéle

La dynamique X; de I’état du systéme est influencée par un controle que nous
modélisons comme un processus (u;); dont la valeur peut étre décidée a tout
instant ¢ en fonction des informations disponibles & cet instant, c’est a dire que

u; est adapté par rapport & une certaine filtration, et prend ses valeurs dans un
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espace de controle A (appelé espace d’action).
Controle admissible

On appelle controle admissible tout processus u; ou t € [0;T] mesurable, (F;);-
adapté et a valeur dans un Borélien A de R". Notons par U ’ensemble de tous les

controles admissibles.
Controéle optimal

Le probléme de controle optimal consiste & minimiser une fonction cott J(u) sur

un ensemble de controle admissible U. On dit que le controle u* est optimal si :

J(u*) < J(u),Yu € U-

3.2 Formulation du probléme et hypothéses

Soient (2, F, F;,P) un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions usuelles
sur lequel on définit un mouvement Brownien (WW}):>o. On suppose que F; =

o(W,,0 < s <t).

On considére 'EDS suivante :

dXt = b(‘S:XsaE [a (Xs)] 7us)d'9 + U(SaXsaE [6 (Xs)])dWs (3 1)

Xy =C.

b:[0;T] x RTx R x A — R et 0:[0; 7] x R x R — My(R),

sont deux fonctions mesurables en (¢, X1, X5, u) et ( une variable aléatoire Fp-

mesurable et indépendante de W, telle que E[|(|™] < oo, pour tout m > 1. La
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fonction de cotit & minimiser est donnée par :
T -
J(u) =FE |g(X7,Ea (X7)]) +/ h(t, X;, B [ﬁ (Xt)] s ug)dt| (3.2)
0

ot h:Ry xR x R x A — R est mesurable en (¢, X1, Xp,u) et g : RI x R — R

est mesurable en X .

On suppose que b, g, h et g sont dérivables en X et & dérivées continues et bornées

et

|o(t, X1, Xo)| + [g(Xy, Xo)| + [h(t, X1, X, u)| < B(1+ Xy +[Xa]). (3.3)

Remarque 3.2.1 1 : Les coeffcients de ’équation d’état (3.1) étant o dérivées
bornées (donc sont Lipschitziens) alors, (3.1) admet une solution forte unique

donnée par :
t t
X,=C+ / b(s, Xo B [ (X,)] ) s + / o (s, X0, B [B (X,)])dW,.
0 0
De plus cette solution est continue et vérifie pour tout m > 0 :

E [ sup |Xt|m] < +o00.

0<t<T

2 : Les hypothéses sur h et g impliquent que le cotit J(u) est bien défini pour

chaque controle admissible.
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3.3 Controle relaxé

Soit V' ’ensemble des mesures de Radon sur [0, 7] x A dont la projection sur [0, 7]
coincide avec la mesure de Lebesgue dt, muni de la topologie de la convergence
stable des mesures. L’espace V' est muni de sa tribu borelienne, qui est la plus
petite tribu telle que D'application ¢ — / f(s,a)q(ds,da) soit mesurable pour
toute fonction f mesurable, bornée et continues en a.

Un controle relaxé ¢ est une variable aleatoire g(w, dt,da) a valeur dans V' telle
que pour chaque ¢, 1 4q est Fi-mesurable (F; = o(W,,0 < s < t)). Tout controle
relaxé peut étre intégré en ¢(w,dt,da) = dtq;(w,da) ot ¢(da) est un processus

progressivement

mesurable & valeurs dans I'espace des mesures de probabilités P(A).

Définition 3.3.1 Un contréle relaxé q est une variable aléatoire q(w,dt,da) a

valeur dans V' telle que pour chaque t, 19 q est F;-mesurable.

On note par R ’ensemble des controles relaxés.

L’équation d’état dans le cas des controles relaxés est donnée par :

X, = [ b(t. X Bla (X)) aJa(da)dt + (¢, X B3 (X))
A (3.4)

X, = C.

Avec les mémes hypothéses sur b et o.

La fonction cotit & minimiser sur I’ensemble des controles relaxés R, est donnée

par :
J(q) = E | g(Xr, Ea (X)) + /0 /A h (6, X0 E [3(X)] . a) alda)dt] . (3.5)
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Avec les mémes hypothéses sur h et g-

On cherche & minimiser le cotit J sur I’ensemble R. On dit que ¢* € R est un

controle relaxé optimal si :
J(q*) < J(u), Vi € R.
La solution de I’équation (j3.4]) est donnée par :
t t
X;=(+ / /b(s,Xs,E [ (X5)],a)qs(da)ds + / o(s, X, BB (Xs)])dWs.
0Ja 0
De plus cette solution est continue et vérifie :

E

t€[0,T]

sup ]Xt]m] < M,¥Ym > 1.

Ou M est une constante qui dépend de k,m,T et (.

Remarque 3.3.1 Dans le cas ot le contréle relaxé q,(da) = 6,,(da) est une masse

de Dirac au point contréle strict u;, on trouve

/A b(s, Xo B o (X.)], a)qa(da)ds = /A b(s, Xo, B o (X.)] , a)b., (da)

= b(s, X5, B a (X)], w),
/Ah (t,Xt,E [B (Xt)} 7a) q(da) = /h (tht,E [B (Xt)] ,a) du, (da)

A

=h(t, X, E[B(X))],w).

Ce qui nous donne que le probléme de contréle strict est un cas particulier de celut

de relazé.
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3.4 Théoréme d’existence

Dans cette section et moyennant le théoréeme de sélection de Skorokhod on va
démontrer 'existence d’un controle optimal relaxé minimisant le fonctionel de

colt J sur ’ensemble R des contrdles relaxé.

Théoreme 3.4.1 [l existe ¢ € R tel que :

J(q) = inf J(p) = inf J(u).

HER uelU

Preuve. Supposons que [ = inf _. J(u),
Soit (g™, X7, X5, W™), (une suite minimisante) une famille telle que :

lim J(¢") = lim E [g(Xg,]E (@ (XM)]) +/t /Ah(t,Xf,]E [B(XM)] . a)q (da)dt| =1,

n—oo n—oo
et

dXP = / b(t, X7, Ela (X]")], a)g) (da)dt + o(t, X7, B [BX]])dW;"
A

Xy =¢.

La famille (¢", X", W") est tendue dans P(A4) xC?;c-a-d :
1. La suite (¢™)»>0 est tendue dans P(A), car [0; 7] x A est compact, et d’apres le
Théoréme de Prokhorov I'espace P(A) est également compact pour la topologie de
la, convergence faible. Le fait que (¢")»>0 variable aléatoire avec des valeurs dans

un compact P(A), donc la famille des distributions associeés a (¢™)»>0 est tendue.

2. (X™, B") est tendue dans C? (vérifiants le critére de tension de Kolmogorov) :
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Pour p > 1 et s < t par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy nous avons

b(r, X;", E o (X)], a)q;' (da)dr
< 9R K/ /|b r X" B o (X™)], a) 2" (da)dr
/|0 r, X" E[3X7])| drﬂ

¢ p
< 20CE {(/ /|X;‘|2q;‘(da)dr—|—/ |Xf|2dr) ]
s JA s
t t NP
< 2CE [(sup |Xl”|2/ /qﬁ(da)dr%— sup |Xl”|2/ dr) }
s<I<t s JA 0<i<t s

< 4pCE [sup |Xl”|2p]] |t — s|P + 4pE [sup |Xl”|2p] [t — s|P
s<I<t

B(|Xp — X72F) = [(

+/ o(r, X, E[BX]])dW,

s<I<t

< K|t — s|P, avac K, = 8pE {Sup |Xln|2p]} ;

s<I<t

ou K, est une constante qui dépende uniquement de p, c’est le critére de tension
de Kolmogorov pour une suite de processus est vérifie. Alors, la suite(X"), est

tendue dans C.
De méme facon pour la suite (W/").

Donc d’apres le théoréme de sélection de Skorokhod, il existe un espace probabi-
litsé filtré (Q, F, F;, P) et deux suites (¢, X", W") et <(j, X, W) définies sur cet
espace telle que :

Pour tout n € Non a :
les lois de (¢", X", W") et <§”, X", W”) coincident, (3.6)

c’est-a-dire les deux suites (¢", X", W™) et (d”, X W”) ont la méme loi.
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Il existe une sous-suite ((j"’“,f( Tk W"’f) qu’on peut la note <cj”,)~( " W") telle
que :
lim (d",X”,W”) = ((j, X, W) ,P.p-s dans P(A) x C?. (3.7)

n—oo

En conséquence du (3.6) on a :

E{g()@j a // (t, X", B B )],a)qf(da)dt]
—E[ﬂxzﬁ, 5 (e + [ [ b B (50 o ]

== inf J(p),

HER

ou [ est ’espérence mathématiques relativement a P.

Donc :

& |g(Xn B // (. %08 (5 (57)]. )qt(da)dt}—l—mfj()

HER

Alors :

[ = inf J(u) = limE{ (X3, E[a // tXf,N 3 X”)],a)qf(da)dt]

HER n—00

:E{g(XT, / / (t, X, E )} )qt(da)dt}

= J(@)

Ce qui implique que :
J(q) = inf J(u).

HER

Il nous reste a démontrer que X est une solution de I’équation (3.4)).
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En effet, d’apres (3.6) on a :

X"—C+// s, X" E X")] ,a)cjg(da)ds—l—/ota(s,f(g,ﬁ[ﬁ(f(f)])dﬁ/s”,
(3.8)

b,o,a et B étant continues alors par (3.7)) on trouve P.p.s :

7113.10// s, X" X”)] ,a)qg(da)ds:AtAb(s,Xs,E[a (X)] ,a)ds(da)ds,

t

lim [ (s, X7, B [3(X7)] iy = /O ta(s,Xs,E[ﬁ(Xs)})dm.

n—oo 0

Et par conséquent on a :

~ ~ ~ ~ t ~ ~ ~ ~
lim X7 = ¢ + / / s, X, E X)} ,a)cjs(da)ds—I—/ (s, X,,B [B(XS)} YA,
n—oo 0

Puisque lim Xt” = X,,P.p.s, alors

n—oo

t
o= [ o608 [o (%)) atdais [ ol X8 [505]ai
0
qui est la forme intégrale de I’équation (3.4) relativement a W. =

Corollaire 3.4.1 Sous la condition de convexity de Roxin : l’ensemble
(b, h)(t,x, ', A) = {bi(t, z, 2" u), h(t,z, 2" u) /u e Uyi=1,--- ,n},

est convexe et fermé. Le controle relaxé optimal est une masse de Dirac au point

d’un controle strict optimal c’est-a-dire
Gi(da) = d,,(da).
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Conclusion

Ce travail est consacré aux équations différentielles stochastiques (EDS) de type

champ moyen de la forme :

dX, = b(t, X;, B (X)), u) dt + o(t, X, BB (X,)])dW,
XO = C

Nous avons étudié en détaille un théoréeme d’existence des controles optmaux
relaxés pour un systéme governé par cette EDS de type champ moyen. Ici les
coefficients dépend du processus d’état ainsi que leur espérance mathématiques.
La fonction de cott est aussi de type champ moyen. La méthode de démonstration

est basée sur les convergences faible et le théoréme de représentation de Skorokhod.

Pour cet objectif, on a donné quelques rappels de base concernant de calcul sto-
chastique (définition et généralité de processus stochastique et intégrale stochas-
tique,. . . ect), et on a étudié I'existence et 'unicité des solutions pour les équations

différentielles stochastiques (EDS) dans le cas Lipschitzien.
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Notations et symbols

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont
expliquées ci-dessous :

(Q,F,P) —  Espace de probabilité.

(Q F,(F) t>0 ,IP’) — Espace de probabilité filltré.

5(.) —  Tribu Borélienne.

E — L’espérance par rapport & la probabilité P.
(E,€) — Espace mesurable.

R? — 1’espace réel euclidien de dimension d.
1.0.d — indépendantes identiquement distribées
MB, (M,;);>0 —  Mouvement Brownien.Martingale

A — Espace de valeurs des controles.

J(.) — La fonction de cott & minimiser.

max, min —  maximum, minimum.

o —  Cofficient de diffusion.

b —  Drift.

U — Ensemble des controles admissibles.
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q —  Controle relaxé.

P—p.s —  Presque stirment pour la mesure de probabilité IP.
R — Ensemble des controles relaxés.

sAt — min(s,t).

sign(a) : sign(x) = +1;1;0 — selon que a est positif, négatif, nul, respectivement.

<X, X >rp — Variation quadratique de X sur[0,7].
exp —  Exponentiel.
{j:t}tzo — filtration.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions l'existence des contrbles relaxés optimaux pour un
systeme gouverné par des équations différentielles stochastiques de type champ
moyen. La fonction de co(t est aussi de type champ moyen. La méthode de
démonstration est basée sur les convergences faibles et le théoreme de
représentation de Skorokhod. Dans le premier chapitre. , nous donnons quelque
généralité sur le calcul stochastique. Le deuxieme chapitre concerne a établir un
résultat d'existence et d’unicité des solutions pour EDS non linéaires dans Le cas
Lipchitzien. Dans le troisieme chapitre, nous établissons le résultat d'existence des
contréles relaxés optimaux pour I'équation différentielle stochastique de type champ

moyen.

Summary

In this work, we study the existence of optimal relaxed controls for a system governed
by stochastic differential equations of mean-field type. The cost function is also of
mean field type. The proof method is based on weak convergences and Skorokhod's
representation theorem. In the first chapter, we give some general information on
stochastic calculus. The second chapter concerns to establish a result of existence and
uniqueness of solutions for nonlinear EDS in the Lipchitz case. In the third chapter, we
establish the existence result of the optimal relaxed controls for the stochastic

differential equations of mean-field type.
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