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Notations et symbols

P—p.s.

p.S.

ie., c-a-d

Ck
82

Variable aléatoire.

Presque stirement pour la mesure de probabilité.
Presque stirement.

C’est a dire.

Espace des processus intégrable.

Espace des processus de carré intégrable.
Espace des processus de p-intégrable.
Espace des fonction de carré intégrable.
Espérance mathématique.

Espérance conditionnelle.

Espace réel euclidien de dimension k.

Ensemble des matrices réelles de dimension k * d.

Variance.
Covariance.

1 size A
Indicatrice de A,tel que 14 (z) =

0 siz¢gA

Ensemble des fonction k fois dérivable et dont la k™€ dérivée est continue.

Espace vectoriel formé les processus progressivement mesurables,

a valeurs dans R*.
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M2
M2

;B2
resp.
BDG
ESD
ESDR

Sous-espace formé par les processus continus.

Formé par les processus progressivement mesurables, & valeurs dans R**?,
Ensemble des classes d’équivalence de M2 (R*¥*?),

Espace de Banach S?(R¥) x M?(R**?),

Respectivement.

Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy.

Equation différentielle stochastique.

Equation différentielle stochastique rétrograde.
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Introduction

Dans ce mémoire, on présente la théorie des équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades "EDSRs", (ou en englais, backward stochastic differential
equations "BSDE"), qui sont une nouvelle classe d’équation différentielle stochas-
tique "EDS", dont leurs valeurs sont données en temps terminale 7. L’EDSR a
re¢u un grand intérét dans la recherche en probabilité. La théorie I’EDSR a trouvé
de nombreuses applications, comme les problémes de mathématiques financiéres.
Les EDSRs ont été introduites en premier fois en 1973 par Bismut, dans le cas
ou le générateur f est linéaire, comme des EDSRs linéaires, aprés de cing ans,
en 1978, Bismut développe sa théorie et montre qu’il existe une unique solution
borné de 'EDSR de Riccati. Et en 1990 la théorie des EDSRs a été grandement
développé par les recherches scientifiques, et dans la méme année, E.PADOUX
et S. PENG ont posés la forme de 'ESDR dans le cas général, c-a-d ou le géné-
rateur f est non-linéaire, et ont montrés I’existence et 'unicité de la solution de
I'EDSR.[§]

Pour plus explication, on va introduire 'EDSR comme suivant

Soient (€2, F, (F#)+>0, P) un espace probabilisé filtré, B un mouvement brow-
nien, ¢ est une v.a. Fr—adapté, Y un processus adapté par rapport a la filtration

(Fi)e>0, f est le générateur et Z un processus de carré intégrable et adapté, on a



Introduction

I’EDSR
—dY, = f(t, Y, Zy)dt — Z,d By, avec, Yr = £.

Alors, la question principale et centrale de notre travail est : Peut-on trouver

une seule solution de PEDSR linéaire ?

Notre travail est d’étudier 'existence et 'unicité de la solution des EDSRs

linéaires, et pour cela, composé a trois chapitres, sont les suivants

Le 1" chapitre (Notions de base) Dans ce chapitre, on va donner
quelques rappels de base sur le calcul stochastique, les EDSs et des résultats

utiles. Ce chapitre est essentiellement une sorte d’introduction.

Le 2° chapitre (Les équations différentielles stochastiques rétro-
grades "EDSRs") Dans ce chapitre, on va introduire les EDSRs et présenter le
résultat d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR général, dans le cas

lipschitz. Ce résultat a été obtenu par E. PADOUX et S. PENG en 1990, avec un

générateur f non-linéaire et une donné terminale ¢ de carré intégrable.

Le 3°" chapitre (L’existence et I’unicité de la solution des EDSRs
linéaire) Dans ce chapitre, on va montrer l'existence et I'unicité de la solution
d’une EDSR linéaire, c-a-d ot le générateur f est linéaire et avec une donné termi-
nale £ de carré intégrable. Et on va présenter un exemple dans le marché financier,

comme un exemple de ’EDSR linéaire qui est le modéle de Black-Scholes.



Chapitre 1

Notions de base

Ce premier chapitre est une introduction de quelques notions fondamentaux,
et quelques résultats importants, dont nous aurons besoin dans la suite de ce
mémoire. Dans ce chapitre nous nous sommes appuyés sur les références suivantes :

[, 21, 18, @1, [, [6], [7] et [].

1.1 Calcul stochastique

Définition 1.1.1 [1/(Processus stochastique) Un processus X = (Xi)ier est

une famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T'.

— En général 7' = R ou R, et on considére que le processus est indexé par le

temps t.

— Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.
— Si T'= N alors le processus est une suite de variables aléatoires.
— Plus générale quand T' C Z, le processus est dit discret.

— Pour T C R%, on parle de champ aléatoire (drap quand d=2).



Chapitre 1. Notions de base

— Un processus dépend de deux parameétres : X;(w) dépend de ¢ (en général le

temps) et de aléatoire w € Q) :

— Pour t € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur ’éspace de
probabilité (2, F,P);
— Pour w € 0 fixé, t € T — X;(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée

trajectoire du processus.
Définition 1.1.2 [1](Egalité de processus)

— Deux processus X et Y ont méme lois s’ils ont méme lois fini-dimensionnelles :

pour tout p € N* et t1,...,t, € T,

(Xprs oo Xi)) £ (Yo, s V2 ).

On écrira X 2.

— On dira que Y est une version (ou une modification) du processus X si pour
tout t € T ,onaP(X;, =Y;) = 1.

— Deux processus X et Y sont dit indistinguables s’il existe N C F négligeable

tels que, pour tout w ¢ N, on a X;(w) = Y(w) pour tout ¢t € T'; on écrit :
P(X,=Y,:VteT)=1.

Proposition 1.1.1 indistinguable = modification =—> méme lois fini-dimensionnelles.[1]

Définition 1.1.3 (Processus continu) On dit que le processus est & trajec-
toires continues (ou est continu) si les applications t — X,(w) sont continues

pour presque tout w.[3]

Définition 1.1.4 (Processus cadlag (resp. caglad)) Un processus est dit cad-

lag (continu & droite, pourvu de limites & gauche) si ses trajectoires sont continues

4
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a droite, pourvues de limites a gauche. Méme définition pour caglad (continu a

gauche et limité o droite). [5]

Définition 1.1.5 (Processus mesurable) Un processus (X;)i>o est dit mesu-
rable si Uapplication définie sur (Ry x Q, B(Ry) ® F) par (t,w) — Xi(w) est

mesurable. [1]

Définition 1.1.6 [7/(Filtration) Une filtration est une famille croissante {F;, 0 <

t < 400} de sous-tribus de F, i.e. Fs C Fy CF pour 0 < s <t < +400.

On pose : fooza(U}"t).

t>0
Remarque 1.1.1 [J/Une tribu est dite compléte lorsqu’elle contient ’ensemble

des négligeables N de (Q, F,P) qui est définie par
N = {NcQ,FAcF/NCA,PA) =0}

Définition 1.1.7 Une filtration F = (]:t)te[o,T] est compléte lorsque F; est com-

plete pour tout t € [0,T) (ce qui équivaut a N C Fy).[9]

Définition 1.1.8 (Filtration naturelle) A un processus stochastique X = (X;)i>0
on associe sa filtration naturelle FX | c-a-d la famille croissante de tribus FX =

o{Xs,0<s<t}.[3

Définition 1.1.9 (Filtration continue) On définit

]—"t—za(U]-"s> , Fo- =Fo, Fr = NFs.

s<t s>t

Une filtration est continue & droite (resp. & gauche) si V¢ > 0, F; = Fy+ (resp.

Fo=F-).I0
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Définition 1.1.10 (Filtration standard) Une filtration {F;} satisfait les condi-
tions usuelles (habituelles) si elle est continue & droite et si Fy contient tous les

ensembles P-négligeables de F.[7]

Définition 1.1.11 (Processus adapté) Un processus stochastique X = (X¢)i>0

est dit adapté (par rapport a une filtration F;), si X, est F;—mesurable, pour tout

t.[3

Définition 1.1.12 (Processus progressif) Un processus (Xi)i>o est dit pro-
gressif (ou progressivement mesurable) si pourt > 0, (s,w) — Xq(w) est mesurable

sur [0,t] x Q muni de B([0,t]) ® F;.[1]

Définition 1.1.13 [6/(Temps d’arrét) Soit (F;) une filtration sur (Q,F,P) .
Une vaa. T : Q — ]1_%+ = Ry U {+oo} est un (F;)-temps d’arrét si ¥t > 0,

{T <t} ekF.

On associe & un temps d’arrét 1" les tribus suivantes

Fr={AeF.,Vt>0, An{T <t} e F/}
Fri={A e F ,Vt >0, An{T <t} € F}

Fro=c({AN{T >t};t >0, A e F}).

1.2 Martingales en temps continue

Définition 1.2.1 [6]/Un processus (Xi, t > 0) adapté et tel que, pour tout t > 0,

X, € ! est appelé

- martingale si pour s < t, B(X, | F;) = Xs;

6
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- sur-martingale si pour s < ¢, B(X; | F;) < X;;

- sous-martingale si pour s < ¢, E(X; | F;) > X,.

Propriété 1.2.1 [5/

— Si X est une martingale E(X;) = E(X)), Vt.
— Si (X;, t <T) est une martingale, le processus est comlétement déterminé par

sa valeur terminale : X; = E(Xr | F;). Cette derniére propriété est d’un usage

trés fréquent en finance.

Définition 1.2.2 [6](Martingale locale) Un processus adapté a trajectoires conti-
nues M = (M, t > 0) tel que My = 0 p.s. est une martingale locale (continue)
sl existe une suite croissante (T, n € N) de temps d’arrét telle que T,, T oo et

pour tout n le processus arrété M™ est une martingale uniformément intégrable.

Plus généralement, lorsque My # 0, on dit que M est une martingale locale

(continue) si M; = My + Ny, ot le processus N est une martingale locale issu de0.

Définition 1.2.3 (Semi-martingale) Un processus X = (X, t > 0) est une

semi-martingale continue s’il s’écrit sous la forme

Xy =Xo+ M, + Ay,

ot M est une martingale locale (nulle ent =0) et A est un processus & variation

finie.[6]
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1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 [9/Soit F une filtration. Un F-mouvement brownien (standard)

est un processus W (on Uappelle aussi processus de Wiener) vérifiant

1. W est F-adapté,

2. Wy =0 P-p.s.,

3. W est continu, i.e. t — W;(w) est continue pour P-presque tout w € €2,

4. W a accroissements indépendants, i.e. W; — W est indépendant de F; = o (W,

0 <wu < s) pour tous t, s € [0,T] tels que s < t,

5. W a accroissements stationnaires et gaussiens, i.e. W; — W, ~ N (0, t — s) pour

tous t, s € [0, 7] tels que s < t.

Théoréme 1.3.1 Un processus W est un mouvement brownien si et seulement si
c’est un processus gaussien continu centré de fonction de covariance donnée par

cov(Ws,W,) = s At, pours, t €[0,T].[9]
Propriété 1.3.1 [1/

- Wy ~ N(0,t) car B(W;) = 0.

- Var(Wy) = cov(W, W) = t.

1.4 Intégrale stochastique

1.4.1 Intégrale de Wiener

C’est un cas particulier de I'intégrale stochastique. En effet pour un processus

t
/ XsdB;
0
8

X quelconque, la loi de la v.a.
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n’est pas connu, méme si B est un mouvement brownien. Mais quand X = g(s)
est une fonction déterministe du temps, 'intégrale f; g(s)dW est appelée intégrale

de Wiener. Ses propriétés sont les suivantes.[7]

Proposition 1.4.1 [7/Soit g dans L*([0,T))
T
/ (g(5))2ds < +o0.
0

Le processus ( fot g(s)dWs, t € [0, T]) est un processus gaussien, centré, a trajec-

toires continues, de carré intégrable et de fonction de covariance

Cov (/Otg(r)dWT,/Osg(r)dWT> = /OMS g*(r)dr.

Si f est une autre fonction analogue,

cor ([ ), [ rwman) = [ ) fryar.

1.4.2 L’intégrale stochastique en général

Définition 1.4.1 [5/(Bon processus) On note {FV'} _  la filtration naturelle

t>0

du mouvement brownien W.

On dit que {6;, t > 0} est un bon processus s'il est (ftW )—adapté, caglad et si

t
E [/ dis} < 00, pour tout ¢ > 0.
0
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Cas de processus étagés|3]

On dit qu'un processus  est étagé (ou élémentaire ou simple) s'il existe
une suite de réels t;, 0 < t5 < t; <...< t,, et une suite de variable aléatoires 6;,
telles que 6; soit JF;-mesurable, appartienne a IL? () et que #; = 6; pour tout

t € Jti,tipa], soit

n—1
0 (W) =D 0 (w) L, (t)
i=0
On définit alors
1) n—1
/ 0. AW, =Y 0; (Wi, —W,,)
0 i=0
On a
E [/ GSdWS] =0, Var (/ HSdWS) =FE [/ ngsl )
0 0 0
On obtient

t n—1
/ O dW, = 0; (W (tia At) = W (t; A L))
0 i=0

Cas général[5]

Si 6 est un "bon processus", on montre d’abord qu’il existe
{6",n >0},

suite de processus étagés telle que

t
EU (QS—QZ)st} — 0,
0 n—>-mm~o

puis pour tout ¢ > 0, il existe une v.a. I; (#) de carré intégrable telle que

B (|1, (6) - L)) — o.

n——:uoo

10
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avec

t
L(0) = / 0,dW,, vt > 0.
0

Par indépendence, on remerque que
Pn
E [[t (en)] = ZE [91] (WtiJrl - Wtz) = 07
i=0
de sorte que en passant a la limite que
BI[I; (6)] = 0.
De méme on obtient

Var [1,(0)] = lim Var[1, (6")

¢
:E[/ des}.
0

Propriété 1.4.1 [J/(Propriétés des intégrales stochastiques)

1.0 — fot 0,dW, est linéaire.
2.0 — fot 0,dW, est continue p.s.

3. ( fot Qde$> est un processus F-adapté.

0<t<T

4. propriété d’isométrie

2

E

(/OtHSdWS) =E Uotegds} :

t 2 t
</ evde) | F, :E[/ 93dv|fs].

11
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Chapitre 1. Notions de base

p K / t deWv) ( / ) ¢wav> | }“5] —E [ / " v fs] .

7. ( fot Qde$> est une F-martingale.

0<t<T

2
8. Le processus (( fot Qdes> — fg 6?(13) est une F-martingale.

0<t<T
9. La variation quadratique de I'intégrale stochastique est donnée par

t t
</ edes> :/ 62ds.
0 0

10. La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par

t u tA\u
< / 0.V, / ¢des> _ / Ouheds.
0 0 0

1.5 Calcul d’Ito6

Définition 1.5.1 [7/(Processus d’It6) Un processus d’It6 X = {X;,F;;t > 0}

est un processus adapté de la forme
t t
Xt:Xo—i—/ ﬂsds+/ osdWs=Xo+ 1+ M,;, 0 <t < o0,
0 0

avec

- Xo v.a. Fo-mesurable de carré intégrable ;

- B adapté a valeurs dans R" telle que fOT |Bs| ds < oo pour tout T';

- o adapté a valeurs dans R"*? telle que fOT ]03]2 ds < oo pour tout 7.
De cette définition et des propriétés de l'intégrale d’Ito, on a

Ty = fot Bsds : partie a variation finie de X.

12
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- M, = fot o,dW, : partie martingale de X.

Proposition 1.5.1 [Z/(Intégration par parties "IPP") Si X etY sont deux

processus d’Ité, alors
t t
XY = XoYo + / X, dY, + / YodX, 4+ (X,Y),.
0 0
Théoréme 1.5.1 [j/(1ére formule d’Ité) Supposons g de classe C*. Alors

¢ ’ 1 oy
906 =g+ [ g 0e)ax,+ 5 [ (Xos
0 0

Si g est a dérivées bornées, le processus

t , 1 to,
o)~ [ g (Xbds =5 [ g ()0t
0 0
est une martingale.

Cette formule s’écrit

49(X0) = ¢ (X)X, + 34" (X)d (X),.

Théoréme 1.5.2 [5/(2éme formule d’It6) Soit g une fonction définie sur Ry x

R de classe C' par rapport & t, de classe C?* par rapport ¢ . On a

tag tag 1 ta2g
t, Xy) = X —(s5, X — (s, X5)dXs+= —(s5, X X)..
o0, = 9(0.X0)+ [ Fs. st [ s xgax+5 [ T Xa(x),

On peut écrire la formule sous la forme différentielle

9 B 102
dg(t, X,) = a—i(t,Xt)dt + a—i(t,Xt)dXt + 58—@5(@ X)d (X),.

13
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1.6 Equations différentielles stochastiques"EDS"

1.6.1 Définitions et notations

Définition 1.6.1 Une équation différentielle stochastique est une équation de la

forme

t t
X; = $+/ b(s,Xs)ds+/ o(s, Xg)dWy (1.1)
0 0
ou sous forme condencée

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th,
(1.2)
XO =x.
L’inconnue est le processus X. Le probleme est, comme pour une équation dif-

férentielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients,

I'équation différentielle a une unique solution. Il est utile de préciser les données.[3]

Définition 1.6.2 Soit b et o deux fonctions de RT x R™ a valeurs réelles données.
On se donne également un espace (2, F,P) muni d’une filtration (F;) et un (F;)
mouvement brownien W sur cet espace. Une solution de est un processus X
continu (F;)—adapté tel que les intégrales fot b(s, Xs)ds et fga(s,Xs)dWS ont un

sens et [’égalité
t t
X, = x+/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s, Xs)dWy
0 0

est satisfaite pour tout ¢, P — p.s.[3]

14



Chapitre 1. Notions de base

1.6.2 Notions d’existence et unicité
I’existence et 'unicité d’une solution faible et forte[5]

1. Existence d’une solution faible si admet une solution X.

2. Existence d’une solution forte si[[.2) qui soit adaptée a la filtration du mouve-

ment brownien.
3. Unicité faible si tous les processus X solutions de [I.2] ont méme loi.

4. Unicité trajectorielle si I’espace de probabilité et le mouvement brownien étant

fixés, deux solutions X et X' de sont indistinguables, i.e.
P(3tcR| X, #X,)=0.

Théoréme 1.6.1 Soient b et o deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe

une constante K telle que, pour tout t € [0,T], y,z € R",

1. condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps
b(t,y) — b(t, 2)| + [lo(t, y) —o(t, 2)|| < K|y — 2] ;

2. croissance linéaire : |b(t,y)| + |lo(t, v)|| < K(1+ |y|);
3. B[|z]*] < oo.

Alors PEDS [1.1] posséde une unique solution (& I'indistinguabilité pres). Cette
solution appartient a S? et donc a S2.[2]

Preuve. Voir [2], pages (36-37-38). m

15
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1.7 Reésultats importants

Théoréme 1.7.1 (Représentation des martingales browniennes) Soit M
une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration {FP }iep.r). Alors il

existe un unique processus (Hy)iepor), appartenant a M?*(RF), tel que
t
P — p.s. vt € [0, 7], M, = M, + / H,.dB,.
0

Il est important de remarquer que ce résultat implique que, dans la filtration

brownienne, les martingales sont continues.[2]

Théoréme 1.7.2 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Pour
tout réel p > 0, il existe des canstantes c,, Cp telles que pour toute martingale

locale M continue issue de 0,
¢p BI(M, M)3/?] < B[(M%)?] < C, B{(M, M).?]

olt My = supg,<; [Ms].[1]

Proposition 1.7.1 (Inégalité de Doob) Soit (X;);>o une martingale dont les

trajectoires sont continues a droite avec X; € I pour tout t > 0 alors

sup | X |

S q ||Xt||p )
s€[0,t]

p

1,1 _ 17
avec o + o = 1.[1]

Lemme 1.7.1 (Gronwall) Soit f une fonction positive localement intégrable dé-

16
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finie sur Ry telle que pour a, b > 0

f(t) < a—l—b/otf(s)ds.

Alors f(t) < aexp(bt) pour tout ¢ > 0.[I]

Théoréme 1.7.3 [J/(Théoréme de Point fixe de Picard-Banach) Soient
(E,d) unespace métrique complet et g : E — FE une application k— contractante.

Alors

1. ¢ admet un unique point fixe a € F,

2. Pour tout xy € F, la suite des itérées de o par g, définie par x, := g (x,_1)
pour tout n € N, converge vers a,

3. la convergence est géométrique,

n

d <
Vn € N, (Tp,a) < %

d (I’l, IL‘()) .
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Chapitre 2

Les équations différentielles

stochastiques rétrogrades

"EDSRs"

Le but de ce chapitre est d’introduire 'EDSR, et de montrer ’existence
et 'unicité de sa solution, dans le cas ou le générateur f est non-linéaire (cas
général). Cette étude est par Pardoux et Peng en 1990. Dans ce qui suit, nous

avons adopté [2] et [§] comme références pour la recherche.

2.1 Présentation du probléme

On définit un espace probabilisé filtré (Q, F, (F;)i>0,P), £ est une v.a.

Fr—adapté et Y est un processus adapté par rapport a la filtration (F;)¢>o.

On va résoudrer ’équation différentielle suivante

—dY,
dt

= f(\W), te[0,7], avec Yr = &.

18
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Pour cela, on prend I'exemple le plus simple a savoir f = 0. On a Y; = £ est
I'unique solution de 'EDS qui n’est pas adapté si & n’est pas déterministe, donc
on prend l'espérance conditionnelle sachant F;, pour obtenir £ est adapté, alors la

meilleure approximation -disons dans L?- adapté est la martingale Y; = E(¢ | ).

Si on travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement brownien, le théoréme
de représentation des martingales browniennes [I.7.1] permets de construire un

processus Z de carré intégrable et adapté tel que
t
Yi=E(¢|F) = E[§]+/ Zs dBs.
0
Si on pose T' = t, on trouve

T
Yr =E( | Fr) = E[f]—i—/o Zs dBg

t T
YT:E[§]+/ Z, st+/ Z, dB,
0 t

N J/
-

Y

T
:Yt—{—/ Zs dBg
t

T
:>Y}:YT—/ ZsdBy
t

T
= Y, = f—/ Z,dB;.
t
Ou sous forme différentielle
—dY; = —Z;d By, avec, Ypr = £.

Donc d’aprés notre exemple, on trouve une seconde inconnue qui le processus

Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

19



Chapitre 2. Les équations différentielles stochastiques rétrogrades "EDSRs"

Alors, pour obtenir la plus grand généralité, nous permettons a f de dépendre

du processus Z. i.e.

—dY, = f(t,Y,, Z,)dt — Z,dB,,  avec, Yy = €.

Ou sous forme intégrable

T T
Y, =¢ +/ f(s,Ys, Zs)ds — / 7By, avec, t € [0,T.
¢ ¢

2.2 Notations et définitions

Soient (2, F,P) un espace de probabilité complet, B un mouvement brownien
d-dimensionnel sur cet espace, et {F;},, la filtration naturelle du ce mouvement
brownien.

Soient
- §%(R¥) D’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, &

valeurs dans R, tels que
Y] = E [ sup \Y}ﬂ < 00.
0<t<T

- §%(R*) le sous-espace formé par les processus continus.

- M?(R**?) celui forme par les processus Z, progressivement mesurables, & valeurs

dans R¥*?, tels que

T
||Z||i42 =FE [/ ||Zt||2dt] < 00,
0

ou si z € RM ||z||* = trace(zz*).
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- M?(R*4) désigne I’ensemble des classes d’équivalence de M?2(R¥*).
- B? l’espace de Banach S2(RF) x M?(Rkd).
- 8%, 82 et M? sont des espaces de Banach.

Soit I’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)
_d}/;ﬁ = f(t7}/ta Zt)dt - thBta 0 S t S Ta YT - 57
ou sous forme intégrale

T T
Y, =¢ +/ f(s,Ys, Zs)ds —/ 7B, avec, t € (0,77, (2.1)
t t

avec

- f est une application aléatoire définie sur [0,7] x ©Q x R x R¥*4 4 valeurs dans
R* telle que, pour tout (y,z) € RF x R¥4 le processus {f(t,y,2) }ocperp SOt

progressivement mesurable, avec f s’appelle le générateur de 'EDSR.

- £ est une variable aléatoire mesurable par rapport & Fr et a valeurs dans R”,

telle que & s’appelle la condition terminale.

Définition 2.2.1 Une solution de l’EDSR est un couple de processus {(Yz, Zt) }o<yer

vérifiant

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R¥ et
Rk*d .

T
2.P—ps. [, {If(s,Ys, Z)| + ||ZS||2} ds < 00

3.P—p.s.,ona

T T
Y, =¢ +/ f(s,Ys, Zs)ds —/ ZdBs, avec, t € [0,7.
t t
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Remarque 2.2.1 On a les intégrales de[2.1] étant bien définies, Y est une semi-
martingale continue (Y € S2(R¥)), et puisque le processus Y est progressivement

mesurable, et par suite il est adapté, donc Yy est une quantité déterministe.

— On va montrer, que sous une hypotheése relativement faible sur le générateur

f, le processus Y € S2.

Proposition 2.2.1 Supposons qu’il existe un processus { ft}ogth positif, appar-

tenant a M?(R) et X une constante positive, tels que
V(t,y,2) € [0,T] x R* x R, |f oy, ) < fot+ Myl + [121])-

Si {(Y%, Zt) }o<i<p st une solution de I EDSR telle que Z € M? alors
Y e S2

Preuve. On a pour tout ¢ € [0, 7]

t t
}/;f = }/E) - / f(Sa}/;a Zs)ds +/ stB57
0 0

avec Yy déterministe.

On applique ’hypothése sur f

t
Y < Yol +/ (5, Yo, 2| ds +
0

t
/ZSst
0
t t
Y| < \YoH/ ot MY+ [ Z1D) ds + ‘/ 7.4B,
0 0
t t t
sw+/ (o + N|ZWll) ds + sup /zsst +A/ Y, ds
0 tG[O,T} 0 0

~ 2
~~
S

t
=>|Yt|S<+A/|YS|dS,
0
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avec ¢ est une v.a. de carré intégrable, car
- Yy est déterministe, et par suite de carré intégrable.

est de carré inté-

. Z € M?, alors d’aprés I'inégalité de Doob, sup ‘fot Z,dB,
te[0,7)

grable, il en est de méme pour {f;}o,<p-

Et puisque Y est un processus continu, et d’aprés le lemme de Gronwall
on obtient
Y| < cexp (L),
= sup [V;| < cexp (AT).
te[0,7

ce qui prouve que Y € S?. =

Lemme 2.2.1 SoientY € S2(R¥) et Z € M2(RF4). Alors { 1Y zdB,, t € [0, T]}

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. On utilise les inégalités de BDG avec p = 1 et C' est un canstante,

on trouve

E | sup

t€[0,T]

t
/ Y. Zsd By
0

< CE _(</OTY;.ZSdBS> </OTY;.ZSdBS>)1/2]

T 1/2
< CE (/ mr?nzswds) ]
0

T 1/2
<cm | sw il [ 1zia) |
0

t€[0,T7]

S/

-~

a b
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et par I'inégalité de Young ab < a?/2 + b%/2, on trouve

t C T
E | sup /YS.ZSdBS <= |E| sup Vi +EU |\Zs\|2ds] < 00,
tefo, 7] 1Jo 2 t€[0,T] 0 L
<00 ng

ce qui montre que { fot Y. ZdBs, t € [0, T]} est une martingale uniformément in-

tégrable. m

2.3 Reésultat de Pardoux-Peng

dans ce section, on va montrer le premier résultat d’existence et d’unicité pour
les EDSR dans le cas ot le générateur f est non-linéaire. Ce résultat est dia a E.

PARDOUX et S. PENG [PP90].
On pose les hypothéses suivantes, qui nous allons utilisant dans notre travail.
— Il existe une constante A telle que P—p.s.,

(H1). Condition de Lipschitz en (y, z) : Pour tout ¢, y, ¥, 2, 2’

’f(ty,Z)—f(t,y',z') SA(‘y—y' +|2-#) (2.2)
(H2). Condition d’intégrabilité :
T
E @gy%/ \f(s,O,())]st} < 0. (2.3)
0
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2.3.1 Cas particulier

C’est le cas le plus simple, on choisit f ne dépend ni de y ni de z. Et on cherche

une solution de 'EDSR

T T
Y, =¢ +/ F.ds —/ ZdBy, avec, t € (0,77, (2.4)
t t

avec
- & est de carré intégrable.

“{F}g<i<p un processus dans M?(RF).

Lemme 2.3.1 Soient { € L? (Fr) et {F}o,cp € M*(RF). L’EDSR posséde

une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve.
1. L’éxistence :
On suppose que (Y, Z) une solution de tel que Z € M?.

Si on utilise 'espérance conditionnelle sachant F;, on trouve

T T
m:E<m|ﬂ>=E[§+/ Fsds—/ zsstm}
t t

Alors

T T
1@:E[§+/ Fsds|}}] —EU stBs\}"t}
t t

:E{§+/tTFsds|ft] —EMTZSdBS},

et comme ftT Z,dB, est une martingale on a [ [ ftT stBs] = 0.
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Alors

T
Yt—El{—l—/ Fsds|.7-}}
t

T t
:E{f—k/ Fsds—/Fsds|}}}.
0 0

Donc on a Y, et il reste de trouver Z. Puisque F' est progressivement mesurable,
d’aprés le théoreme de Fibuni, fot F,ds est un processus adapté a la filtration
{"Tt}te[O,T]; en fait dans S? puisque F' est de carré intégrable. Alors pour tout

t €10,7], on a

T t
Yt:E{f—i—/ Fsds|.7-}]—/Fsds
0 0

N /
-

My
t
= Mt — / FSdS,
0

et comme M est une martingale brownienne, et d’aprés le théoréme de représen-

tation des martingales browniennes [I.7.1], on voit donc apparaitre un processus

7 € M?, tel que

t t t
Y, = M, — / Fids = My + / ZdBg — / Fds.
0 0 0

On va vérifier que (Y, Z) une solution de avec Yy = &

t t T T
Y, —Yr = My+ / ZdBg — / Fyds — (Mo +/ ZydBs — / Fsds)
0 0 0 0

t t T T
Y, —Yr =M+ / ZdBs — / Fods — My — / ZsdBg + / Fids
0 0 0 0

T t T t
Y- Yr= [/ Fids — / Fsds} — [/ ZsdBs — / stBs]
0 0 0 0
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T T
Y, - Yr = / Fids — / ZsdBy
t t

T T
}/t_YT:}/;f_f:/ Fst—/ stBs
t t

T T
=$}§:§+/NFMS—/)ZﬂBy
t t

ce qui prouvé lexistence de la solution de 'EDSR [2.4
2. L’unicité :
On suppose qu’on a deux solutions (Y,7) et (Y’,Z’), etonnotey =Y —Y’
etz=2—-27.

Et on a, avec Yy = Y, = ¢

T T
}§:§+/)Eﬂ&—/ Z,dB,
t t

! T T !
y;:§+/aﬁws—/jzg3$
t t

Alors
A T ! T
:>yt:Y}—Yt:—/(ZS—ZS)stz—/ 25d By, te0,7T].
¢ ¢

Alors, on a

dyt = —thBt.

Donc, maintenant on va prouver que y = z = 0. Alors

On applique la formulle d’Tt6 & |y|*, on obtient

d (|yt|2) = 2y dy, + (y,y) dt

= —ZytztdBt + ||Zt||2 dt.
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On intégre entre ¢ et T, avec yy = Yp — Y5 = € — £ = 0, on trouve

r 2 2 2
[{MWA)—yﬂ—%m

=0
T T
:_2/ ySzSdBS—I—/ 2| ds.
t t

Si on prend I'espérence, on obtient

T T
E[@Aﬂ-—zE[/“@g%dB4-%E[/"nzgﬁdﬁ o,
t t

et comme ftT ys2sd B est une martingale, alors [ [ ftT yszsdBS] =0.

Donc
2 r 2
EUM}+EL/H%Hw]=o
t
E [|y|*] =0 > = 0
= A Sad A — y=2=0,
B[ 1 dt] =0 lll* =0

et par suite 'unicité de la solution de ’TEDSR. =

2.3.2 Cas général

Théoréme 2.3.1 (PARDOUX-PENG 1990) Sous les hypothéses (H1)
et (H2) ’EDSR [2.1] posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. On utilise la méthode de point fixe dans B2, en construisant une
application © : B2 — B2, telle que (Y, Z) € B? est une solution de "EDSR [2.1] si

et seulement si c¢’est un point fixe de ©.

Pour (U, V) élément de B?, soit (Y,Z) = © (U,V) comme une solution de
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I'EDSR
T T
Y, =¢ +/ f(s,Us, Vi) ds — / Zd By, avec, t € [0,T].
t t

1. On va montrer que I'application © : B2 — B2 est bien définie.

Cette derniere EDSR admet une unique solution dans B2. On pose un processus
F, = f(s,U,, Vs), tel que F, € M? puisque f est Lipschitz, alors sous I'hypothése
(H1) et avec U. =V, =0, on a

001 = f (s V)| < (jus - vl + v - v

|f (S7U57‘/s) - f(87070>| S /\(|Us - 0| + ”V; - 0”)

d

)

[ (s, Us, V)l < 1f (5,0,0)] + A(|U] + (V&)

= [F| <[ (5,0,0)| + AU + M| Vil

avec f, Uy, Vs sont des processus de carré intégrable. Alors, on va appliquer le
lemme pour obtenir une unique solution (Y, Z) de notre EDSR, avec Z € M?.
Et d’aprés le proposition , onaY € &2, alors, (Y, Z) € B2 Donc I’application
© : B2 — B? est bien définie.

2. On va montrer que 'application © admet un unique point fixe, et par suite

Pexistence et I'unicité d’une solution de PEDSR [2.1] dans B2.
Soient (U,V) et (U, V') deux éléments de B2, telles que (Y, Z) = © (U, V) et

!

Y.zZ)y=e (U, V).

Onposey=Y —Y et 2=2— 7', avec yr =0, et on a

T T
Yt:g+/ f(s,Us,Vs)ds—/ Z.dB,
t t
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Yt’=5+/tTf(s,U;,V;)ds—/tTZ;st,

:n—n’zftT [f(&Us,Vs)—f(s,U;,‘é/ﬂds—/tT<Zs—Z;>st
:>yt—/T [f(s,Us,m)—f<s,U;,\/s’)]ds—/Tzsst

t t
— dy, = [f (t, U, V,) — f (t, Ut’,v;’)} dt — 2dB,.

Maintenant on applique la formule d’Ité & exp(at) |y |*, on trouve

d(e® |ye|*) = d (™) ye|* + e*d |ye|* + e (y, y) dt
= qe™ |yt|2 dt + e [2y:dy: + (y, y) dt]

= ae |y |* dt + 2y, | f (1, Uy, Vi) — f (t, Uy, Vt’)] dt — 2e°'y,.2dBy + ¢ ||z dt.
On intégre entre t et T, on trouve

T
e ) = eyl - e
! =0

_ /tTeas o lonf? + 20 [ (5.0 V2) = f (.U V2) || s

T T
- / 2e*ys.2sdBs + / 2 ||z || ds,
¢ ¢

T T
—> e |yl + / e ||z* ds = / e [=alul® = 2 7 (5, U V) = £ (007 | s
t t

T
+ / 2e*°ys.25d By,
t

et puisque f est Lipschitz, alors d’aprés ’hypotheése (H1) on obtient, avec
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u:U—U/ etv:V—V,
T T ’ ’
eyl + / e |[2||” ds < / e [l = 2. (| 6,00 v2) = 1 (5,0 ) ) s
t t
T
—|—/ 2e*%y.25d By
t

T T
P [ e altas < [ e | a2l 2l |

a b a c
T
+/ 2e*°y4.2,d By
t
D’aprés I'inégalité de Young Ve > 0, 2ab < a?/e + b?, on trouve
T T 2 2 2 2
A?|ys A”1Ys
e+ [ e alas< [ (—a\ysm (ﬂ> bl + (ﬂ) +e||vsu2) ds
t t
T
+/ 2e*%ys.25d By
t

T T
< / e™? (—a + 2)\2/5) |y8|2 ds — / 2e"°y.2,d By
t t

T
+ 5/ e (|u8|2 + HUSHZ) ds.
t

On note R, = 5ftT e (]u5]2 + Hv5]|2) ds, et pour simplifier, on prend o = 2)\? /¢,

et Vt € [0, 7], on trouve

T T
e |yt|2 + / e® ||zs||2 ds < R, — 2/ ™ |ys| .zsd Bs.
¢ ¢

OnaY, Y appartiennent & S*et Z,7Z " appartiennent & M?, alors d’aprés le lemme

2.2.1} la martingale ftT e®® |ys| .zsdBs est une martingale nulle en 0.

On prend 'espérance, et pour ¢t = 0, on trouve

T T
E [eat |y1t|2 + / e’ ||z$||2 ds} <E[R.]-E {2/ e |ys| .zSdBS] ,
0 ¢
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et comme ftT e |ys| .zsdBs est une martingale, alors E [ftT e |ys| .zsdBs| = 0,

alors on obtient

T
E [eat |yt|2] +E {/ e’ ||zs||2ds} < E[R.].
N—— \ 0 N———

b

Etonasia+b<c=a<cetb<c, alors

T
E [/ 0 stHst] <E[R)]. (2.5)
0
Et d’autre part on a

T
e |yl < R. — / ¢ |y, 2odB.
t

On prend 'espérance, et pour ¢t = 0, on trouve

T
E [ [y*] < B[R.] — 2E [ [ e .zsst] |
0

alors

T
E [ sup e ]yt|21 < E[R.] — 2E [ sup </ e |ys| .zsst)} .
0

0<t<T 0<t<T

Et d’aprés les inégalités de BDG [I.7.2] avec p = 1, on obtient

T T 1/2
E[sup ( / e“|y3|.zscz35)] < CE ( / e2asrys|2||zs||2ds) |
0<t<T \Jo 0

et par conséquent

E [ sup ¢ |yt|2] <E[R] + (~20)E
~——

0<t<T

T 1/2
(/ e2“|ys|2||zs||2ds) ]
0

K
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T 1/2
<BlR)+8 (s e luf (2 [ e af?as)) ]
0<t<T 0

T 1/2
<E[R]+E | sup eOt/2 |yt|<K2/ eas||zs||2ds>
0<t<T N 0 .
i e e

Et d’aprés I'inégalité de Young ab < a?/2 + b?/2, alors on obtient

at 2 1 at 2 K2 4 as 2
E | sup e |y|"| < B[R]+ =E | sup e |y|"| + —E e* || zl|" ds|
0

0<t<T 2 |o<i<T 2

alors

K2 T
E [ sup e |yt|2} — - { sup e |yt|2} <E[R]+ —E {/ e*® ||zs||2ds}
0<t<T 0<t<T 2 0

Kz T
B sup e luf| <BlR]+ 5B | [ e alfas]
0

Et donc

T T
E[sup eo‘t|yt|2] +E U g0 ||zs||2ds} < 9E[R] + K°E [/ e“s||zs||2ds}
0 0

0<t<T
T
+E [/ e*® ||zs||2ds}
0

T
<RI+ (1+ KB | [ e afas).
0

et d’aprés 'inégalité [2.5] on trouve

0<t<T

T
E [ sup e ]yt|21 +E [/ e st|]2d51 <2E[R]+ (1+ K*) E[R.],
0
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T
— E { sup e |y, |* +/ e’ ||zs||2ds] < (3+ K*)E[R.].
0

0<t<T

Maintenant, on va changer R. par sa définition, et pour ¢t = 0

E[R.] = e UOT e (Jus|” + [[vs]I”) d81 :

T
— E [ sup Ra} =c (T.E [ sup e |ut|2} + 1.E [/ e’ ||vs|\2ds}> ,
0<t<T 0<t<T 0

et par suite

T T
E { sup e |y,|? +/ e ||z5||2ds] <e(B3+K*)(1VT)E { sup e |u,|? +/ e ||US||2ds] :
0 0

0<t<T 0<t<T

On prend ¢ vérifie € (3 + C?) (1 VT) = 1/4, pour obtenir que I"application © est

contraction stricte de B2 — B2, si on le munit de la norme

T 1/2
0V, =B | sup e i+ [ e viffas)|
0<t<T 0
et puisque notre norme est équivalente a la norme usuelle (ou o = 0), alors

|(U, V)|, est un espace de Banach.

Alors, comme un résultat de notre travail, on a © posséde un unique point

fixe (Y, Z) € B2, et donc 'existence et 1'unicité d’une solution de I’EDSR ]

2.4 Le role de 7

On va voir que le role de Z ( et exacte le role de terme ftT ZsdBy) est de render

le processus Y adapté, et on va indiquer dans quel cas Z = 0.

Proposition 2.4.1 Soit (Y, Z) la solution de l’EDSR et soit T un temps d’ar-
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rét majoré par T. On suppose, outre les hypothéses (H1) et (H2) que

¢ est Fr—mesurable et que f(t,y,z) =0 dés quet > .

Alors : Y, =Yjar et Z,=0sit > 7.

Preuve. On a P —p.s.,
T T
Y, =¢ +/ f(s,Ys, Z)ds —/ ZdB;, avec, t € [0,T].
t t

Et pour t = 7, comme f(t,y,z) =0 dés que t > 7, on a donc

T T T
:§+/ f(s,Y;,ZS)ds—/ stBszg_/ 7.dB,.

g

=0

Et on a

T
RE

et on a fTT ZdBs, =0, alors Y, = &, et d’ou 'on tire que

(/TT st35> =E UT ||Zs||2ds] =0,

et par suite Z;1,>, = 0.

2

E

On a par ’hypothése, si t > 7 alors Y, =Y}, en effet

T T
Y:r:f—i_/ f(S,Y:g,ZS)dS—/ ZsdBs

—et [/jf(s,n,zsmw/Tf<s,n,zs>ds} - U 2.8, +/Tzsst}
=§+qu<s,n,Zs)ds—/ ZdB] [/sts,Z /stBs]

-~

Yi

35



Chapitre 2. Les équations différentielles stochastiques rétrogrades "EDSRs"

t t
— ¥, =Yt [ SV Zds— [ 2B =Y 400

D’ou la proposition est prouvée. m

Remarque 2.4.1 On note que si & et f sont déterministe, alors Z = 0, et le

processus Y soit une solution de l’équation différentielle

dYy

v = f(¢,Y:,0), avec, Yo = &.
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Chapitre 3

Les équations différentielles
stochastiques rétrogrades

linéaires

L’objectif de ce dérnier chapitre est d’étudier 'existence et 'unicité de la so-
lution des équations différentielles stochastiques rétrogradres linéaires, c-a-d dans
le cas particulier ou le générateur f est linéaire, et a la fin de ce chapitre on va
étudier le modele de Black-Scholes qui est conduit un exemple de 'EDSR linéaire.

Pour ce faire, nous avons pris la référence [2].

3.1 EDSR linéaire

Proposition 3.1.1 Soient {(at, bt) },c( 1) un processus a valeurs dans R xR<, pro-
gressivement mesurable et borné, {ci},co ) € M 2(R), et & une v.a. Fr—mesurable,

de carré intégrable, a valleurs réelles.
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LEDSR linéaire
T T
Y, =¢+ / {asYs + bsZs + ¢} ds — / ZdBy,
t t
posséde une unique solution qui vérifie
T
vVt € (0,71, Y, =T;'E ({FT +/ cslsds | ]—"t) ,
t
avec Vt € 0,7
t 1 t t
I, = exp {/ b,dBg — —/ |bs|2d8 +/ asds} )
0 2 Jo 0
Preuve. Premiérement, on va montrer que le processus I' vérifie
dFt = Ft (atdt + btdBt) s FO =1.

On note I'; = X, avec X = fot (as— 3 ]bs]2) ds + fot b.dBs;.

Alors, par la formule d’It6, on obtient

1
dly = eXdX + §eX (dX,dX) dt
1 1
=TI [(at 5 |bt‘2) dt + btdBt} + §Ftbfdt

1, 1
—T, (§b§ -3 |bt|2) dt + T (awdt + bydBy)

J/

-~

=0
ce qui donne la formulle annoncée.

Ensuite, puisque b est borné, d’aprés 1'inégalité de Doob, on a I' € S2.

38



Chapitre 3. Les équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires

Et on a les hypothéses de notre proposition assure I’existence d’une unique

solution (Y, Z) a 'EDSR linéaire, en effet

Pour tout ¢, y, 3/, 2, 2, on note f (t,y,2) = aw + bz + ¢, et f(t,y,2) =

azy + bz + ¢, et on vérifie que (H1) est satisfaite

.f(tvya Z) - f(tay/a'z/)‘ < a

v=|+ufe=]

’
z—Z

)

< max (ay,b;) (‘y — y/‘ +
A
gA(‘y—y/ + 1z =2 )

Alors 'EDSR linéaire 3.1 admet une unique solution (Y, Z), avec Y € S? (d’aprés
la proposition [2.2.1)).
Maintenant, on utilise la formule d’intégration par partie (I.P.P) on

trouve

dT,Y; = TydY; + dT,Y; + d (T, Y),
== Ft [_ (at}/;,L + tht + Ct) dt + thBt] + }/;5 (Pt (atdt + btdBt>> + Ftthtdt
= —Ftathdt — Ftthtdt — FtCtdt + FtthBt -+ Ertatdt -+ Y;FtbtdBt + Ftthtdt

= —FtCtdt + FtthBt + }/;FtbtdBt.
On intégre entre 0 et ¢, on obtient

t
[ a@y) =ri- oy,
0

t ¢ t
= —/ Fscyds —l—/ I'sZ,dB; +/ Y, ['sbsdBs,
0 0 0

t t
— I, + / T,cods = Yy + / T, (Z, + Ysbs) dB,
0 0
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alors cette dérniére inégalité montre que le procesus I'Y; + fot I'seqds est une
martingale locale, et par suite une martingale (puisque ¢ € M? et I, Y sont dans
S?%).

Et comme résultat

t r T
Fth +/ CSFSdS = E 1—‘TYvT + / Csrsds | :/tt:|
0 0

- T t
IY,=E|I'tYr —|—/ cslsds | .7-}] —/ cIsds
0 0

T ¢
=E 7Yy —|—/ cs'sds — / cslds | .7:,5]
0 0

r T
=E [I'r& +/ cslsds | .7-}} ,
L t

T
— Y, = Ft_lE |:§FT +/ CSFSdS | ft:| .
t

D’otu la proposition est prouvée. m

3.2 Application

3.2.1 Modéle de Black-Scholes

On a le modele de Black-Scholes est donné comme un exemple de 'EDSR
linéaire.
Dans un marché financier, on a une action dont le prix d’une part est régi par
I’EDS
dS; = Sy (pdt + odBy) So = x,

avec

- S est le prix d’une part avec risque.
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- 1 € R, et le parameéetre o > 0 s’appelle la volatilité.

Alors on a pour tout ¢t > 0, d’aprés la proposition [3.1.]]

t t
Sy = Sy exp {/ odB, +/ (n—0/2) ds} , avec, Sy =z,
0 0

— S, = zexp {aBt + (u - 02/2) t} .
D’autre part, on a un placement sans risque, le prix d’une part est donné par
dEt = TEtdt s EO =1,

et d’aprés la proposition [3.1.1} on a pour tout ¢ > 0

t
E;, = Eyexp (/ rds) , avec, Fy = v,
0

— Et = yert,

avec
- F; est le prix d’une part sans risque.
- le constant r est le taux de rendement.

Une stratégie est la donnée d’un couple de processus (n;,m;) +>0+ adapté par
rapport a la filtration du mouvement brownien B, tel que la valeur de portefeuille
V, a4 I'instant ¢ est

Vi = By + mySy,

avec n; et m; représentent
- n; le nombre de part d’actif sans risque,

- my le nombre de part d’actif avec risque,
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c-a-d le nombre d’actions a l'instant ¢ détenues dans le portefeuille.

Seules les stratégies autofinancées sont considérées, ce qui signifie que I’évolution

de la valeur du portefeuille est décrite par

dV} = ntdEt + mtdSt

= TntEtdt + mtSt(Mdt + O'dBt).

On a ‘/;5 = ntEt + mtSt — ntEt = ‘/; — mtSt,

et on note o; = m;S; "la somme d’argent détenue en action”, et alors n; F; = V;—d;.

Donc
= rVidt — ré,dt + 6;pudt + dy0d By
— +Vidt + 6,0 {(“ - TW dt + 8,0dB;,
o
on note Z; = 6;0, et ¢ = =) 16 7rigk premium”, donc on trouve

[oa

Donc, la question ici est : A quel prix v vendre I'option ? I faut que le vendeur
s’assure que s’il est vender I'option a ce prix a la date t = 0, alors il disposera de

la somme ¢ & la date t =T

Donc pour obtenir le prix v, I'idée principale ou I'idée de base c’est 'idée de
duplication, tel que le vendeur vend 'option au prix v et cette somme est investi

sur le marché par une stratégie (Z;)o<i<r & trouver. Alors pour cela, la valeur de
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son portefeuille est régie par 'EDS

dVy = rVidt + Zdt + Z,d By, Vo =w.

Maintenant, on a le travail ici est de trouver le prix v et la stratégie {Z; }o,<p,
tels que la solution de notre EDS vérifie Vi = £. Dans ce cas, on dit que le prix
v est le prix équitable. Ou en d’autre facon, la question ici est : Peut-on trouver

{(Vi, Z4) Yo<y<r adapté, tels que

dVy = rVidt + pZidt + Z,d By, Vp =¢,

donc, dans ce cas, il suffit de vendre 'option au prix v = Vj. Alors, la solution de
notre probléme est s’agit de résoudre une EDSR linéaire. Alors TEDSR linéaire

ici comme suit

T
/ V= Vr =V,
! ¢

T T
= / (rVs +pZ,)ds +/ ZsdBs,
t t

T T
= V,=£— / (rVs+ ¢Zs)ds — / ZdBy,
t t

et d’aprés la proposition|3.1.1} cette dernieére équation posséde une unique solution
qui vérifie

Vi =T BTy | 7o), vt € [0;T],

tel que

t 1 t t
Ft:exp{/ godBS——/ \gp|2ds+/ rds}, vt € [0; 7).
0 2.Jo 0
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Et comme une résultat de notre travail, Nous avons trouvé une unique solution
de 'EDSR linéaire qui maintient la valeur du portefeuille équilibrée malgré les

risques aléatoires, évitant ainsi les pertes sur le marché financier.
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Conclusion

Dans ce travail, on a éssayé d’exposer deux résultats d’existence et d’unicité de
la solution de 'EDSR. Le premier résultat est de 'EDSR général, et le deuxiéme
résultat qui est le principal est de 'EDSR linéaire, et par suite nous avons éssayé

de répondre a la question centrale.

Aprés proposer des généralités de base, nous avons éssayé de montrer le premier
résultat qui est étudier 'existence et 'unicité de la solution de 'EDSR général
(c-a-d non-linéaire) dans le cas lipschitz, appelé le resultat de Pardoux-Peng. Dans

cette démonstration, nous avons utilisé quelques théorémes, les deux hypotheses
(H1) et (H2) [2.3] et la méthode de point fixe

Dans le deuxiéme résultat qui est I'important et le principal travail, nous
avons éssayé de montrer I’existence et I'unicité de la solution de 'EDSR linéaire.
L’idée de cette démonstration est d’utiliser les hypothéses de la proposition [3.1.1

et I'hypothése (H1) [2.2] Et comme résultat de notre travail, on obtient que

T
vt € (0,17, Y, =T;'E (gFT +/ csLsds | ft) , Vt € [0,T,
t

est I'unique solution de 'EDSR linéaire. Et enfin, comme un exemple de 'EDSR

linéaire, on a posé le modele de Black-Scholes dans la finance.
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Résumer

L’objectif de ce mémoire est d’étudier deux résultats sur les solutions des
équations différentielles stochastiques rétrogrades "EDSR". Dans le premier
résultat, on étude 1’existence et I'unicité de la solution de ’EDSR comme un cas
général, c-a-d le cas ou le générateur est non-linéaire, ce résultat est par E.
PARDOUX et S. PENG en 1990. Et dans le deuxiéme résultat qui est le
principal, nous étudions I’existence et I'unicit¢ de la solution de I’EDSR
linéaire, c-a-d le cas ou le générateur est linéaire, et comme une application de
notre resultat, on étude le modele de Black-Scholes en finance comme un
exemple de ’EDSR linéaire.

Mots-clés : Equation différentielle stochastique rétrograde "EDSR", EDSR
linéaire, I’existence et I’unicité.

Abstract

The objective of this memory is to study two results on the solutions of
backward stochastic differential equations "BSDE". In the first result, we study
the existence and the uniqueness of the solution of the BSDE as a general case,
I.e. the case where the generator is no-linear, this result is by E. PADOUX and
S. PENG in 1990. And in the second result which is the the main one, we study
the existence and uniqueness of the solution of the linear BSDE, i.e. the case
where the generator is linear, and as an application of our result, we study the
Black-Scholes model in finance as an example of the linear BSDE.

Key-words : backward stochastic differential equations "EDSR", linear
BSDE, the existence and the uniqueness of the solution.
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