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Notations et symboles

C1; C2 : Ensemble des fonctions une/deux fois dérivable(s), et dont

la première/seconde dérivée est continue.

N : Ensemble des ��négligeables.

B(Rd) : Tribu Borélienne sur Rd:

1A : Indicatrice de A, dé�nie par : 1A(x) =

8><>: 1; x 2 A;

0; x =2 A:

L1; L2 : Espace des processus intégrables/de carré intégrables.

P�p:s: : Presque sûrement pour la mesure de probabilité P:

EDS : Équation di¤érentielle stochastique.

i:e: : C�est-à-dire.

dt
 d� : Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0; T ]

avec la mesure de d�:

c�adl�ag : Continue à droite, admet limite à gauche.

EP : Espérance par rapport à la probabilité P:

Ac : Complémentaire de A dans 
:

A : Adhérence de A:

L
= : Égalité en loi.

hXit : Variation quadratique (crochet stochastique) de X:
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Introduction

En théorie des probabilités, un processus de Lévy est un processus stochastique

en temps continu, continu à droite et limité à gauche, dont les accroissements

sont stationnaires et indépendantes, normé d�après mathématicien français Paul

Lévy. Les exemples les plus connus sont le processus de Wiener, et le processus de

Poisson.

Le principe du théorème de Girsanov est comment un processus stochastique

change si l�on change de mesure de probabilités. Ce théorème est particulièrement

très important dans la théorie des mathématiques �nancières.

Dans les années 1940, les résultats de ce type ont été prouvés pour la première

fois par Cameron-Martin [4], puis par Girsanov [7] en 1960.

Ce théorème peut être utilisé pour trouver l�unique probabilité de risque neutre

dans l�application sur le marché �nancier.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est un rappel et introduction au processus stochastique. Dans

le deuxième chapitre nous avons étudié le processus d�Itô-Lévy, et dans le dernier

chapitre nous avons dé�ni théorème de Girsanov, et nous avons appliqué ce théo-

rème au processus d�Itô-Lévy, et nous avons donné un exemple d�application de la

transformation de Girsanov sur le marché �nancier.
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Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels de base concernent le calcul

stochastique que nous utiliserons dans ce travail, en faisant référence à [1], [2] et

[3], [8] et [9], [10] et [12], [13].

1.1 Rappel

1.1.1 Tribu

Dé�nition 1.1.1 (Tribu) Soit F un ensemble de parties d�un ensemble non vide


 est dite une tribu sur 
 si

1. ; 2 F :

2. Si A 2 F ; alors Ac 2 F :

3. Pour tout n 2 N; si An 2 F ; alors [
n
An 2 F :

2



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Dé�nition 1.1.2 (Tribu engendrée) Si A est une partie de 
: on appelle tribu

engendrée par A la plus petite tribu sur 
 contenant A, et on note �(A): Elle est

l�intersection de toutes les tribus contenant A:

1.1.2 Mesure

Dé�nition 1.1.3 (Mesure) Une mesure � sur l�espace (
;F) est une applica-

tion � : F �!R+ telle que

� �(;) = 0:

� Si (An)n2N est une suite dénombrable d�ensembles de F deux à deux disjoints,

alors

�

 
+1[
n=1

An

!
=

+1X
n=1

� (An) :

Dé�nition 1.1.4 (Espace mesurable) Un espace mesurable est un couple (
;F)

constitué d�un ensemble non vide 
, et d�une tribu F sur 
:

Dé�nition 1.1.5 (Application mesurable) Soit X une application d�un es-

pace mesurable (
;F) dans un espace mesurable (E;B), on dit que X est mesu-

rable si X�1(B) � F ; ou encore

Pour tout B 2 B; on a X�1(B) 2 F :

1.1.3 Probabilité

Dé�nition 1.1.6 (Probabilité) Une probabilité P sur une tribu F est une ap-

plication de F dans [0; 1] telle que

1. P(;) = 0:

3



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

2. P(
) =1:

3. Pour tout n 2 N; pour tout An 2 F ; pour tout i 6= j 2 N; Ai \Aj = ;; alors

P
�
[
n
An

�
=
P
n

P(An):

Dé�nition 1.1.7 (Espace de probabilité) Un espace de probabilité (
;F ;P)

est un espace mesurable (
;F) muni d�une mesure de probabilité P:

1.1.4 Variable Gaussienne

Dé�nition 1.1.8 (Variable aléatoire) Une variable aléatoire est une applica-

tion mesurable X d�un espace de probabilité (
;F ;P) dans un espace mesurable

(R;B (R)) :

Dé�nition 1.1.9 (Variable Gaussienne) On dit que la variable aléatoire X

suit la loi normale standard centré et réduite N (0; 1), si elle admet pour densité

t 7! 1p
2�
e�

t2

2 , pour tout t 2 R. En générale, une variable aléatoire X suit la loi de

Gauss N (m;�2), si elle admet pour densité

t 7�! 1p
2��2

exp

�
�(t�m)2

2�2

�
; pour tout t 2 R:

1.1.5 Espérance conditionnelle

Dé�nition 1.1.10 (Espérance) Soit X une variable aléatoire dé�nie sur l�es-

pace de probabilité (
;F ;P), on appelle espérance de X l�intégrale de Lebesgue de

X relativement à la mesure P, et on note E [X], tel que

E [X] =
Z



X(!)P(d!) =
Z



XdP:

4



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Dé�nition 1.1.11 (Espérance conditionnelle par rapport à une tribu) On

appelle l�espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant G et on la note

E(X j G), l�unique variable aléatoire tel que

1. G�mesurable.

2. Telle que
Z
A

E(X j G)dP =
Z
A

XdP; pour tout A 2 G:

C�est l�unique (à une égalité p:s: près) variable G�mesurable, telle que

E[E(X j G)Y ] = E(XY );

pour toute variable Y , G�mesurable bornée.

Dé�nition 1.1.12 (Espérance conditionnelle par rapport à une variable)

L�espérance conditionnelle d�une variable intégrable X sachant Y est une variable

aléatoire dé�nie comme l�espérance conditionnelle de X par rapport à la tribu en-

gendrée par Y . On la note E(X j Y ), c�est une fonction de Y , alors il existe une

fonction borélienne ' de R dans R, telle que E(X j Y ) = '(Y ) est caractérisée

par

1. C�est une variable �(Y )�mesurable.

2.
Z
A

E(X j Y )dP =
Z
A

XdP; pour tout A 2 �(Y ):

Propriété 1.1.1 (Propriétés de l�espérance conditionnelle) Soit (
;F ;P)

un espace probabilité donné, et soit G une sous tribu de F : Soient X et Y deux

variables aléatoires dé�nies sur (
;F ;P); on a

1. Soit a; b 2 R tel que E(aX + bY j G) =aE(X j G) + bE(Y j G):

2. Si X � Y; alors E(X j G) � E(Y j G):

5



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

3. Si X est G�mesurable, alors E(X j G) = X:

4. Si Y est G-mesurable, alors E(XY j G) = Y E(X j G):

5. E [E(X j G)] = E [X] :

6. Si X est indépendante de G, alors E(X j G) = E(X):

7. Si G et H sont deux tribus, telles que H � G, alors

E [E(X j H) j G] = E [E(X j G) j H] = E(X j H):

8. Si  est une application convexe et mesurable, alors E [ (X) j G] �  (E [X j G] ):

(Inégalité de Jensen).

Preuve. La preuve en détail est trouvée dans [8].

1.2 Processus stochastique

Dé�nition 1.2.1 (Filtration) On appelle �ltration fFtgt�0 de (
;F); une fa-

mille croissante de sous-tribus de F : (i:e: pour tout s � t; Fs � Ft � F):

Dé�nition 1.2.2 (Filtration naturelle) SoitX un processus dé�ni sur (
;F ;P);

on introduit la �ltration Gt = �fXs; 0 � s � tg, cette �ltration s�appelle la �ltra-

tion naturelle de X:

Dé�nition 1.2.3 (Filtration naturelle augmentée) La �ltration naturelle aug-

mentée de X dé�nie par FX
t = � fGt[Ng, lorsque nous parlerons de �ltration

naturelle, il s�agira toujours de �ltration naturelle augmentée, car G0 ne contient

pas nécessairement tous les ensembles négligeables N :

6



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Dé�nition 1.2.4 (Processus stochastique) On appelle processus stochastique

X = (Xt)t2T indexé par T et à valeur dans Rd une famille d�applications mesu-

rables de (
;F) dans (Rd;B(Rd)), tel que pour tout t 2 T; Xt est une variable

aléatoire.

Remarque 1.2.1 Si T = N on dit que X est un processus à temps discret, si

T = R+ pour les processus à temps continu.

Remarque 1.2.2 Un processus Xt(!) dépend de deux paramètres, dépend de t

(en générale est le temps), et de l�aléatoire ! 2 
, on a

i Pour t 2 T �xé, ! 2 
 7�! Xt(!) est une variable aléatoire sur (
;F ;P).

ii Pour ! 2 
 �xé, t 2 T 7�! Xt(!) est une fonction à valeurs réelles, appelée

trajectoire du processus X.

Dé�nition 1.2.5 (Processus adapté) On dit que un processus X est adapté

par rapport à (Ft)t�0; si pour tout t � 0, Xt est Ft�mesurable.

Remarque 1.2.3 Un processus X est toujours adapté par rapport à sa �ltration

naturelle.

Dé�nition 1.2.6 (Processus mesurable) On dit que un processus X est me-

surable si l�application (t; !) 7�! Xt(!) de R+ � 
 dans Rd, est mesurable par

rapport à (B(R+)
F) et B(Rd):

Dé�nition 1.2.7 (Processus progressivement mesurable) Un processus X

est dite progressivement mesurable par rapport à la �ltration (Ft)t�0 si pour tout

t � 0, l�application (s; !) 7�! Xs(!) de [0; t]�
 dans Rd est mesurable par rapport

aux tribus (B([0; t])
Ft) et B(Rd):

7



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Dé�nition 1.2.8 (Processus càdlàg) Un processus est c�adl�ag (continue à droite,

pourvu de limites à gauche), si ses trajectoires sont aussi continue à droite et pour-

vues de limites à gauche.

Dé�nition 1.2.9 (Lois �ni-dimensionnelles) Soit un processus stochastique

X = (Xt)t2T, les lois �ni-dimensionnelles de X sont les lois de tous les vecteurs

(Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn) pour tout t1; t2; :::; tn 2 T, pour tout n 2 N: (i:e: L(Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn) :

t1; t2; :::; tn 2 T; pour tout n 2 N):

Dé�nition 1.2.10 (Processus équivalents) Deux processus X et Y sont équi-

valents s�ils ont même loi, on écrira X L
= Y:

Dé�nition 1.2.11 (Processus Gaussien) Un processus X = (Xt)t2Test gaus-

sien si toute combinaison linéaire a1Xt1+a2Xt2+:::+anXtn suit une loi gaussienne

pour tout n 2 N, pour tout t1; t2; :::; tn 2 T; a1; a2; :::; an 2 R:

Dé�nition 1.2.12 (Processus à accroissements indépendants) Un proces-

sus X est dit à accroissements indépendants si pour tout 0 < t1 < t2 < ::: < tn,

les variables aléatoires Xt1 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1 sont indépendantes.

Dé�nition 1.2.13 (Processus à accroissements stationnaires) Un processus

est dit à accroissements stationnaires si la loi des accroissements Xt+h � Xt ne

dépend pas de h > 0:

Dé�nition 1.2.14 (Processus prévisible) Une tribu des prévisibles est la tribu

sur R+ � 
 engendrée par les rectangles ]s; t]� A; pour tout 0 < s < t; A 2 Fs:

On dit que un processus est prévisible si et seulement si (t; !) 7�! Xt(!) est

mesurable par rapport à la tribu des prévisibles.

8



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.2.1 Martingale

Dé�nition 1.2.15 (Martingale à temps continu) Un processus X = (Xt)t�0

de (
;F ;P) dans R est une martingale par rapport à la �ltration (Ft)t�0 sur

(
;F), si

1. X adapté à (Ft)t�0. (i:e: pour tout t � 0, Xt est Ft�mesurable):

2. Pour tout t � 0, Xt est intégrable. (i:e: E (jXtj) < +1):

3. Pour tout s; t 2 R+, s � t

E(Xtj F s) = Xs: (1.1)

Si (1:1) remplacé par pour tout s � t, E(Xtj F s) � Xs; alors X est sur-martingale.

Si (1:1) remplacé par pour tout s � t, E(Xtj F s) � Xs; alors X est sous-

martingale.

1.2.2 Mouvement brownien

Dé�nition 1.2.16 On appelle mouvement brownien (standard) un processus sto-

chastique B à valeurs réelles, tel que

1. B0 = 0 P�p:s:

2. P�p:s:, t 7�! Bt(!) est continue. (i:e: B à trajectoire continue):

3. Pour 0 � s � t, Bt � Bs est indépendant de la tribu �(Bu; u � s) et de loi

gaussienne centrée de variance t� s:

Pour tout t > 0; la variable aléatoire Bt suit la loi de Gauss d�espérance nulle et

de variance t:

9



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Proposition 1.2.1 Si B est un mouvement brownien, alors pour tout � réel le

processus
�
exp

�
�Bt � 1

2
�2t
�
; t � 0

	
est une martingale.

Preuve. Posons Xt = exp
�
�Bt � 1

2
�2t
�
. On a

E [jXtj] = E [Xt] = E
�
exp

�
�Bt �

1

2
�2t

��

=
1p
2�t

+1Z
�1

exp

�
�x� 1

2
�2t

�
exp

�
�x

2

2t

�
dx

=
1p
2�t

+1Z
�1

exp

�
�x� 1

2
�2t� x2

2t

�
dx

=
1p
2�t

+1Z
�1

exp

�
� 1
2t

�
�2t2 + x2 � 2�tx

��
dx

=

+1Z
�1

1p
2�t

exp

�
�(x� �t)2

2t

�
dx = 1 < +1;

car est une fonction de densité de loi de Gauss d�espérance �t et de variance t:

Xt est Ft�mesurable, car Xt = f(t; Bt) est une fonction continu.

Pour tout 0 � s � t < +1; on a

E [Xt j Fs] = E
�
Xt
Xs

Xs

j Fs
�

= XsE
�
Xt

Xs

j Fs
�

= XsE

"
exp

�
�Bt � 1

2
�2t
�

exp
�
�Bs � 1

2
�2s
� j Fs#

= XsE
�
exp

�
�(Bt �Bs)�

1

2
�2(t� s)

�
j Fs

�
= XsE

�
exp

�
�(Bt �Bs)�

1

2
�2(t� s)

��
:

10



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Donc

E [Xt j Fs] = Xs

+1Z
�1

1p
2�(t� s)

exp

�
�x� 1

2
�2(t� s)

�
exp

�
� x2

2(t� s)

�
dx

= Xs

+1Z
�1

1p
2�(t� s)

exp

�
�x� 1

2
�2(t� s)� x2

2(t� s)

�
dx

= Xs

+1Z
�1

1p
2�(t� s)

exp

�
�(x

2 + �2(t� s)2 � 2�x(t� s))

2(t� s)

�
dx

= Xs

+1Z
�1

1p
2�(t� s)

exp

�
�(x� �(t� s))2

2(t� s)

�
dx = Xs;

car est l�intégrale de fonction de densité de loi de Gauss d�espérance �(t � s) et

de variance 2(t� s):

Alors pour tout � 2 R,
�
exp

�
�Bt � 1

2
�2t
�
; t � 0

	
est une martingale.

Dé�nition 1.2.17 (Brownien géométrique) Soient b et � deux constantes et

B un mouvement brownien, pour tout t � 0 le processus

Xt = X0 exp

��
b� 1

2
�2
�
t+ �Bt

�
;

est appelé Brownien géométrique.

Remarque 1.2.4 Le Brownien géométrique est une martingale, d�après proposi-

tion 1.2.1.
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Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

1.3 Intégrale stochastique

1.3.1 Intégrale de Wiener

Dé�nition 1.3.1 Soit l�ensemble des fonctions boréliennes f de R+ dans R de

carré intégrable et on note L2(R+); c�est à dire telles que
+1Z
0

jf(s)j 2ds < +1:

C�est un espace de Hilbert pour la norme kfk2 =

0@ +1Z
0

f 2(s)ds

1A 1
2

, soit l�intégrale

I(f) =

+1Z
0

f(s)dBs:

On dit que I(f) est l�intégrale stochastique ou l�intégrale de Wiener de f par

rapport à B:

Dé�nition 1.3.2 (Fonctions en escalier) Si f = 1]u;v] on pose

+1Z
0

f(s)dBs =

Bv � Bu. Soit f une fonction en escalier sous la forme f(x) =
nX
i=1

fi�11]ti�1;ti],

et on pose

+1Z
0

f(s)dBs =
nX
i=1

fi�1(Bti � Bti�1). On dit que I(f)
d�ef
=

+1Z
0

f(s)dBs est

une variable gaussienne centré et de variance

+1Z
0

f 2(s)ds: On a I(f) est gaussienne

centré, car B est gaussien d�espérance nulle. De plus

V ar(I(f)) =

nX
i=1

f 2i�1V ar
�
Bti �Bti�1

�
=

nX
i=1

f 2i�1 (ti � ti�1) =

+1Z
0

f 2(s)ds:

Dé�nition 1.3.3 (Processus lié à l�intégrale stochastique) Soit f 2 L2(R+),

12



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

la variable aléatoire

tZ
0

f(s)dBs =

+1Z
0

1(s)[0;t]f(s)dBs: On dé�nit

tZ
0

f(s)dBs pour

tout f telle que pour tout T;

TZ
0

jf(s)j 2ds < +1: Donc on peut dé�nir l�intégrale

stochastique pour une classe plus grande de fonctions, on notera L2loc:

Théorème 1.3.1 Pour tout f 2 L2loc et Mt =

tZ
0

f(s)dBs, on a

a M est une martingale continue, et la variable aléatoire Mt est gaussien centré

et de variance

tZ
0

f 2(s)ds:

b Le processus

0@Mt
2 �

tZ
0

f 2(s)ds; t � 0

1A est une martingale.

c Soit f; g 2 L2loc, on a E

0@ tZ
0

f(u)dBu

sZ
0

g(u)dBu

1A =

t^sZ
0

f(u)g(u)du:

Théorème 1.3.2 (Intégration par parties) Soit f 2 C1, alors

tZ
0

f(s)dBs = f(t)Bt �
tZ
0

f 0(s)Bsds:

1.3.2 Processus d�Itô

Dé�nition 1.3.4 Un processus X est un processus d�Itô s�écrit comme

Xt = X0 +

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdBs;

13



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

où b est un processus adapté, tel que

tZ
0

jbsj ds < +1 p:s: pour tout t � 0, et � un

processus c�agl�ad et adapté, tel que

tZ
0

�2sds < +1 p:s: pour tout t � 0: On utilise

la notation sous la forme d�EDS

8><>: dXt = btdt+ �tdBt;

X0 = x;

avec le coe¢ cient bt s�appelle la dérive du processus X (drift), et �t s�appelle le

coe¢ cient de di¤usion du processus X (volatilité).

1.3.3 Formule d�Itô

Soit X est un processus d�Itô

dXt = btdt+ �tdBt:

Théorème 1.3.3 (1�ere formule d�Itô) Soit f une fonction de classe C2, alors

f(Xt) = f(x) +

tZ
0

f 0(Xs)dXs +
1

2

tZ
0

f 00(Xs)�s
2ds:

Cette formule s�écrit comme

df(Xt) = f 0(Xt)dXt +
1

2
f 00(Xt)d hXit ;

avec

dt:dt = 0; dt:dBt = 0 et dBt:dBt = dt:

14
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Théorème 1.3.4 (2�eme formule d�Itô) Supposons f une fonction dé�nie sur

R+ � R de classe C1 par rapport à t, de classe C2 par rapport à x: On a

f(t;Xt) = f(0; X0) +

tZ
0

@f

@t
f(s;Xs)ds+

tZ
0

@f

@x
(s;Xs)dXs +

1

2

tZ
0

@2f

@x2
(s;Xs)d hXis :

On peut écrire cette formule sous la forme di¤érentielle

df(t;Xt) =
@f

@t
f(t;Xt)dt+

@f

@x
(t;Xt)dXt +

1

2

@2f

@x2
(t;Xt)d hXit :

Théorème 1.3.5 (3�eme formule d�Itô) Soient X et Y deux processus d�Itô is-

sus de x et y; et f est une fonction de R2 dans R de classe C2 à dérivées bornées.

On a

f(Xt; Yt) = f(x; y) +

tZ
0

@f

@x
(Xs; Ys)dXs +

tZ
0

@f

@y
(Xs; Ys)dYs

+
1

2

tZ
0

@2f

@x2
(Xs; Ys)d hXis +

1

2

tZ
0

@2f

@y2
(Xs; Ys)d hY is

+

tZ
0

@2f

@x@y
(Xs; Ys)d hX; Y is :

1.4 Equations di¤érentielles stochastiques

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité muni d�une �ltration (Ft)t�0:

Dé�nition 1.4.1 Soient b et � deux fonctions mesurables bornées de R+ �Rn à

valeurs réelles données, et B un (F t)�mouvement brownien. Une équation di¤é-

15



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

rentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme

8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt;

X0 = x;
(1.2)

ou sous forme

Xt = X0 +

tZ
0

b(s;Xs)ds+

tZ
0

�(s;Xs)dBs:

Théorème 1.4.1 (Existence et unicité) Soient b et � deux fonctions mesu-

rables de R+ � Rn dans R, satisfont

1. Condition de K�Lipschitz : Il existe une constante K > 0, telle que pour

tout t 2 R+, pour tout x; y 2 Rn

jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � K jx� yj :

2. Condition de croissance : Il existe une constante L > 0 telle que pour tout

t 2 R+, pour tout x 2 Rn

jb(t; x)j+ j�(t; x)j � L(1 + jxj):

Alors l�EDS (1:2) admet pour toute condition initiale X0 de carré intégrable,

une solution forte Xt, presque sûrement continue. Cette solution est unique

dans le sens que si Xt et Yt sont deux solutions presque sûrement continues,

alors pour tout t � 0

Pfsup jXt � Ytj > 0g = 0:

16
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Exemple 1.4.1 (Processus d�Ornstien-Uhlenbeck) Soit l�EDS

dVt = �aVtdt+ �dBt; V0 donné: (1.3)

Pour trouvé l�unique solution explicite de (1:3), d�où il existe deux constantes

positives K et L, tels que pour tout t 2 R+, pour tout x; y 2 Rn

jax� ayj+ j� � �j � jaj jx� yj ;

avec K = jaj ; et jaxj + j�j � jaj jxj + j�j � sup(jaj ; j�j)(1 + jxj); avec L =

sup(jaj ; j�j):

Pour cela, on pose que Xt = f(t; Vt) = Vte
at, pour tout t � 0; avec

@f

@t
(t; Vt) = aeatVt;

@f

@Vt
(t; Vt) = eat;

@2f

@V 2
t

(t; Vt) = 0:

D�après la formule d�Itô, on trouve

dXt = df(t; Vt) = aVte
atdt+ eatdVt

= aVte
atdt+ eat(�aVtdt+ �dBt) = �eatdBt:

En intégrant de 0 à t

Xt = f(0; V0) +

tZ
0

�easdBs = V0 +

tZ
0

�easdBs:

D�autre part Xt = Vte
at: Alors la solution explicite de (1:3) est

Vt = V0e
�at +

tZ
0

�e�a(t�s)dBs:

17



Chapitre 2

Processus de Poisson

Dans ce chapitre, on va dé�nir le processus de Poisson voir [6] et [11] et [16],

et pour la formule d�Itô-Lévy voir [15].

2.1 Processus de Poisson

Dé�nition 2.1.1 (Loi de Poisson) On dit que la variable aléatoire N suit la

loi de Poisson de paramètre � > 0, et on note N � P(�), si

P(N = k) = e��
�k

k!
; pour tout k 2 N:

Proposition 2.1.1 Si N � P(�), alors E(N) = V ar(N) = �:

Dé�nition 2.1.2 Soit (Xn)n2N� une suite de variables aléatoires positives indé-

pendantes, posons

8><>: Sn = X1 +X2 + :::+Xn; pour tout n 2 N;

S0 = 0:

18



Chapitre 2. Processus de Poisson

La suite aléatoire (Sn)n2N est appelée processus de renouvellement, et les temps

aléatoires (Xn)n2N� sont appelés temps de renouvellement. On dé�ni le processus

de comptage N = (Nt)t�0 par

Nt =
X
n�1
1[0;t](Sn) =

X
n�1
1fSn�tg:

Dé�nition 2.1.3 Si pour tout n � 1, Xn suit la loi exponentielle de paramètre

�, le processus de comptage N = (Nt)t2R+ est appelé processus de Poisson de

paramètre � > 0. Les variables aléatoires Sn sont appelées les instants de saut de

processus N:

Remarque 2.1.1 Pour tout n � 1; on a fNt = ng = fSn�1 � t � Sng : De plus

fNt � ng = fSn � tg :

Proposition 2.1.2 Si N = (Nt)t2R+ est un processus de Poisson de paramètre

� > 0, alors Nt � P(�t):

Dé�nition 2.1.4 (Processus de Poisson) Un processus de comptage N = (Nt)t2R+

est appelle un processus de Poisson de paramètre � > 0, si

1. N0 = 0:

2. N est à accroissements indépendantes : pour tout 0 < t0 < t1 < ::: < tn <

+1; alors les variables aléatoires Nt1 � Nt0 ; Nt2 � Nt1 ; Nt3 � Nt2 ; :::; Ntn �

Ntn�1 sont indépendantes.

3. N est à accroissements stationnaires : pour tout s; t � 0; Nt+s �Nt
L
= Ns:

2.2 Processus de Lévy

Dé�nition 2.2.1 On dit que X est un processus de Lévy, si

19



Chapitre 2. Processus de Poisson

1. X0 = 0 p:s:

2. X est à accroissements indépendantes et stationnaires.

3. X est stochastiquement continu

Pour tout " > 0; pour tout t � 0, on a lim
h�!0

[P( jXt+h �Xtj > ")] = 0:

Dé�nition 2.2.2 Si X un processus de Lévy, le processus de sauts associe 4X =

(4Xt; t � 0), avec 4Xt = Xt �Xt� :

Dé�nition 2.2.3 Soit A 2 B(Rd= f0g); et pour tout t � 0: On dé�nit la quantité

aléatoire

N(t; A) =
X
0�s�t

1A(4Xs):

Pour tout ! 2 
; la fonction A 7�! N(t; A)(!) est une mesure de comptage sur

B(Rd= f0g). Ainsi A 7�! E [N(t; A)] est une mesure borélienne sur B(Rd= f0g), et

on notera �(A) = E [N(1; A)] appelé mesure d�intensité du processus X, avec A

est borné inférieurement.

Remarque 2.2.1 Si A est borné inférieurement, et � est une mesure de Lévy

alors 0 =2 A et donc �(A) < +1:

Lemme 2.2.1 Si A est borné inférieurement et borélien, alors N(t; A) <1 p:s.

Théorème 2.2.1 Soit A est borné inférieurement, alors le processus (N(t; A); t �

0) est un processus de Poisson d�intensité �(A).

Dé�nition 2.2.4 (Mesures aléatoires de Poisson) Soit (S;A) est un espace

mesurable, et � une mesure ���nie sur (S;A), une mesure aléatoire de Poisson

N sur l�espace (S;A) est une collection des variables aléatoires, telle que
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1. Pour tout A 2 A tel que �(A) < +1; N(A) suit la loi de Poisson de

paramètre �(A):

2. Soit A1; A2; :::; An sont des ensembles disjoints de A, les variables aléatoires

N(A1); N(A2); :::; N(An) sont indépendantes.

3. Pour tout ! 2 
; l�application A 7�! N(A; !) est une mesure de comptage

sur (S;A):

Dé�nition 2.2.5 SiX est un processus de Lévy, alors N ([0; t] ; A) =
X
0�s�t

1A(4Xs)

est une mesure de Poisson sur R+ � Rd= f0g d�intensité dt
 d�, avec

�(A) = E [N([0; 1] ; A)] :

On dé�nit la mesure de Poisson compensée eN par pour tout t � 0, et A est borné

inférieurement eN(t; A) = N(t; A)� t�(A):

Notation 2.2.1 N(t; A) = N([0; t]; A):

2.3 Intégration de Poisson

Dé�nition 2.3.1 Soit N une mesure aléatoire de Poisson d�intensité dt
 � sur

R+ � Rd= f0g : Si A 2 B(Rd= f0g) véri�e �(A) < +1, et si f est une fonction

Borel-mesurable de Rd dans Rn: On dé�nit l�intégrale de Poisson de f par

Pour tout t � 0;
Z
A

f(z)N(t; dz) =
X
z2A

f(z)N (t; fzg) :
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Si N est associée à un processus de Lévy, alors

Z
A

f(z)N(t; dz) =
X
0�s�t

f(4Xs)1A(4Xs):

Car N(t; fzg) = f0 � s � t; 4Xs = fzgg : De plus, le processus t 7�!
Z
A

f(z)N(t; dz)

est un processus adapté et c�adl�ag:

Proposition 2.3.1 Si f 2 L2(A; �) et g 2 L2(B; �), et A, B sont bornés infé-

rieurement. On a

*Z
A

f(z) eN(t; dz);Z
B

g(z) eN(t; dz)+ = t

Z
A\B

f(z)g(z)�(dz):

Théorème 2.3.1 Soit A un ensemble borélien borné inférieurement, alors

1. Si f 2 L1(A; �); on a

E

24Z
A

f(z)N(t; dz)

35 = t

Z
A

f(z)�(dz);

et

E

24Z
A

f(z) eN(t; dz)
35 = 0:

2. Si f 2 L2(A; �); on a

E

24������
Z
A

f(z)N(t; dz)

������
235 = t

Z
A

jf(z)j2 �(dz):

De plus

E

24������
Z
A

f(z) eN(t; dz)
������
235 = t

Z
A

jf(z)j2 �(dz):
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Preuve. Soit f une fonction étagée de la forme
nX
i=1

ai1Ai, pour tout ai 2 R et Ai

boréliens deux à deux disjoints

1. On a

E [N(t; A)] = E

"X
0�s�t

1A(4Xs)

#
=
X
0�s�t

E [1A(4Xs)] =
X
0�s�t

�(A)

= �(A)
X
0�s�t

1 = �(A)

tZ
0

1ds = t�(A):

Alors

E

24Z
A

f(z)N(t; dz)

35 = E" nX
i=1

aiN(t; Ai)

#

=
nX
i=1

aiE [N(t; Ai)] =
nX
i=1

ait�(Ai)

= t
nX
i=1

ai�(Ai) = t

Z
A

f(z)�(dz):

D�autre part, on a eN(t; dz) = N(t; dz)� t�(dz), donc

E

24Z
A

f(z) eN(t; dz)
35 = E

24Z
A

f(z)(N(t; dz)� t�(dz))

35
= E

24Z
A

f(z)N(t; dz)

35� E
24tZ

A

f(z)�(dz)

35
= t

Z
A

f(z)�(dz)� t

Z
A

f(z)�(dz) = 0:
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2. Pour tout i < j, on a

E
�
(N(t; Ai))

2
�
= E

24 X
0�s�t

1Ai(4Xs)

!235
= E

"X
0�s�t

(1Ai(4Xs))
2 + 2

nX
i;j=1

X
0�s�t

(1Ai(4Xs))(1Aj(4Xs))

#

= E

"X
0�s�t

(1Ai(4Xs))
2

#
+ 2

nX
i;j=1

X
0�s�t

E
�
1Ai(4Xs)1Aj(4Xs)

�
= E

"X
0�s�t

1Ai(4Xs)

#
=
X
0�s�t

E [1Ai(4Xs)]

=
X
0�s�t

�(Ai) = t�(Ai):

Alors

E

24������
Z
A

f(z)N(t; dz)

������
235=E

240@Z
A

f(z)N(t; dz)

1A235 = E
24 nX

i=1

aiN(t; Ai)

!235

= E

2664 nX
i=1

(aiN(t; Ai))
2 + 2

nX
i;j=1
i6=j

aiajN(t; Ai)N(t; Aj)

3775
=

nX
i=1

a2iE
�
(N(t; Ai))

2
�
+ 2

nX
i;j=1
i6=j

aiajE [N(t; Ai)N(t; Aj)]

=

nX
i=1

a2i t�(Ai) = t
nX
i=1

a2i�(Ai)

= t

Z
A

(f(z))2�(dz) = t

Z
A

jf(z)j2 �(dz):
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De plus, d�après proposition (2:3:1), si f = g et A = B

E

24������
Z
A

f(z) eN(t; dz)
������
235 = E

240@Z
A

f(z) eN(t; dz)
1A235

= E

24tZ
A

(f(z))2�(dz)

35
= t

Z
A

(f(z))2 �(dz) = t

Z
A

jf(z)j2 �(dz);

d�où le processus t 7�!
Z
A

f(z) eN(t; dz) est une martingale c�adl�ag:

Proposition 2.3.2 Soit f un processus simple de la forme
mX
j=1

nX
i=1

fi(tj)1[tj ;tj+1]1Ai :

On dé�nit

IT (f) =

TZ
0

Z
Rd=f0g

f(s; z)d eN(ds; dz) = mX
j=1

nX
i=1

fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai):
De plus, pour tout T > 0

E

264 TZ
0

Z
Rd=f0g

f(s; z)d eN(ds; dz)
375 = 0;

et

E

264
0B@ TZ
0

Z
Rd=f0g

f(s; z)d eN(ds; dz)
1CA
2375 = TZ

0

Z
Rd=f0g

E
�
jf(t; z)j2

�
�(dz)dt:

Preuve. Soit f un processus simple de la forme
mX
j=1

nX
i=1

fi(tj)1[tj ;tj+1]1Ai, et comme

fi(tj) est Ftj�mesurable, et que t 7�! eN(t; Ai) est une Ft�martingale centrée.
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On a

E

264 TZ
0

Z
Rd=f0g

f(s; z)d eN(ds; dz)
375 = E" mX

j=1

nX
i=1

fi(tj) eN ([tj; tj+1]; Ai)#

=

mX
j=1

nX
i=1

E
h
fi(tj) eN ([tj; tj+1]; Ai)i

=
mX
j=1

nX
i=1

E
h
E
�
fi(tj) eN ([tj; tj+1]; Ai) j Ftj�i

=

mX
j=1

nX
i=1

E
h
fi(tj)E

� eN([tj; tj+1]; Ai) j Ftj�i

=
mX
j=1

nX
i=1

E

264fi(tj)E� eN([tj; tj+1]; Ai)�| {z }
=0

375 = 0:
De même, on a pour j < j0, et pour tout 1 � i; i0 � n

E
h
fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai)fi0(tj0) eN ([tj0 ; tj0+1]; Ai0)i

= E
h
E
�
fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai)fi0(tj0) eN ([tj0 ; tj0+1]; Ai0) j Ftj�i

= E
h
fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai)fi0(tj0)E� eN ([tj0 ; tj0+1]; Ai0) j Ftj�i

= E

264fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai)fi0(tj0)E� eN ([tj0 ; tj0+1]; Ai0)�| {z }
=0

375 = 0:
De plus, pour j = j0

E
h
fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai)fi0(tj) eN([tj; tj+1]; Ai0)i

= E
h
E
�
fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai)fi0(tj) eN([tj; tj+1]; Ai0) j Ftj�i

= E
h
fi(tj)fi0(tj)E

� eN([tj; tj+1]; Ai) eN([tj; tj+1]; Ai0) j Ftj�i
= E

h
fi(tj)fi0(tj)E

� eN([tj; tj+1]; Ai) eN([tj; tj+1]; Ai0)�i ;
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pour i = i0

E
�
(fi(tj))

2 E
�� eN ([tj; tj+1]; Ai)�2�� = (tj+1 � tj)�(Ai)E

�
(fi(tj))

2� :
Alors pour tout i; i0 et j; j0

E

264
0B@ TZ
0

Z
Rd=f0g

f(s; z)d eN(ds; dz)
1CA
2375

=
mX

j;j0=1

nX
i;i0=1

E
h
fi(tj) eN([tj; tj+1]; Ai)fi0(tj0) eN([tj0 ; tj0+1]; Ai0)i

=
mX
j=1

nX
i=1

E
�
(fi(tj))

2
� eN([tj; tj+1]; Ai)�2�

=
mX
j=1

nX
i=1

(tj+1 � tj)�(Ai)E
�
(fi(tj))

2�
=

TZ
0

Z
Rd=f0g

E
�
jf(t; z)j2

�
�(dz)dt:

D�où la réponse.

2.3.1 Décomposition d�Itô-Lévy

Théorème 2.3.2 Soit Xt un processus de Lévy, alors Xt a une décomposition

Xt = bt+ �Bt +

Z
z<R

z eN(t; dz) + Z
z�R

zN(t; dz);

ou de forme d�EDS

dXt = bdt+ �dBt +

Z
R

z eN(dt; dz):
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Pour b et � sont des réelles, et R 2 [0;+1], avec

eN(dt; dz) = N(dt; dz)� �(dz)dt;

est une mesure aléatoire de Poisson compensée, et Bt est un mouvement brownien.

On a pour tout A 2 B(Rd= f0g), le processus Mt = eN(t; A) est une martingale.
2.3.2 Formule d�Itô-Lévy

Théorème 2.3.3 Un processus X est un processus d�Itô-Lévy, s�écrit comme

Xt = X0 +

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdBs +

tZ
0

Z
R

(s; z) eN(ds; dz);
ou sous forme d�EDS

8>><>>:
dXt = btdt+ �tdBt +

Z
R

(t; z) eN(dt; dz);
X0 = x 2 R:

Pour f 2 C1;2(R2), et on de�nit Yt = f(t;Xt): On a

Yt = f(t;Xt) = f(0; X0) +

tZ
0

@f

@x
(s;Xs�) [bsds+ �sdBs] +

1

2

tZ
0

�2s
@2f

@x2
(s;Xs�)ds

+

tZ
0

Z
jzj<R

�
f(s;Xs� + (s; z))� f(s;Xs�)� (s; z)

@f

@x
(s;Xs�)

�
�(dz)ds

+

tZ
0

Z
R

�
f(s;Xs� + (s; z)

@f

@x
(s;Xs�)

� eN(ds; dz);
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avec

dYt =
@f

@t
(t;Xt)dt+

@f

@x
(t;Xt)[btdt+ �tdBt] +

1

2
�2t
@2f

@x2
(t;Xt)dt

+

Z
jzj<R

�
f(t;Xt� + (t; z))� f(t;Xt�)�

@f

@x
(t;Xt�)(t; z)

�
�(dz)dt

+

Z
R

ff(t;Xt� + (t; z))� f(t;Xt�)g eN(dt; dz): (2.1)

Exemple 2.3.1 (Processus géométrique de Lévy) On considère l�EDS

dXt = bXt�dt+ �Xt�dBt +

Z
R

(t; z)Xt�
eN(dt; dz); (2.2)

avec b; � deux constantes et (t; z) � �1: Pour trouver la solution explicite Xt,

on écrire (2:2) sous la forme

dXt

Xt�
= bdt+ �dBt +

Z
R

(t; z) eN(dt; dz):
On choisit Yt = ln(Xt); et on utilise la formule d�Itô-Lévy

dYt =
Xt

Xt�
[bdt+ �dBt] +

1

2

�
� 1

X2
t�

�
�2X2

t dt

+

Z
jzj<R

�
ln(Xt� + (t; z)Xt�)� ln(Xt�)� (t; z)

1

Xt�
Xt�

�
�(dz)dt

+

Z
R

fln(Xt� + (t; z)Xt�)� ln(Xt�)g eN(dt; dz)
=

�
b� 1

2
�2
�
dt+ �dBt +

Z
jzj<R

fln(1 + (t; z))� (t; z)g�(dz)dt

+

Z
R

ln(1 + (t; z)) eN(dt; dz):
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En intégrant

Yt = Y0 +

�
b� 1

2
�2
�
t+ �Bt +

tZ
0

Z
jzj<R

fln(1 + (s; z))� (s; z)g�(dz)ds

+

tZ
0

Z
R

ln(1 + (s; z)) eN(ds; dz):
Alors

Xt = X0 exp

8><>:
�
b� 1

2
�2
�
t+ �Bt +

tZ
0

Z
jzj<R

(ln(1 + (s; z))� (s; z))�(dz)ds

+

tZ
0

Z
R

ln(1 + (s; z)) eN(ds; dz)
9=; :

On appelé Xt processus géométrique de Lévy.
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Chapitre 3

Théorèmes de Girsanov

Dans ce dernier chapitre, nous parlons de changement de probabilité [1] et [9],

de théorèmes de Girsanov voir [14]. Ensuite, nous appliquons les théorèmes de Gir-

sanov dans processus d�Itô-Lévy [15]. Nous donnons un exemple de l�application

de transformation de Girsanov dans le marché �nancier [5].

3.1 Changement de Probabilité

Dé�nition 3.1.1 (Continuité absolument) Soit (
;F) un espace mesurable

muni de deux mesures Pet Q: On dit que P est absolument continue par rapport

à Q, et notons P� Q, si

Pour tout A 2 F , si Q(A) = 0 alors P(A) = 0:

Théorème 3.1.1 (Théorème de Radon Nikodym) Si P� Q, alors il existe

une application mesurable f de (
;F) dans R, telle que pour tout A 2 F ; P(A) =Z
A

fdQ: La fonction f s�appelle la densité de P par rapport à Q:
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Proposition 3.1.1 Soient P et Q deux probabilités équivalents sur l�espace (
;FT ),

alors il existe une P�(Ft)�martingale strictement positive (Zt)t�T , telle que pour

tout t � T

Q=ZTP sur FT ; et Q jFt =ZtP jFt : De plus Z0 = 1 et EP(Zt) = 1:

Preuve. On va montrer l�existence de la martingale (Zt)t�T : On a d�après théo-

rème 3.1.1, on dit que ZT est la densité de Q par rapport à P sur Ft, telle que

Q =ZTP: Pour tout X variable aléatoire FT�mesurable et Q�intégrable

EQ(X) =
Z
XdQ =

Z
XZTdP = EP(XZT ):

En particulier, ZT est strictement positive et EP(ZT ) = EP(Z0) = 1: Soit Zt =

EP(ZT j Ft): Par construction (Zt)t�T est une P� (Ft)�martingale et est la den-

sité de Q par rapport à P:

3.2 Théorèmes de Girsanov

Soit (
;F) un espace mesurable muni de deux mesures de probabilités P et Q,

avec P et Q sont équivalentes.

Théorème 3.2.1 (Théorème I de Girsanov [14]) Soit Xt 2 Rn est un pro-

cessus d�Itô sous la forme

8><>: dXt = atdt+ dBt; pour tout t � T;

X0 = 0;

où T constante donné, et Bt est un mouvement brownien n-dimensionnelle. On
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pose

Zt = exp

0@� tZ
0

asdBs �
1

2

tZ
0

a2sds

1A ; pour tout t � T:

On suppose que a est un processus (Ft)�adapté satisfait la condition de Novikov

EP

24exp
0@1
2

TZ
0

a2sds

1A35 < +1:

On dé�nie les deux mesures de probabilités P et Q sur (
;F (n)
T ) par

dQ =ZTdP;

où pour tout t � T; Xt est un Q�mouvement brownien n-dimensionnelle.

Théorème 3.2.2 (Théorème II de Girsanov [14]) Soit Xt 2 Rn est un pro-

cessus d�Itô sous la forme

dXt = �tdt+ �tdBt; pour tout t � T: (3.1)

où Bt 2 Rm, �(t; !) 2 Rn et �(t; !) 2 Rn�m, on suppose qu�il existe des processus

ut, et �t tel que

�tut = �t � �t: (3.2)

Supposons que ut satisfait la condition de Novikov

EP

24exp
0@1
2

TZ
0

u2sds

1A35 < +1:
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Posons

Zt = exp

0@� tZ
0

usdBs �
1

2

tZ
0

u2sds

1A ; pour tout t � T; (3.3)

et

dQ = ZTdP; sur F (m)
T : (3.4)

Alors

eBt = Bt +

tZ
0

usds; pour tout t � T; (3.5)

où eBt est un Q�mouvement brownien, et
dXt = �tdt+ �td eBt:

Preuve. D�après théorème I de Girsanov 3.2.1 et (3:1), (3:2) et (3:5), on trouve

dXt = �tdt+ �tdBt

= �tdt+ �td

0@eBt � tZ
0

usds

1A
= �tdt+ �t

�
d eBt � utdt

�
= (�t � ut�t) dt+ �td eBt
= �tdt+ �td eBt:

Si n = m et � 2 Rn�n est inversible (i:e: il existe ��1); puis ut satisfaisant (3:2)

par ut = ��1t (�t � �t):

Théorème 3.2.3 (Théorème III de Girsanov [14]) Soient Xt et Yt 2 Rn
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deux processus d�Itô sous les formes suivantes

8><>: dXt = b(Xt)dt+ �(Xt)dBt;

X0 = x;

et 8><>: dYt = (t + b(Yt))dt+ �(Yt)dBt;

Y0 = y;

où les fonctions b : Rn �! Rn; et � : Rn �! Rn�m satisfait les conditions de

l�existence et l�unicité de l�EDS, et x 2 Rn:

Supposons qu�il existe un processus ut tel que �(Yt)ut = t, avec ut satisfait la

condition de Novikov

EP

24exp
0@1
2

TZ
0

u2sds

1A35 < +1:

D�après (3:5), (3:3) et (3:4), alors

dYt = b(Yt)dt+ �(Yt)d eBt: (3.6)

Par conséquent la Q�loi de Yt est la même que la P�loi de Xt, pour tout t � T:

Preuve. D�après théorème II de Girsanov 3.2.2 et (3:6), dans le cas de �t = �(Yt),

�t = t + b(Yt), et �t = b(Yt): On conclure que la Q�loi de Yt est la même que la

P�loi de Xt, pour tout t � T:

Théorème III de Girsanov peut être utilise pour produire une solution faible de

l�EDS: Supposons que Yt est la solution connue (faible ou fort) de l�équation

dYt = b(Yt)dt+ �(Yt)dBt;
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où b : Rn �! Rn, � : Rn �! Rn�m, et Bt 2 Rm: On va trouver une solution faible

Xt de l�EDS suivante

dXt = a(Xt)dt+ �(Xt)dBt; (3.7)

où a : Rn �! Rn; suppose que on peut trouvé une fonction u0 : Rn �! Rm; tel

que

�(y)u0(y) = b(y)� a(y); y 2 Rn:

Si n = m; et � est inversible, on choisi u0 = ��1(b � a): Alors si ut = u0(Yt)

satisfait la condition de Novikov, et d�après (3:5) et (3:4), on a

dYt = a(Yt)dt+ �(Yt)d eBt: (3.8)

Ainsi on trouve un Q�mouvement brownien eBt, tel que Yt satisfait (3:8) par
conséquent le couple (Yt; eBt) est la solution faible de (3:7) :

3.3 Application du théorème de Girsanov dans

processus de Lévy

Théorème 3.3.1 (Théorème de Girsanov I pour processus d�Itô-Lévy [5])

Soit Xt est un processus d�Itô-Lévy de la forme

8>><>>:
dXt = b(t;Xt�)dt+ �(t;Xt�)dBt +

Z
R

(t;Xt� ; z) eN(dt; dz);
X0 = x:

(3.9)
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Supposons qu�il existe des processus prévisibles ut = u(t; !) et �(t; z) = �(t; z; !);

tels que

�tut +

Z
R

(t; z)�(t; z)�(dz) = �t; pour tout (t; !) 2 [0; T ]� 
; (3.10)

et tel que

Zt = exp

8<:�
tZ
0

usdBs �
1

2

tZ
0

u2sds+

tZ
0

Z
R

ln(1� �(s; z)) eN(ds; dz) (3.11)

+

tZ
0

Z
R

[ln(1� �(s; z)) + �(s; z)]�(dz)ds

9=; ;

est bien dé�ni, et satisfait E(ZT ) = 1: On dé�nit deux mesures de probabilités

équivalents P et Q sur FT , par dQ = ZTdP; puis Xt est une Q�martingale locale.

Preuve. Voir [15] théorème 1.31 page(15).

Théorème 3.3.2 (Théorème de Girsanov II pour processus d�Itô-Lévy [5])

Soit Xt un processus d�Itô-Lévy de la forme (3:9) : Supposons qu�il existe des

Ft�processus prévisibles ut et �(t; z) � 1, tels que le processus Zt (3:11) existe

pour tout t � T; et satisfait E(ZT ) = 1: On dé�nit BQ; eNQ par

dBQ
t = dBt + utdt; (3.12)

et eNQ(dt; dz) = �(t; z)�(dz)dt+ eN(dt; dz); (3.13)

avec BQ
t est un Q�mouvement brownien sur Ft, et eNQ est une (Ft;Q)�mesure

37



Chapitre 3. Théorèmes de Girsanov

aléatoire de Poisson compensée de N , dans le sens où

Mt =

tZ
0

Z
R

(s; z) eNQ(ds; dz); pour tout 0 � t � T;

est une (Ft;Q)�martingale locale, pour touts les processus prévisibles (s; z), tels

que
TZ
0

Z
R

((s; z))2 (1� �(s; z))�(dz)ds <1 p:s:

Preuve. Voir [15] théorème 1.33 pages (17, 18, 19).

Théorème 3.3.3 (Théorème de Girsanov III pour processus d�Itô-Lévy [5])

Soit Xt est un processus de la forme (3:9) dans théorème I 3.3.1. Supposons qu�il

existe ut et �(t; z) � 1 sont Ft�processus prévisibles satisfaites (3:10) : Soient BQ

et eNQ sont dé�nies dans théorème II 3.3.2, donc en termes BQ (3:12) et eNQ

(3:13) le processus Xt peut être représente par

dXt = atdt+ dBQ
t +

Z
R

(t; z) eNQ(dt; dz);

où at = bt � �tut +

Z
R

(t; z)�(t; z)�(dz):

Preuve. Voir [15] théorème 1.35 page (20).

Théorème 3.3.4 Soit Zt est un processus de la forme (3:11) véri�é E(ZT ) = 1,

alors ZT est une Q�martingale, dé�ni par
dQ
dP

= ZT sur Ft: On a la condition de

Novikov pour les processus d�Itô-Lévy

EP

24exp
0@1
2

TZ
0

u2tdt+

TZ
0

Z
R

�2(t; z) eN(dt; dz)
1A35 <1:
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3.3.1 Exemple : Marché �nancier de la sensibilité au risque

Dé�nition 3.3.1 (Auto-�nancier) La marché s�appelle auto-�nancier en fonc-

tion de la perfusion ni du retrait des fonds sur le période [0; T ] : Nous supposons

aussi que notre marché doit être auto-�nancier.

L�application de la transformation de Girsanov, peut être trouvée dans l�économie,

en fait de la dynamique de la valeur de la richesse, pour cette �n nous étudierons

certaine application.

La dynamique de l�investisseur avec un processus de di¤usion de saut peut être

décrite comme une EDS avec di¤usion des sauts suivante8>><>>:
dXt = �(t;Xt�) + �(t;Xt�)dBt +

Z
R

(t; z) eN(dt; dz);
X0 = x;

(3.14)

Nous considérons une marché �nancier dans lequel deux actifs peuvent être des

choix d�investissement, le premier est appelé un actif sans risque, et appelé aussi

bond (dépôt de devises étrangères par exemple) dont le prix St au temps t donné

par 8><>:
dSt
St

= r(t;Xt)dt;

S0 = s;

le deuxième actif risqué est appelé stock, dont le prix S 0t au temps t est donné par8>><>>:
dS 0t
S 0t

= a(t;Xt)dt+ b(t;Xt)dBt +

Z
R

�(t; z) eN(dt; dz);
S 00 = s0;

où r(t;Xt) est le taux d�intérêt de la fonction d�obligation, et a(t;Xt) est appelé le

taux de rendement attendu, et b(t;Xt) est le taux de volatilité du cours d�action,
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et �(:; z) est une fonction réelle satisfait �1 � �t�(:; z) � +1, en plus la fonction

�(:; z) satisfait
Z
�

j�(:; z)j2 �(dz) < +1, avec � � R= f0g :

Considérons maintenant un investisseur qui veut investir dans le dépôt sans risque

(dépôt de devises étrangères par exemple), et le stock, et dont les décisions ne

peuvent pas e¤ectuer les prix dans le marché �nancier.

Nous supposons aussi que notre marché doit être auto-�nancier. Nous notons par

Vt le montant de la richesse de l�investisseur, et ut est la proportion de la richesse

investie dans le stock au temps t, puis �t est le montant du stock avec �t = utVt,

et (1� ut)Vt est le montant d�obligation, ce qui signi�e que l�investisseur possède

Vt � utVt = Vt � �t épargnes dans banque. Alors la dynamique de la richesse de

l�investisseur qui veut des investis sur le marché �nancier a la forme suivante

dVt
Vt�

= (Vt � �t)
dSt
St
+ �t

dS 0t
S 0t
: (3.15)

En fait, la richesse de l�investisseur est décrite par

dVt
Vt�

= (Vt � �t)
dSt
St
+ �t

dS 0t
S 0t

= (Vt � �t)r(t;Xt)dt+ �t

24a(t;Xt)dt+ b(t;Xt)dBt +

Z
R

�(t; z) eN(dt; dz)
35

= Vtr(t;Xt)dt� �tr(t;Xt)dt+ �ta(t;Xt)dt+ �tb(t;Xt)dBt +

Z
R

�t�(t; z) eN(dt; dz)
= [Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]dt+ �tb(t;Xt)dBt +

Z
R

�t�(t; z) eN(dt; dz);
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donc

dVt = [Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]Vt�dt

+ �tb(t;Xt)Vt�dBt +

Z
R

�t�(t; z)Vt� eN(dt; dz):
Dé�nition 3.3.2 Une stratégie admissible est de carré intégrable (Ft)t�0�adapté

avec valeurs dans R, le processus � tel que (3:15) admet une solution fort (Vt)t2[0;T ],

qui satisfait E

0@ TZ
0

jVtj dt

1A < +1:

Ensuite, l�ensemble de toutes les stratégies admissibles est noté par Uad. L�inves-

tisseur veut minimiser son utilité attendue sur l�ensemble Uad, dans un certain

temps terminal T > 0

J�(�(:)) =
1

�
E(V �

T ): (3.16)

En choisissant une stratégie de choix de portefeuille appropriée �(:), où l�exposant

� > 0 est appelé paramètre risque sensible.

Si on mettre � = 1 l�utilité (3:16) réduit au cas de risque-neutre habituel, l�espé-

rance sous la mesure de probabilité P est notée par E:

Lemme 3.3.1 Nous pouvons réécrire l�espérance E(V �
T ) décrite dans l�équation

(3:16), en terme de l�exponentielle attendue du critère intégrale comme

J�(�(:)) =
1

�
V �
0 EQ

24exp
0@� TZ

0

h(t;Xt; �t; z)dt

1A35 ;
où EQ est la nouvelle espérance par rapport à la mesure de probabilité Q, et la
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fonction h est donnée par

h(t;Xt; �t; z) = �
1

2
(� � 1)�2t b2t (t;Xt) + Vtr(t;Xt) + �t [a(t;Xt)� r(t;Xt)]

+

Z
jzj<R

�
1

�

�
(1 + �t�(t; z))

� � 1
�
� �t�(t; z)

�
�(dz):

Preuve. On a V �
T = exp

�
ln(V �

T )
	
= exp f� ln(VT )g : On applique la formule d�Itô-

Lévy (2:1) à la valeur logarithmique de richesse ln(V �
t ) = � ln(Vt) = �f(t; Vt): On

trouve

�df(t; Vt) = �d (ln(Vt))

= �

�
@f

@t
(t; Vt)dt+

@f

@x
(t; Vt)dVt +

1

2

@2f

@x2
(t; Vt) hdVt; dVti

+

Z
jzj<R

[f(t; Vt� + Vt��t�(t; z))� f(t; Vt�)

�@f
@x
(t; Vt�)Vt��t�(t; z)

�
�(dz)dt

+

Z
R

[f(t; Vt� + Vt��t�(t; z))� f(t; Vt�)] eN(dt; dz)
9=;

= �

�
1

Vt�
dVt +

1

2

�
� 1

V 2
t

�
�2t b

2(t;Xt)V
2
t�dt

+

Z
jzj<R

[ln(Vt� + Vt��t�(t; z))� ln(Vt�)� �t�(t; z)]�(dz)dt

+

Z
R

[ln(Vt� + Vt��t�(t; z))� ln(Vt�)] eN(dt; dz)
9=; :
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Alors

�df(t; Vt) = � f[Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]dt

+�tb(t;Xt)dBt �
1

2
�2t b

2(t;Xt)dt

+

Z
jzj<R

[ln(Vt� + Vt��t�(t; z))� ln(Vt�)� �t�(t; z)]�(dz)dt

+

Z
R

[ln(Vt� + Vt��t�(t; z))� ln(Vt�)] eN(dt; dz)
9=; ; (3.17)

d�où

�

Z
jzj<R

[ln(Vt� + Vt��t�(t; z))� ln(Vt�)� �t�(t; z)]�(dz)dt

= �

Z
jzj<R

[ln(Vt�(1 + �t�(t; z)))� ln(Vt�)� �t�(t; z)]�(dz)dt

= �

Z
jzj<R

[ln(1 + �t�(t; z))� �t�(t; z)]�(dz)dt

=

Z
jzj<R

[� ln(1 + �t�(t; z))� ��t�(t; z)]�(dz)dt

=

Z
jzj<R

�
� ln(1 + �t�(t; z)) + 1� 1� (1 + �t�(t; z))�

+(1 + �t�(t; z))
� � ��t�(t; z)

�
�(dz)dt:
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Donc

�

Z
jzj<R

[ln(Vt� + Vt��t�(t; z))� ln(Vt�)� �t�(t; z)]�(dz)dt

=

Z
jzj<R

�
ln(1 + �t�(t; z))

� + 1� (1 + �t�(t; z))�
�
�(dz)dt

+ �

Z
jzj<R

�
1

�
[(1 + �t�(t; z))

� � 1]� �t�(t; z)

�
�(dz)dt: (3.18)

En substituant l�équation (3:18) dans (3:17), on trouve

V �
T = exp

�
ln(V �

T )
	

= exp

8<:ln �V �
0

�
+

TZ
0

[Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]dt

+

TZ
0

�tb(t;Xt)dBt �
1

2

TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt

+

TZ
0

Z
jzj<R

�
ln(1 + �t�(t; z))

� + 1� (1 + �t�(t; z))�
�
�(dz)dt

+

TZ
0

Z
jzj<R

�
1

�
[(1 + �t�(t; z))

� � 1]� �t�(t; z)

�
�(dz)dt

+

TZ
0

Z
R

ln(1 + �t�(t; z)) eN(dt; dz)
9=;
9=; :
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Ensuite, nous obtenons après savoir pris l�attente

1

�
E[V �

T ] =
1

�
E [exp(� ln(VT ))]

=
1

�
E

24expfln(V �
0 )g exp

8<:�
TZ
0

[Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]dt

�1
2
�

TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt+ �

TZ
0

�tb(t;Xt)dBt

+

TZ
0

Z
jzj<R

[ln(1 + �t�(t; z))
� + 1� (1 + �t�(t; z))�]�(dz)dt

+�

TZ
0

Z
jzj<R

�
1

�
[(1� �t�(t; z))

� � 1]� �t�(t; z)

�
�(dz)dt

+�

TZ
0

Z
R

[ln(1 + �t�(t; z))] eN(dt; dz)
9=;
35

=
1

�
V �
0 E

24exp
8<:�

TZ
0

f[Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]gdt

�1
2
�

TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt+

1

2
�2

TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt

�1
2
�2

TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt+ �

TZ
0

�tb(t;Xt)dBt

+

TZ
0

Z
jzj<R

fln(1 + �t�(t; z))� + 1� (1 + �t�(t; z))�g�(dz)dt

+�

TZ
0

Z
jzj<R

�
1

�
[(1 + �t�(t; z))

� � 1]� �t�(t; z)

�
�(dz)dt

+�

TZ
0

Z
R

ln(1 + �t�(t; z)) eN(dt; dz)
9=;
35 :
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On a

1

�
E[V �

T ] =
1

�
V �
0 E

24exp
8<:�

TZ
0

f[Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]gdt

+�

TZ
0

Z
jzj<R

�
1

�
[(1 + �t�(t; z))

� � 1]� �t�(t; z)

�
�(dz)dt

�1
2
�

TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt+

1

2
�2

TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt

9=;�
exp

8<:�12�2
TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt+ �

TZ
0

�tb(t;Xt)dBt

+

TZ
0

Z
jzj<R

fln(1 + �t�(t; z))� + 1� (1 + �t�(t; z))�g�(dz)dt

+�

TZ
0

Z
R

ln(1 + �t�(t; z)) eN(dt; dz)
9=;
35

=
1

�
V �
0 E [I � J ] :

Où

I = exp

8<:�
TZ
0

h(t;Xt; �t; z)dt

9=;
= exp

8<:�
TZ
0

[Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))]dt

+�

TZ
0

Z
jzj<R

�
1

�
[(1� �t�(t; z))

� � 1]� �t�(t; z)

�
�(dz)dt

�

TZ
0

� 1
2
(� � 1)�2t b2(t;Xt)dt

9=; ;
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avec

h(t;Xt; �t; z) =

�
�1
2
(� � 1)�2t b2(t;Xt)

�
dt+ [Vtr(t;Xt) + �t(a(t;Xt)� r(t;Xt))] dt

+

Z
jzj<R

�
1

�

�
(1� �t�(t; z))

� � 1
�
� �t�(t; z)

�
�(dz)dt;

et

J = ZT = exp

8<:�12�2
TZ
0

�2t b
2(t;Xt)dt+ �

TZ
0

�tb(t;Xt)dBt

+

TZ
0

Z
jzj<R

�
ln(1 + �t�(t; z))

� + 1� (1 + �t�(t; z))�
�
�(dz)dt

+�

TZ
0

Z
R

ln(1 + �t�(t; z)) eN(dt; dz)
9=; :

On a la condition de Novikov pour le processus d�Itô-Lévy

EP

24exp
0@1
2

TZ
0

�2t dt+

TZ
0

Z
R

�2(t; z) eN(dt; dz)
1A35 <1;

avec �t = ��tb(t;Xt), et �2(t; z) = � ln[(1 + �t�(t; z))]: En appliquant la trans-

formation de Girsanov (3:3:1), le terme intégral stochastique peut être dé�ni, et

selon l�hypothèse de la condition de Novikov, nous obtenons

dQ
dP

= ZT :
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Donc

J�(�(:)) =
1

�
V �
0 EP

�
V �
T

�
=
1

�
V �
0 EP [I � J ]

=
1

�
V �
0 EP

24dQ
dP
exp

8<:�
TZ
0

h(t;Xt; �t; z)dt

9=;
35

=
1

�
V �
0 EP

24ZT exp
8<:�

TZ
0

h(t;Xt; �t; z)dt

9=;
35

=
1

�
V �
0 EQ

24exp
8<:�

TZ
0

h(t;Xt; �t; z)dt

9=;
35 ;

avec EQ est la nouvelle espérance par rapport à la mesure de probabilités Q:

Lemme 3.3.2 Notre dynamique (3:14) satisfait l�EDS avec saut suivant

8>><>>:
dXt = f(t;Xt; �t; z)dt+ �(t;Xt)dB

Q
t +

Z
R

(t; z) eNQ(dt; dz);

X0 = x;

où la fonction f donné par

f(t;Xt; �t; z) = �(t;Xt)� ��t�(t;Xt)b(t;Xt)�
Z

jzj<R

(1 + �t�(t; z))
��(dz):

Preuve. Appliquer la transformation de Girsanov dans le théorème II (3:3:2), on

note par

BQ
t = Bt + �

tZ
0

�sb(s;Xs)ds;
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où BQ est un mouvement brownien standard, sous la mesure de probabilités Q,

et la Q�mesure aléatoire de Poisson compensée est donnée par

tZ
0

Z
R

eNQ(ds; dz) =

tZ
0

Z
R

eN(ds; dz) + tZ
0

Z
jzj<R

(1 + �s�(s; z))
��(dz)ds:

Pour tout 0 � s � t, on a

dXt = �(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt +

Z
R

(t; z) eN(dt; dz)
= �(t;Xt)dt+ �(t;Xt)d

0@BQ
t � �

tZ
0

�sb(s;Xs)ds

1A
+

Z
R

(t; z)

0B@ eNQ(dt; dz)�
Z

jzj<R

(1 + �t�(t; z))
��(dz)dt

1CA :

Alors 8>><>>:
dXt = f(t;Xt; �t; z)dt+ �(t;Xt)dB

Q
t +

Z
R

(t; z) eNQ(dt; dz):

X0 = x;

avec

f(t;Xt; �t; z) = �(t;Xt)� ��t�(t;Xt)b(t;Xt)�
Z

jzj<R

(1 + �t�(t; z))
��(dz):

La preuve est terminée.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons essayé d�appliquer théorème de Girsanov sur

processus d�Itô-Lévy, et pour expliquer l�objectif de ce mémoire, nous avons donné

l�exemple du marché �nancier de la sensibilité au risque, et par l�application de

transformation de Girsanov dans un marché auto-�nancier, en fait de la dyna-

mique de la valeur de richesse avec processus de di¤usion de saut, nous avons

obtenu un nouveau processus stochastique à partir du changement de probabilité.
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 ملخص

ثم  ,حيث افتتحنا بالتذكير بالحساب العشوائي و المعادلات التفاضلية العشوائيةفي هذه الأطروحة قمنا بدراسة مبرهنات جيرسانوف,      

و في الأخير لتوضيح هدفنا من هذه الأطروحة قمنا بتقديم مثال عن تطبيق  و مبرهنات جيرسانوف. تطرقنا للتكلم عن التغيير في الاحتمالات

 مبرهنات جيرسانوف على الأسواق المالية.

 

 

 

 

 

Résumé  

     Dans ce mémoire, Nous avons étudié théorèmes de Girsanov, où nous avons commencé par 

un rappel du calcul stochastique et des équations différentielles stochastiques, puis nous avons 

passé pour parler de changement de probabilité et des théorèmes de Girsanov, à la fin pour 

clarifier notre objectif de ce mémoire, nous avons donné un exemple de l 'application de 

transformation de Girsanov dans les marchés financiers. 

 

 

 

 

 

Abstract  

     In this work, we studied Girsanov’s theorems, where we started with a reminder of stochastic 

calculation and stochastic differential equations, then we passed to talk about changing in 

probability and Girsanov’s theorems, at the end of this work, and to illustrate our goal, we gave an 

example of  the application of Girsanov’s transformation in financial market. 
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