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Introduction

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé)

a connu un grand intéresse & partir des années 1990. Ces équations sont apparues

pour la premiére fois dans un article de Bisumt [9] ou il aintroduit 1’équation ad-
jointe comme une EDSR linéaire lors de 1’étude du principe de maximum d’une
eds...Pardoux et Peng [3] ont étendu les EDSR linéaires au cas général. Aprés
quelque années, cette théorie & tracter un grand nombre de chercheurs dans diffé-
rente domaine d’application finance, controle,edp ,,, voir El Karoui et al.[4] , Ma
et Yong [10], B Oksendal [2].. Comme les EDSR découle de la théorie du controle
stochastique, il est trés naturel d’étudier le probléme de contréle optimal dune
EDSR. Le probléme de controle linéaire quadratique (LQ) est un type important
de probléme de controle. . De plus,la solution de ce probleme présente des proprié-
tés élégantes en raison de structure simple du modele. Le grand probléme dans
I’étude du probléme de controle LQ est de dériver une représentation feedback du
controle optimal. Yong et Zhou [I2] ont étudié systématiquement le probléme de
controle LQ d’une EDS. Dans le cas d'une EDSR la forme du systéme hamiltonien
est donné par une EDSPR couplé et pour avoir une représentation de feedback du
controle optimal il faut a voir des techniques pour découpler ce systéme. Lima et
Zhou [1] ont étudié un probléme de controle LQ d’une EDSR avec un cadre général

et ont donné une représentation de feedback du controle optimale . Récemment,



Introduction

Li et al [I6] ont étendu le résultat de [I] au cas de champ moyen .

Dans ce mémoire, nous étudions un probléme de controle LQ d’une EDSR avec
informations partielles . Nous nous consacrons a donner une représentation de
feedback du controle optimal et établir une formule explicite du cott optimal.
Notons que les articles mentionnés ci-dessus se concentrent sur le cas d’information
complete. En particulier, Huang et al. [§] ont dérivé une condition nécessaire
d’optimalité d’une edsr avec informations partielles et ont appliqué leurs résultats
a deux classes de problemes de controle LQ .Wang et al.[§] et Wang et al [5]
considérons les problémes de controle LQ d’information partielle pour un EDSPR
et EDSPR & champ moyen respectivement. . Dans ce mémoire on s’interesse au
probléme de controle optimale linéaire quadratique d’une edsr dont nous adoptons
une technique de découplage qui conduit & trois équations de Riccati, une EDS
avec filtrage et une EDSR avec filtrage et par suite on donne des représentations

explicites du controle optimal en termes de ces trois équations de Riccati.
Notre mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente quelque notions de base sur le calcul de
stochastique (filtration, intégrale d’Itd , mouvement brownien, quelque propriété

stochastique de 'espérance conditionnelle, etc...) .

Dans le deuxieme chapitre on donne le théoreme d’existence et 1'unicité de la

solution d’un edsr dans le cas générale ainsi le cas linéaire.

Dans le troisiémes chapitre on commence par une formulation de notre probléme
de controle (LQ) sous I'information partielle dont le cott est quadratique et 1’état
de systeme est la solution d’une edsr linéaire, ensuite on vise & découpler le systéme
hamiltonien stochastique associé et dériver quelques équations de Riccati , enfin

nous donnons une représentation explicite du controle optimal et cotit optimal.



Chapitre 1

Rappels sur les calcul

stochastique

1.1 processus stochastique

Définition 1.1.1 (espace de probabilité) : Un espace de probabilité est un tri-
plet (Q, F,P) ou :

i) © est un ensemble non vide.

ii) F est une tribu de parties de €.

iii) P est une probabilité sur F.

Définition 1.1.2 (tribu) : Un ensemble F de parties d’un ensemble non vide

est une tribu sur €2 si :

i) 0 e F.
iil) Ae F= A e F.

iii) Vn, A, € F = |JA,, € F (union dénombrable).

3



Chapitre 1. Rappels sur les calcul stochstique

Remarque 1.1.1  :Que (i) et (i) impliquent Q € F et que (ii) et (iii) im-
pliquent :

Vn,AnE]::>ﬂAn€-7:

Définition 1.1.3 (filtration) : Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Une filtra-

tion de (2, F,IP) est une suite croissante de sous-tribus
FCFHRC--CF,C---CF

Définition 1.1.4 ( Un processus stochastique) : Un processus stochastique
X = (X4, t > 0) est dit adapté (par rapport a une filtration F; ) si X; est F;—mesurable
pour tout t.On dit que le processus est a trajectoires continue (ou continue) si les

applications

t — X; (w) sont continues pour presque tout w.

On dit que deux processes X et Y sont égaux & une modification prés si X; =Y,

P.s Vt.

Deux processus sont égaux en loi X =Y si pour tout (t,%s, ...,t,) et pour tout

n on a (Xt17Xt27 "'7Xt2) —loi (Kl,}/ﬁ, ,Kn)
Vi > 0,P(X; = Y)) = 1, Ps.

X et Y sont indistinguable si P.s, les trajectoires de X et Y sont les mémes c’est
a dire

P(X;=Y;Vt>0)=1,Ps

On dit que le processusX et de Markov si pour toute fonction f borélienne bornée

E (f (Xt) |fs) = E(f (Xt) |Xs) 7Vt > 8.

4



Chapitre 1. Rappels sur les calcul stochstique

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Hélder) : Soient p,q € [1,+00] des expo-

sants conjugués.i.e é + é =1,XellY ell

Alors : XY € L! et
XY, < IXIMp 1Y, -

En particulier, I'inégalité de Holder (dans le cas p = ¢ = 2) donne I'inégalité de

E(|XY]) < \/E(IXP)E (YT

cauchy-schwarz

1.2 Mouvement brownien.

Définition 1.2.1 (Mouvement Bronien (M.B)) : Le mouvement brownien
est un processus (By)cjo,1) continu dont les accroissements sont indépendants, sta-

tionnaires et gaussiens.

i) Continuité : B est un processus & trajectoires continues .

ii) B est a accroissements indépendants si : 0 < s <t , B;— B est independant

de Fs =0 (B, ,u <s) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

iii) pour tous 0 < s <t , By — B de loi gaussienne centrée de variance t — s

Remarque : .On dit qu'un mouvement brownien par rapport & z si By = .

Définition 1.2.2 (Mouvement Brownien standard (M.B))

Un Mouvement Brownien (standard) est un processus W vérifiant :
1 Wy=0P—np.s.

2 W est continue, i.e. t — W, (w) est C° pour presque tout w,
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3 W est a accroissemsnts indépandants :
W, — W, est indépandant de F)V = o (W,,s < 1)

4 Les accroissements sont stationnaires, Gaussiens et pour s <t :
W, — W5~ N (0,t—s)

Théoréme 1.2.1 (Caractérisation du Mouvement Brownien )
Un processus W est un Mouvement Brownien ssi c¢’est un processus

Gaussiens continue, centrée de fonction de covariance :
cov (X5, X¢) = sAt=min(s,t).

Proposition 1.2.1 : Soit (Bi); >0 un mouvement brownien standard, alors :
B; est un processus gaussien i.e. pour tout n et tous 0 <ty < t; < tgeennn.... tn

(B, ......By,) est un vecteur gaussien.

1.3 Martingales

Définition 1.3.1 Un processus (M;),, est dit martingale si :

1 Pour tout ¢t > 0, M, est F;—mesurable,
2 Pour tout t > 0, M, intégrable i.e. E[|M,|] < oo,
3 Pour tout t > s> 0, E[M,; | Fs| = M;.P—p.s.

On définit de maniére similaire une sous-martingale si (3) est remplacé par

E [M;|Fs] > Ms.P — p.s
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Et sur-martingale si (3) est remplacé par
E[M|Fs] < Ms.P —p.sNt > s> 0.

Proposition 1.3.1 Le mouvement brownien standard (Wi, t > 0) est une marti-

gale par rapport a sa filtration naturelle F)¥ = o (W,,0 < s < t).

Définition 1.3.2 Soit X un processus cadlag adapté. On dit que c’est une mar-
tingale local s’il existe une suite de temps d’arrét T, croissant vers l'infini telle

que pour tout n le processus arrété X T”l{Tn>0} soit une martingale.

Une semi-martigale continue est un processuse X que s’écrit X = M + V, ou
M est une martingale locale continue et V' est un processus continue adapté a

variation bornée tel que Vj = 0.

Soit X une martigale (ou une sous-martingale positive ) continue & droite. Alors,
iVp>1,Ya>0,a?P (sup, |X:| > a) < sup, E[|X,|"],

ii Vp > 1, E [sup, | X:["] < ¢”sup, E[|X,["] ou ¢ = ;25

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de burkholder-davis-gundy "BDG") : Pour tout

p > 0, il existe des constantes positives c, et Cp telles que, pour toute martingale

continue X = (X;)i=0, nul en 0 :

oF (X, X)8] <E {suplXt\”} <GE[(X, X)L

oo
t>0

Remarque :En particulier, si 7" > 0,

cpltl [(X,X}ﬂ <E [ sup |Xt|p} <C,E [(X, X)ﬂ

0<t<T
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Lemme 1.3.1 (Lemme de gronwall) : Soit T > 0 et soit g une fonction posi-
tive mesurable bornée sur l'intervalle [0, T]. Supposons qu’il existe deux constantes

a>0,b>0 telles que pour tout t € [0,T] :
t
g(t) <a+ b/ g(s)ds.
0
Alors, on a pour tout t € [0,T] :
g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.3.2 Soit (F)o<,<p la filtration naturelle du mouvement brownien
standard (W;)oc,<p €t soit M une martingale continue de carré intégrable par

rapport a (ft>0§t§T7 alors il existe un unique processus adapté H tel que :
T
E / Hids | < o0
0
et, pour tout t € (0,71,
t
M, = My + /HSdWs P—p.s
0
1.4 Temps d’arrét

On travaille sur un espace muni d’une filtration (F;). On note Fo, = o (U F;)

Définition 1.4.1 : Soit 7 une variable aléatoire & valeurs dans Ry. T est un

{Fi}iso —temps d’arrét si, pour tout t, {T <t} € F,.
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e Si S et T sont des temps d’arrét, S AT est un temps d’arrét. En particulier T'A

t est un temps d’arrét.

e Si S et T sont des temps d’arrét tels que S < T, on a Fg C Fr.

e Soit (X;,t > 0) un processus et 7" un temps d’arrét fini. On définit X, par
X7 (w) = Xp) (w) -

e Si un processus X est continu et adapté, X; est Fr— mesurable.

Théoréme 1.4.1 Si T est un temps d’arrét et M une (F;) —martingale, le pro-

cessus 7 défini par Z, =" Myr est une (F:) martigale.

En particulier, E (Mar) = E (My).

Théoréme 1.4.2 (théoréme d’arrét de Doob ) Si M est une (F;) —martingale
continue et st S et T sont deux temps d’arrét tels que S <'T' < K, K étant une

constante finie, M, est intégrable et B (Mp/Fs) = Mg.

Ce résultat s’étend a tous les temps d’arrét si la martingale est uniformément

intégrable.
si M est uniformément intégrable, on peut montrer que M; converge p.s et dans
Ll

vers My, quand t — oo et que Mg = E (M| Fs) .

Proposition 1.4.1 si pour tout temps d’arrét bornée E (Xr) = E (Xy), le proces-

sus X est une martingale.

Définition 1.4.2 un processus M adapté caglad est une martingale locale s’il
existe une suite croissante de temps d’arréts T, telle que ,, — oo et (Myp,,,t > 0)

est une martingale pour tout n.
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Une martingale local positive est une sur-martingale et une martingale local uni-

formément intégrable est une martingale.

1.5 Calcule d’Ité.

Soit 6 (t) un processus tel que :

i 0(t) est F,—adapté.
T
ii VT >0, B /(G(t))th < 0.
0
On veut défini I'intégrale stochastique d’Ito

t

[o.a8.

0

Remarque 1.5.1 Si f est une fonction dérivable alors : :

t t

[oare = [o6) 5 (s

0 0

Intégrale d’It6 pour un processus simple :
Soit n = {to,t1,...,t,} partition de [0,T], 0 =ty < t; < ... < t, = T, supposon
que 0 (t) est constant sur chaque intervalle [ty, tx1[. On définit :

k-1

I (t) = ZQ (tj) (Btj+1 - Btj) + 6 (tk) (Bt - Btk) 7tk§t§tk+1‘

=0
1 Vt >0, I(t) est F;—mesurable.
2 Linéarité.
3 (I(t)), est une martingale.

10
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Intégrale d’Itd6 pour un processus quelconque :

Soit T > 0 soit # un processus :

i 0(t) est F;—adapté.
T

ii VT >0, B /(H(t))th < 00
0

Théoréme 1.5.1 Il existe une suite (6,,) de processus simple tel que :

lim B /(en(s)—e(s)fds ~0

On a défini

On défini

T T
I(T) = / 0 (u) dB, =%/ lim / 0,, (u) dB,.
0 0
Proposition 1.5.1 (De l'intégrale stochastique )

t
I(t) = /Hsst / 0, F,—adapté, 6 € L* (F x [0,T])
0

1 Vt>0,1(t) est F;—mesurable.
2 0+ I(t) est linéaire.
3 (I(t)), est une martingale.

t
4 Continuté : ¢t — / 0,d B, est a trajéctoires continue.
0

5 Isométrie d’1to :

(1.1)
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Proposition 1.5.2

(Bf 1)

N

t
/Bsst =
0

Théoréme 1.5.2 (Inégalité de Doob)

Soit (M, n € N) une martingale réelle de carré intégrable. On a :

E [maX M,f} < 4B [M7]

0<k<n

En particulier,

E [supMi] < 4supB [M2] (1.2)

neN neN

1.5.1 Processus d’It6

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochas-

tiques. On appelle ce calcul ”calcul d’Itd6” et I'outil essentiel en est la ”formule

d’Ito”.

Définition 1.5.1 Soient (Q,]—", (}—t)tzo ,IP) un espace de probabilité muni d’une
filtration et (Bt)tzo un Fy—mouvement brownien. On appelle processus d’Ito, un

processus (Xi)o<,<p @ valeurs dans R tel que :
t t
X =Xo+ /sts + /HsdBS,‘v’t <T,P—p.s.
0 0

Avec :

1 X, est F;—mesurable.

2 (Ks)o<pr et (Hy)gcycp des processus adapté a F.

12



Chapitre 1. Rappels sur les calcul stochstique

t

3 /|K5|ds < 400, P —p.s

0
t

4 /|H$|2 ds < +o00, P—p.s
0

Proposition 1.5.3 Soit (M;),,., martingale continue telle que :

t t
M, = /sts, P—p.s. cwec/|Ks|ds < +00,
0 0

Alors :

M, =0, Vt<T, P—p.s.

Ceci entraine que :

La décomposition d’un processus ”d’Itd” est unique. Ce qui signifie que si :
t t
Xy =Xo+ /sts + /HSdBS
0 0
t t
e / K'ds + / H'dB,
0 0
Alors :

Xo=X;, P—p.s.
H,=H., ds xP—pup.

K,=K., ds xP —p.p.

13



Chapitre 1. Rappels sur les calcul stochstique

ii Si (Xt)o<ycp est une martingale de la forme
X, = Xo+ /sts + /HsdBS
Alors
K, =0, dt xP —p.p.

Théoréme 1.5.3 Soit (X;),cp un processus d’Ito :

Xy =Xo+ /sts + /HSdBS

Et f une fonction deux fois continiment différentiable, on a :

F (X)) = £ (Xo) /f dX+/f" X), .

Ou par définition :

(X, X), = /Hfds,

Et
/ S dX, = /f de+/f ,) H,dB,.

De méme si (¢,2) — f (¢,x) est une fonction deux fois différentiable en = et une
fois différentiable en ¢, ces dérivées étant continues en (¢, z) (on dit dans ce cas

que f est de class C'? ), on a :

t t

£ = £0.X0)+ [ £1(s.X0) s [ £ (s, X0) aXort 5 [ 25, X)X X0,
0

0 0

14
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Proposition 1.5.4 (Formule d’intégration par parties ) Soient X, et Y,

deux processus d’Ito,

t t
Xy =Xo+ /sts + /HsdBS
0 0

Et

t t
Yt_YO+/K;ds+/H;dBS.
0 0

Alors

t t
Xt}/t = X()YO + /Xtd}/t + \/}/tht + <X, Y)t
0 0

Avec la convention

t
(X,Y), = / H,H'ds.
0

Théoréme 1.5.4 Soit X un processus d’Ité a valeurs dans R™, pouri=1,...,n

t n t
X! = X} + / Kids+) / H*dB".
0

=1 0

Si [ est deux fois différentiable en x et une fois ent on a :
t n t
£ = £0.50) + [0 (s, X)ds Y [0f (5. X)X,
0 =19

t
1 o
* 52/3§i,xjf(s,Xs)d<X XY

15
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Avec

d
dX! = Kids+ Y H*dB} et d (X', X))
k=1

d
=Y HMFHitds.

k=1

Le resultat est simple & retenir vectorielle. pour cela, on note X le vecteur colonne
de R™ de coordonnées X’, K le vecteur de R" de coordonnées K et B le vecteur

de R? de coordonnées B7. On introduit alors la matrice de taille n x d, H = (H*/)

ST L) >

t t
Xt:Xo—i—/ st5+/ H,dB,,
0 0

Ou H,dB, est un produit matrice-vecteur colonne. La formule d’Itd s’écrit sous

la forme, notant x.y le produit scalaire dans R" et H* la transposée de H

f(t,Xt):f(O,X0)+/0 8sf(s,XS)ds+/O VF (s, X,).dX,

1 t
+ 5/ trace (D2f (s, Xs) HSH;*) ds,
0
Soit encore

(LX) = 1 (0,X0) + / (0uf (5, X,) + f (5. X,) .K.) ds

1 t t
+§/ trace (D2f(s,X5)HSH;‘)ds+/ Df (s, X,) HydBs,.
0 0

16



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades (EFDSR)

L’objectif de ce chapitre est de présenter et montrer le résultat d’existence et d’uni-
cité de la solution des équations différentielles stochastiques rétrogrades dont les
coefficients sont globalement Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux
et Peng en 1990 avec le générateur f non linéaire et une donné terminale de

carré intégrable.

2.1 Motivationset notations :

2.2 Présentation du probléme :

Soient (2, F, (F) P) un espace probabilisé filtré et £ une variable aléatoire

t >0

mesurable par rapport & Fp , ou 1" désigne un temps terminal.

17
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On voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante :

—%If(y;),tE[O,T]
Yr=¢;

en imposant que, pour tout instant ¢; Y; ne dépende pas du futur apres ¢ c’est

a dire que le processus Y soit adapté par rapport a la filtration (), -, -

Prenons 'exemple le plus simple a savoir f = 0; le candidat naturel est Y; = ¢
qui n’est pas adapté si & n’est pas déterministe.

La meilleure approximation-disons dans L2-adaptée est la martingale V; = F
(£/F), si on travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement brownien, le
théoréme de représentation des martingales browniennes permet de construire un

processus Z de carré integrable et adapté tel que :

t
Y= B(¢/F) = Bl + [ ZiaW.
0
Un calcul élémentaire montre :
T
Y, :ﬁ—/ ZsdWs, t € [0,T]
t
ou de fagon équivalente

- dn = —thWt, t € [O,T]

Yr=¢;

On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est

le processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande
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généralité, on permet a f dépendre du processus Z ; I’équation devient alors :

Yr =&

ou de fagon équivalente, sous forme intégrale,

T T
Y;=5+/ f(s;Ys;Zs)dt—/ Z,dW,, t € [0,T]
t t

2.2.1 Notations :

On se donne (2, F, P) un espace de probabilité complet et W' un mouvement

brownien (MB) d-dimensionnel sur cet espace. On notera (), . , la filtration

naturelle du MB W. On travaillera avec deux espaces de processus :

On note SZ(RX) : l’espace vectoriel formé des processus Y , progressivement

mesurables, & valeurs dans R¥ | tels que :
Ve = £ | sup 4] <o
0<t <T

et S 2(R¥) le sous espace formé par le processus continus.

En suite M ? (RE*?) celui formé par les processus Z , progrssivement mesurables,

a valeurs dans R¥*9 | tels que :

T
12 12,. = E U ||Zt||2dt} < 0.
0

Ousi z € RE*? | |2||* = trace (z2*). M 2 (RE*?) désigne I'ensemble des classes

d’équivalence de M 2 (RExd)
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RX et RE*? seront souvent omis ; les espaces S%; S 2 et M 2 sont des espaces de
Banach pour les normes définies précédemment. Nous désignerons B 2 D’espace
de Banach S?(R¥) x M 2 (RExd)

Dans tout ce chapitre, nous donnons une application aléatoire f définie sur [0; 7]
xQ x RE x REXd 3 valeurs dans R¥ telle que, pour tout (y;2) € RE x RExd
le processus{ f (t,y;2)}o<, <p S0it progressivement mesurable. On considére éga-
lement une variable aléatoire £ , mesurable par rapport & Fr et a valeurs dans
RE . La fonction f s’appelle le générateur et ¢ la condition terminale. Dans

ce contexte, on veut résoudre 'équation differentielle stochastique rétrograde (

EDSR en abrége) (2.7)) .

Définition 2.2.1 : une solution de I’EDSR (2.1]) est un couple de processus

{(Ye; Zi) o<y <p vérifiant :

1. 'Y et Z sont progressivement mesurables a valeurs recpectivement dans

RK et Rde .
2. P-p.s;
T
| 0¥z + P ar < oo
0
3. P-ps,ona:

T T
Y, :£+/ f (T;K;Zr)dT_/ Zy AW, , Le [O>T]
t t

Remarque 2.2.1 : [l est important de retenir les deux points suivants : tout
d’abord, les intégrales de ’équation (2.1I) étant bien définies, Y est une semi-
martingale continue, ensuite, comme le processus Y est progressivement mesu-

rable, il est adapté et donc en particulier Yy est une quantité déterministe.
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Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons mon-
trer, que sous une hypothése relativement faible sur le générateur f , le processusY

appartient a S%.

Proposition 2.2.1 : supposons qu’il existe un processus{f (t;y;z)}ocycr » PO-

sitif appartenant o M 2 (RX) et deuzx constantes positives C' et K tels que
V(t;y;2) € [0; T x R x R |f (y;:2)| < fi+C Jyl + K2 -

Si {(Yi; Zi)Yocyer et une solution de V’EDSR (2.1)) telle que Z € M ? , alors

Y appartient o S ? .

Preuve. : On a, pour tout ¢ € [0;7] ,

t t
Yt=Yo+/ f(r;YT;Z»dr—/ Z, dw, .
0 0

et par suit, utilisant 'hypotheése sur f

T
¥ < |Yo|+/ U+ K| Z,]) dr + sup
0

0<t <T'

¢
+C’/ Y| dr.
0

t
/ ZdW,
0
t
/ ZdW,
0

posons

)

T
A_|Y0|+/ (fr+ K| Z,|)dr + sup
0

0<t <T

par suite on a

t
|Yt|§)\+0/ Y| dr.
0

Y étant un processus continu, le lemme de Gronwall fournit I'inégalité :

Y] < Aexp(CH) |
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et donc :

sup Y] < Aexp(CT),

0<t <T
A est une variable aléatoire de carré intégrable, puisque par hypothese, Z appar-

tient & M 2 et donc, d’aprés I'inégalité de Doob,on a :

t 2 t
[z am, ]g4 sup E[/ ||z,~||2dr],
0 0<t <T 0

ce qui signifie que le troiséme terme de A est de carré intégrable. Il en est de méme

E | sup

0<t <T

pour {f ¢}g<; <r €t Yo puisqu’il est déterministe donc de carré intégrable. m

Ceci montre que Y appartient 4 S% . Finissons par un résultat d’intégrabilité qui

servira a plusieurs reprise.

Lemme 2.2.1 : soient Y € S% (RX) et Z € M ? (RE*9) | alors :

t
{ / Y, Z, dW,,t € [O;T}}
0

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. : En appliquant 'inégalité Burkholder-Davis-Gundy;, il existe une constante

positive C' telle que :

Jo Yo Z, aw,

| <cr|(Fmrizra)’

1
<O B oz s W (I 127 0r)']

E [SUpogt <T

et par suite en appliquant linégalité

a? b2
b 0
s T
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on obtient :

T
[<c (5] s mp|+e | [ 1zpal]).
0<t <T' 0

Par hypothese le deuxiéme membre de cette inégalité est fini, et donc on aura :

t
E{sup /YTZrdWT
0

0<t <T

t
E{sup /Y}ZTdWT
0

0<t <T

}SOO?

2.2.2 Le cas Lipschitz :

Résultat de Pardoux-Peng :

Nous allons montrer le résultat de E. PARDOUX et S.PENG qui sera généra-
lisé plus tard. ot il est le premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR

dans
le cas ou le générateur est non-linéaire.

Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler, sous les données sui-

ventes : f est définie sur [0, 7] xQx RE x RE*X4 3 valeur dans R¥, telle que,

pour tout (y,2) € RE x REX; le processus {f (¢,y, 2)}o<y <p SOIt progressive-
ment mesurable. On considére également & une variable aléatoire,Fr—mesurable,a

valeurs dans RX.

a) Condition d’intégrabilité :

< 00,

T
B [mz + [ 1 o0k
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b) Condition de Lipschitz en (y; z) : pour tout t;y; y; 2; 4;

\f (Gy;2) = f (49;2)

< C(ly—dgl+llz=2[) ;

ou : C' est une constante indépendante de t ;y ;9; 2z et 2.

Au début, Nous commengons par le cas simple, celui ot f ne dépend pas ni par
y ni par z i.e. on se donne de carré intégrable et un processus {F}},, ., dans

M % (RE) et on veut trouver une solution de PEDSR,
T T
Y}-f—i—/ Frdr—/ Z dW,,0<t<T (2.2)
¢ ¢

Lemme 2.2.2 : Soient { € L*(Fr ) et {Fi}oo, oo € M ?* (RY) . L’EDSR (2.2)

posséde une unique solution (Y;Z ) telle que Z € M ? .

Preuve. : Supposons dans un premier temps que (Y'; Z ) soit une solution vérifiant

Z € M ? : Sion prend I'esperance conditionnelle sachant F; , on a nécessairement,

Yt:E(er/TFTdT \.7-}).

On définit donc Y a l'aid de la formule précédent et il reste a trouver Z .Re-
marquons que, d’aprés le théoreme de Fubini, comme F' est progressivement
mesurable fot F, dr est un processus adapté¢ a la filtration {F;},., ., ; en fait

dans S Zpuisque F est de carré intégrable. On a alors, pour tout t € [0;7] ,

T ¢ t
Yt:E<§—|—/ F, dr \.7-})— / F.dr = M, — / F.dr |
0 0 0

ou M est une martingale brownienne; par le théoréme de représentation des
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martingales brownienne on construit un processus Z appartenant a M 2 tel que :

t t t
Y, = M, — /Frdr :M0+/ZrdWr— /Frdr,
0 0 0

On vérifie facilement que (Y; Z ) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée

puisque comme Yy = &;

t t T T
Y, — &= M, +/ ZpdW, — / F.dr — <M0 —1—/ Z.dW, — / F.dr )
0 0 0 0

finalement, on obtient,

T T
Yt:/ F.dr —/ ZpdW,.
t ¢

L’unicité est évidente pour les solution vérifiant Z € M ? . =

Théoréme 2.2.1 (Pardour—Peng 90) : Sous les hypothéses (a) et (b) , 'EDSR
[2.1) posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M 2.

Preuve. : Nous utilisons un argument de point fixe dans ’espace de Banach B 2
pour demontrer ce théoréme, en construisant une application ¥ de B ? dans lui-
méme de sorte que (Y, Z) € B? est solution de 'EDSR si et seulement si
c’est un point fixe de V.

Pour (N , H) élément de B 2, on définit (Y, Z) = ¥ (N, H) comme étant la solution

de 'EDSR :
T T
Yt:§+/ f(r;NT;Hr)dT—/ ZdW, , 0<t<T
t t

Remarquons que cette derniere EDSR posséde une unique solution qui est dans

B 2. En effet, posons F, = f (r, N,, H,). Ce processus appartient & M 2 puisque,
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f étant Lipschitz,

[EL < 1 (75,0;0)] + C N[ + C L H |l

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons
appliquer le Lemme (2.2.2) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z €
M2

(Y, Z) appartient & B ? : I'intégralité de Z est obtenue par construction et, d’apres

la Proposition (2.2.1)), Y appartient a S 2 .

Donc, 'application ¥ de B ? dans lui-méme est bien définie.
Soient (N, H) et (N, H ) deux éléments de B2 et (Y, Z) = U(N,H) , (Y, Z) =
U(N,H) .

Posons y=Y —Yet 2=2—2 .Ona,y, =0 et
dyt = — {f (t,Nt, Ht) — f (t, Nt, HO} dt + thWt.

On applique la formule de Ito a e |yt|2 pour obtenir :

d (eat |yt|2) = e ]yt|2 dt — 2e“y,. {f (t, Ny, Hy) — f (¢, Nt, Ht)} dt

+2ey,. 2, dWy + e ||z dt .

Par conséquent, intégrant entre ¢ et 1", on obtient

et ]yt\z + ftT er Hzr|\2dr = ftT eor (—a ]y,f — 2y, {f (r, N, H.) — f (r, Nr, H,)}) dr
— ftT 2"y, 2, dW,
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et, comme f est Lipshitz, il vient, notant n et h pour N — N et

H-H respectivement,

(0% T ar T ar
eyl + fy ezl dr < f e (o fyl* =20 [yl - Ing| +2C Jye] - [IBe ) dr

— ftT 2y, 2. dW, .

Pour tout ¢ > 0; on a

a2
2ab < — + €b?,
€

et donc, I'inégalité précédente donne

eyl + ez Par < e (—a 220 (g Pdr — [T 2ey, W,

e [T e (|ne|* + || |?) dr

2
et prenant o = % ; on notant

T
K, = e/ e ( I, + ||hr||2) dr .
0

T T
Vee [0;T], eyl + / e ||z Pdr <K, — 2/ e Yz dWy.  (2.3)
t t

D’aprés le lemme (?7), la martingale locale

T
{/ e myr.zrdWT} ,
0 te[0;T)

est une martingale uniformément intégrable nulle en 0 puisque Y ,Y appar-

tiennent & S2 et Z ,Z appartiennent a M 2.
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En prenant ’espérance, il vient que pour t = 0 :

B[ earar| <5 (2.4

Revenant a linégalité (2.3, les inégalités Burkholder-Davis-Gundy fournissent

fournit

- T %
E [ sup e |yt|2} <FE K|+ AE (/ e 2@ |y,n|2 ||zr||2dr) ]
0

0<t <T

T 5
< K1+ AE | s el ([ e lalfar ) ]
0

0<t <T

puit, comme ab < & + % ,

ot 2 1 t 2 A2 r 2
E|lsup e |ly|"| <E [KJ+=E | sup e |yl |+—F e Nz || dr |,
0

0<t <T 2 o<t <T 2

Prenant en considération I'inégalité ([2.4)), on obtient finalement

T
E { sup e |yt|2+/ e’ ||zr||2dr] <3+ A% E[K],
0

0<t <T

et par suite, revenant & la définition de K,

E[ sup e |yt|2+f0Te°” ||er2dr} <e(3+4 A% (1\/T)E[ sup e |ny|?

0<t <T 0<t <T

Jy e I ar] .

,Prenons ¢ tel que €(3+ A%)(1VT) = % , de sorte que 'application ¥ est alors

une contraction stricte de B 2 dans lui-méme si on le munit de la norme

1/2

T
(VD] =B | sup e N4 [ e HHTHW] |
0

0<t <T
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qui en fait un espace de banach-cette derniére norme étant équivalent & la norme

usuelle correspondant au cas o = 0.

L’application ¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure l'existence et

'unicité d’une solution de 'EDSR (2.1 dans B 2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M ? puisque la Proposition

(2.2.1)) implique qu’un telle solution appartient a B 2.

2.2.3 LeroledeZ :

Nous allons voir que le roéle de Z, plus précisément celui du terme ftT 2. dW,. est
de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est

nul.

Proposition 2.2.2 : Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR (2.1)) et soit 7 un temps

d’arrét majoré par T .

On suppose qu’ll existe une constante C' telle que P - p.s, que & est F, —mesurable

et que f (t,y,z) =0 dés quet > T .

AlorsY; =Y, ., et Z;, =0sit > 7.

Preuve. : On a, Pp.s.,
T T
Vime+ [ vz [ Zoaw o<isT
t t
et donc, pour t = 7, comme f (t,y,2) =0désquet > 7,

T T T
YT=§+/ f(r;Yr,Zr)dr—/ 7. aw. :g—/ Z.dW, .
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Il vient alors Y, = E(|F,) = & et par suite fTT Z, dW, =0 d’ou l'on tire que

T 2 T
(/ ZrdWT) :E[/ HZ,AHQdT}:O,

et finalement que Z,1, >, = 0 . Il s’en suit immédiatement que,sit > 7,Y, =Y,

E

, puisque par hypothése,

t t
YT=Yt+/ f(r;YT,ZT)dr—/ Z,dW, =Y, +0—0.

T

Notons que dans le cas ol £ et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la

solution de I’équation différentielle,

dY

E:f(t}/tuo)? YT:§

2.3 EDSR linéaires :

Dans ce partie, nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour lesquelles

nous allons donner une formule plus ou moins explicite.

Définition 2.3.1 : On suppose que C' =1 ce qui implique que Y est un réel et

7 est une matrice de taille 1 X d (vecteur de dimension d ).

Soit {(ut, ve) }eo ) U processus a valeurs dans Rx R?, progressivement mesurable
et borné et soient {pt}te[QT] un élément de M %(R) et € une variable aléatoire, Fr

-mesurable, de carré intégrable, & valeurs réelles.
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T T
YT - 5 + / {u'r}/q" + v, Zr +pr} dr — / ZrdWT . (25)
t t

L’EDSR (2.5 s’appelle EDSR linéaire.

Proposition 2.3.1 : L’EDSR ([2.5) posséde une solution unique qui vérifie :
T
eI =10 (0rt [ ar] ),
t

avec, pour tout ¢ € [0,77];

t 1 t t
I = exp {/ vy AW, — —/ |v,n|2 dr +/ Uy dr} )
0 2 Jo 0

Preuve. : Commencons par remarquer que le processus ' vérifier :

d Pt = Ft(utdt + Ut.th),

I'y=1.

D’autre part, comme v est borné, I'inégalité de Doob montre que I' appartient a
SZ. De plus, les hypotheses de cette proposition assure I'existence d’une unique
solution (Y, Z ) a 'EDSR linéaire; il suffit de poser f (t,y,2) = wy + zv, + py
et de vérifier que (a) et (b) est satisfaite. Y appartient & S% par la proposition

(2.2.1) . La formule d’intégration par parties donne :

dTY, =T dY,+Y,dl+d({T,Y ),
== —Ftptdt + Ft thWt + Ft tht.th y
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ce qui montre que le processus I';Y; + fot pr Iy dr est une martingale locale qui

est en fait une martingale car p € M 2 et I', Y sont dans S%. Par suite,

t T
Ft}/t +/ prrrdr - E <FTYT +/ Dr Fr d?" | f-t) )
0 0
ce qui donne la formule annoncée. m

Remarque 2.3.1 : Notons que si £ > 0 et si p; > 0 alors la solution de ’EDSR

linéaire vérifie Y; > 0.
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Chapitre 3

Controle optimal sous

I’information partielle

3.1 Formulation du probléme et préliminaires

Soit (€2, F,F,IP) un espace de probabilité filtré complet et {(W;,W3) : 0 <t < T}
un processus de Wiener standard a valeurs dand R?, F= {F,};>¢ est la filtration
naturel de (W7, W3) augmentée de tous les ensembles P-nuls. On note par .7-}5 =
o{Bs,0 < s <t} la filtration engendrée par le processus 3, R"*™ est 'ensemble de
toutes les n X m matrices et S” 'ensemble des matrices (n x n) symétriques. Pour
une matrice M € R", MTest sa transposée. Le produit scalaire (.,.) sur R™*™ est
défini par (M, N) = tr(MTN) et de norme induite | M |= \/tr(MTM).

En particulier, on note S_]f I’ensemble des matrices semi-définies positives et g:ﬁ
I’ensemble des matrices uniformément définies positives. Pour tout espace ecludien

M on définie I’espace :

L2(0,T; M) ={v:[0,T] - M | v une fonction bornée}.
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L% (Q; M) ={¢:9Q— M une variable aléatoire Fr mesurable,E [| ¢ |2] < 00}

On considére 'EDSR linéaire controlé suivante :

dYy = (AY: + By + CriZyy + CorZag) dt + Z1ydWyy + ZoydWoy, t€0,T]

YT = Cu
(3.1)

ou ¢ € £2fT (€;R™) et v un processus & valeurs dans R™ qui est le processus de

<oo}.

controle. On définie ’ensemble des controle admissible par :

T
Vaal0,T] = {v 110, T) x Q — R™ | v est {F" }1>0 — adapté et B lf | v |2 dt
0

Tout v € V,4[0,T] est appelé un controle admissible.

Maintenant on donne les conditions sur lesquelle on va travailler :

H1) A Cy,Cy € L0, T;R™™), B € L2(0,T;R™™™).

H2) H, Ny, N, € £L2(0,T;57), R € LX(0,T;5™),G € S»

sous 'hypothése H1) , le systéme dynamique admet une unique solution

(Y, Z1, Zy) € SZ(0,T;R") x LL(0,T;R") x £2(0,T;R"). La fonction de cotit as-

socié & notre probléme de controle est prend la fome quadratique suivante :

1 T
J(v) = 5}3 Yy GYo + [(Y,V HyY; + v Ryvy + Z{, N1 Zy + ZgyNoyZoy)dt |, (3.2)
0

notre probléme de controle (LQ) est de trouvé v* € V,4[0,T] tel que :

J(*)= inf J(v), (3.3)

UEVad[O,T}
tout v* € V4 [0, 7] satisfaisant (3.3]) est appelé un controle optimal.

Théoréme 3.1.1 . Siv* un controle optimal du probléme LQ et soit (Y*, Z7, Z3)

la solution associé o v*
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alors ’équation

dX* =—(ATX*+ HY*)dt — (C X* + N1Z7) dWy — (Cy X* + NoZ3) dWs,

X; =-GYy
(3.4)

admet une unique solution telle que
E[Rw; + B X; | 7] =0, t€[0,T], as. (3.5)

On introduit le systeme hamiltonien stochastique suivant :

dY = (AY -+ Bv -+ 0121 + CQZQ) dt -+ ZldW1 -+ ZQdWQ,

dX =—(ATX + HY)dt — (C7X + NiZy) dW — (CF X + NoZy) dWs,
YT = C7
XO = _G}/E)a

E [Rw, + Bl X, | '] = 0.
(3.6)

Il s’agit d’'une EDSPR couplé avec filtrage, la derniére équation de (3.6]), est

appelée condition de stationnarité.

Théoréme 3.1.2 Si (X*,Y™* Z5, Z5, v*) une solution du systéme hamiltonien stochastique(3.6))

, alors v* est un contrdle optimal.

Preuve. Pour tout v € V,4[0,7], et (Y, Z;,Z3) le processus d’état correspon-

dant.et soit (17, Z, §2> un processus qui satisfait

(3.7)

iy = [Aff Y Bw—v")+ 121 + Cos| dt + Z2dWy + ZodWs |
~0.

Y,
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par 'unicité de la solution d’'une EDSR, posons Y=Y-— Y=, Zl =7y — 77, Zg =
Zy — Z5 .alors
T

J(0)=J (%) =E | Y;TGY, + / (Y*THY/ +0*TR(w—v*)+ 2" N1 Zy + Z;TNQZQ) dt |+,

' (3.8)

-~ 1 [~ - T, ~ -~ ~

J=E {YOTGYO + (YTHY (=0T R(v—v")+ ZT N\ Zy + ZZTNQZQ) dt]
0

Il est facile de voir que J >0 De plus, notons que (X*,Y* ZF Z7 v*) est une

solution du systéme hamiltonien stochastique(3.6)) . En appliquant la formule d’Tto

a (X*,Y), on obtient

E[%*TG%} ) [Xg,?o}
T . - - T, _
_E [f <AY—|—B(U )+ i +CQZ2,X*>dt} _E [j <Y,ATX* +HY*>dt]
0 0
T
-k — 0" BTXS — (Y. HY*) = { Zy. Ny Z* Y — { Zy. Ny Z5 V) dt
L}f(@ v, ><7 ><1,11><2722>)]7
(3.9)
combinant et , on trouve que
T ~
J(w)—J @) =E {f (v—v*, Rv* +BTX*>dt] + J. (3.10)
0

D’autre part,

T T
E | [ (v— v Rv* + BTX*) dt] —E [fE [(ve = vf, Ry + Bl X}) | F/] dt]
0 0

T
- [f (v v}, B [Ruj + B X; | ftmw
0

-0
(3.11)
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Ensuite,

J(w)—J@)=J>0, (3.12)

ce qui implique que v* est un controle optimal. m

3.2 Solvabilité du systéme hamiltonien stochas-
tique :

Dans cette section, nous utilisons la méthode de découplage donnée par Ma et
Yong [10] pour résoudre notre systéme hamiltonien , qui est un EDSPR avec
filtrage Pour la simplicité de notation ; on note par Bt =E [ﬁt | EWI} . Pour étre
précis, on suppose que

Y =0X + ¢, (3.13)

ol © est une fonction matricielle différentielle et déterministe de condition termi-

nale O = 0, et ¢ un processus stochastique qui satisfaisant 'EDSR

do = At + mdWy + 1pdWa,
4 TRET T IR (3.14)

Yr = <7

A, mp et 1o des processus adapté. On applique la technique utilisé par Jie Xiong

[11] on trouve que

aX = (ATX+HY) di - (O] X+ NZy) am,
- A (3.15)
R = -GV
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En appliquant la formule d’Ito a (3.13)) , il result que

0 =dY —OXdt —0dX —dp

= (AY + Bv + C1 Zy + CsZo) dt + ZydW, + ZodWy 516
—OXdt+0 <AT)? + H?) dt
+0 ((Jf X+ le) AWy — Adt — mydWy — nad Wy

ceci implique que

AY — BRIBTX 4+ C1Z1 + CsZs — OX + O (AT)? + H?) B —
Zy + (Cf)? +N121> —m =0,

Z2 — 12 = 07
(3.17)

Si on suppose que [ + ©N; est inversible, alors

Zi =m+d+ (I +ON,)} (ﬁl _ @Cf)?) , 1)

Zy =1
En remplagant (3.13)) et (3.18)) dans la premiére équation de(3.17)), on obtient

A (@)? + (p) —BR'BTX +Cy(n — i)+ Cy (I +ON) ™! (771 - @Cf)?)
4Oy + OX + OATX + OH (@X* +¢) =0,

(3.19)
alors © satisfait I’équation de Riccati suivante :
©-0A" —©A-OHO+BR'BT +C, (I +ON,)'0C] =0,
Or =0,
(3.20)
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et ¢ satisfait I’ edsr

dop = [ASO +OHQ+Cy(h —m) +Cr (L + @NI)_l n+ 02772] dt + mdWi + n.dWs,

or =C.
(3.21)

Pour donner une représentation de feedback de notre controle optimal nous adop-

tons la conjecture que
X=-T, (Y - ?) DY -0, (3.22)

ou I'y et I's sont des fonctions matricielles différentielles et déterministes avec
les conditions initiales I';g = G et I'yg = G respectivement; W un processus

stochastique qui satisfait ’eds

dv = Oéodt + aldW1 + OéQdWQ,

(3.23)
\Ifo — 0,
ol oy, aret ap sont processus adapté. Notons que
v = (Af/ — BR'BT + 17 + C%) dt + ZydW,
R \ (3.24)
Yr = Ca
on(=E | _7_-;(/1} . alors,
a(v-7) =[a(v-9)+c(2-2)+C(%-2)|a
+ (Zl - 21) AW, + ZodWs, (3.25)
Yr—Yr  =(—¢
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En appliquant la formule It6 a(3.22), on obtient

0 =dX +T, (Y-?) dt+rld(y—?> + DoVt + TodY + d¥
— — (ATX + HY) dt — (CT X + Ny Z,) dW;
— (C X + NoZo) dW + 11y (Y —~ ff) dt
4T, [A (Y - ?) e <21 - 21) TG <22 - Zgﬂ dt (3.26)
4T, <Z1 - 21) AW, + T2 Zod Wy + DoV dt
4Ty (A? _BR'BTX + 17 + 0222> dt
T2 Z,dWh + aodt + ardWs + aadWa,

qui nous donne

—(ATX + HY) + T, (Y-?)Jr
4Ty [A (Y _ ?) O, <Z1 _ 21) O, (22 _ 22)}

+F2}/} +1I'y (AY — BR_IBT)? -+ 012\1 -+ 0222) +oy = 0, (327)
~(CTX +NZ) + Ty (2= Z0) + T Zy + en =0,
— (CQTX + NQZQ) + F1Z2 + Qo =0.

Supposant que I 4+ ['50 est inversible, on trouve que

a1 = (Ny—T1) (m — i) + (Ny — Ty) (I + ON;) ! [ﬁl +OCT (I +1,0) (r2¢> + \11)}
~CITi(p— @)= O (W =) =T (1+120) " (T + ¥).

g =(No—T1)m—CiT(p—p)—Cy (\1/-@) —Cy (I +T,0)7" <F2¢+‘i’) :
(3.28)
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De plus, il découle de (3.18)) et (3.22) que

AT, (Y - ?) Y ATLY + AT - HY 1T (Y - ?) (3.29)
+1A (Y - 5/}> +T'1C1 (= 1) + 1205 (2 — 02)
+ 1Y +T9AY + ToBRBT + (Fg? + \I/)

Y50 (I +ONy) [ﬁl recT (m/ + )} + T5Cyfis + ag

=0,

D+ A+ AT, —H =0,
(3.30)

F10 = G7

[y + oA+ ATy + T9BR'BTTy + 1,0, (I + ON,) ' 0C Ty — H =0,

[y =G,
(3.31)
et
PR — [AT\I/ +TyBR'BTU + 150, (I + ON,) ™ (771 + @Cf‘i’)
+19Co7 + T Cy (my — 1) + T1Cs (g — 12)] dt
{(N1 —T1) (=) —C{ Ty (v — @) = Cf (‘If - ‘If)
+ (Vi = Ta) (I + ON) ™ i+ OCT (1+T50) ™" (Top + ¥ | (3.32)

—O7 (I +T,0)7" (Png + \I/> } AW,
{e=T)m -7 [Nitp- )+ (v-9)]
—CJ (1 +T,0)" (nga + \I!> } AW,

\Ijo — O
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Une fois ©,I'1, Ty et la solution (¢, 71, 72) de(3.21]) sont connues, la solvabilité de

(3.32) sera obtenue immédiatement.

3.3 Représentation explicite du controéle opti-

male et du cotit optimal

Dans cette section on cherche a donné des formules explicites de controle op-

timal et de cott optimal en termes d’équations de Riccati(3.20)), (3.30)),(3.31),

EDSR (3.21) et EDS (3.32). Eq(3.21]) est une EDSR linéaire avec filtrage,il s’en-

suit qui admet une solution unique (¢, 7m1,1m2) € S%(0,T;R") x L% (0,T;R") x
£2(0,T;R"™).
On donne maintenant le théoréme qui spécifie la solvabilité du systeme hamilto-

nien stochastique(3.6)) et la relation entre les solutions des composante.

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses H1)-H2), le systéme hamiltonien stochastique(3.6)

admet une unique solution (X,Y, Zy, Zy,v) .De plus on a les relations suivantes

Y =0X+ ®,

7y =m —in+ (I +ONy) ! (771 - @CI)?) ,

Zy =, (3.33)
v =-R1IBTX,

Yo = +60G) o

\

ot O et (¢, m,n2) les solutions de (3.20) et (3.21} ) respectivement

On donne maintenent le théoréme principal de cette section.
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Théoréme 3.3.2 .Supposons que les hypothéses H1)-H2) sont vérifions et ( €
L%, (Q; R") et soient ©,T1,Ty les solutions des équations de Riccati(3.20) , (3.30)

et(3.31)), respectivement, (o, m,m2) et U les solutions de(3.21) et (3.32)),respectivement
alors I’EDSR avec filtrage

1y = (AY + BR'B'T,Y + BR BTV + O, Z, + 0222> dt + ZydWy + ZodWy,
Y, ¢

(3.34)

admet une unique solution (Y, Zy, Z3).En définissant

X —-I, (Y—?) LY -0,
R (3.35)

v =R 1'B'Ty+R'B"U,
le cing-uplet (X,Y, Zy, Zs,v) est la solution de I’ EDSPR(3.6) et v le controle

optimal du probléme LQ). Le coit optimal correspondant est

o %E <ZZZ>] (3.36)
g [f (e 0.0+ (oot - )
+ %E |:0f(<N1 (M =), m = 7) + (Namz, m2)) dt]
B E (8,3 (G (T +ON) i + Coi) ) dt] ’

ot Y est la solution de

Z+Z(A+@H)+(A+@H)TZ—H =0,

(3.37)
S =G +6,G)".
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Preuve. En substituant(3.13)), (3.18]) dans la fonction de cott,on trouve que

J(0) =1{GI+6¢G) " g0, (I+6¢G) " o)+ LE /<@)?+¢,H(@)?+¢)>dt]

0

+5E

DO =

<R—1BT)?, BU?> dt

T
+ 3B [/ (12, Noma) dt
0

+3E

<771 — i+ (I + NG)™ (771 - @ClT)?>

o P — s

N [m it + NG (Al - @CT)A(H > dt]
= % <G (I +60G) " o, (I 4+60,G)” 900>

T
+HE U J[OHO + BR'BT +Cy (I +6,G) " ON,0 (I + 0,G) ™ €] >dt]
0
T T
+1E f<®H<p, >dt] E {f <n1 — i+ (I +ON) i, Ny (I +ONy)~ @ClTX> dt}
L0 0
FT
+2 B[ -+ + ON) i, Ny [m — i+ (I+ON)” 771]>dt]
L0
T
+3 B | [ ((n2, Nama) + (¢, H90>)dt] :
L0

(3.38)
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On aplique la formule d’'Tt6 a <)A( , 0X > , on trouve que

(I +GOo) ™! Gy, 00 (I +GOy) ™ Gepp) (3.39)
T

/ (A+oH)T X+H<p,@X>d
0

- -E

/T<X@{<A+@H> X+Q¢]>dt] s

+E (OAT + A6 + ©HO — BR™'BT — CI(I+@N1)—1@CI))?>dt

+E < (I+N©) ' CT X + Ny (I+6ON,) iy,

M) X + Ny (I +ON,) ™! } > dt}

+
—-E [/ <X, [0HO + BR'BT + Cy (I + ON,) ' ON,0 (I + N,©) ' ] f(> dt]
0

T
/<N1 (I +ON) i, ON, (I + ON)” >dt]

0
T T
+9E {/ I+N1@ Lol X, 6N, (I+@N1)1ﬁ1>dt} 9 [/ <@H¢,)?> dt] .
0 0

alors
1 1 .
J(v) = 3 <(I + G@O)*l G o, 900> + §E /(ng, ©) dt] (3.40)
0
. T
+ §E / (<N1 (I + @N1)*1 ne 772> + <N1 (771 — 771) ;M — 771> + <N2772, 772>) dt] .

0

En rappelant que ¢ satisfait (3.21]) et la formule It6 appliquée & (¢, > ¢) va nous
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donne que,

<<I+G@0)_1G€007%00> =K [&ZT é]
E [Of«@,ﬂm (i o)) d }—2
(

B L}fT 5,5 [C1 (I + ONy) iy + Comg] ) dt] .
(3.41)
on obtien que
J(v) =iE [5;2&} [(Of He, ) — (¢, Hp)
+{[Ni (I +ON) ' =] i, ) dt]
(3.42)

+%E Lf“Nl (M —M1) s m — M) + (Nana, 72)) dt}

B Lf (6.3 (Cy (1 + ON) ™ iy + Cai) >}

ce qui acheve la preuve. m
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