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 قائمة الثوابت

ℏ                                :(Planck’s constant) ثابت بلانك = 1.05457 × 10−34 𝐽𝑠 

𝑐                                                         سرعة الضوء: = 2.99972 × 108𝑚/𝑠 

𝑚𝑒                                                    :الإلكترون  كتلة = 9.10939 × 10−31𝑘𝑔 

𝑒−                                                  :الإلكترون  شحنة = −1.60218 × 10−19𝐶 

𝑘𝐵                       :(Boltzmann constant) ثابت بولتزمان = 1.38066 × 10−23 𝐽/𝐾 

χ                       (: الإلكترون الدالة الموجية المعتمدة على مكان الجسيم ) ↑= (1
0
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  عامة مقدمة

لظواهر الفيزيائية مان والمكان لوالتطور في الز رياضية وفيزيائية تصف البنية  هي نظريةميكانيك الكم 
تم اكتشافها عندما أراد الفيزيائيون وصف الذرات وتبادل الطاقة بين على المستوى الذري وما أدناه. 

غير النسبية في  ر ميكانيك الكمتطويل(. حيث تمثلت الخطوة الأولى 1917-1911)الضوء والمادة 
ه المعادلة سميت خفي الشبيه بالموجة لجسيم كمي. هذاليمكن لها أن تصف السلوك  بتكار معادلة موجيةا

     .[Schrödinger]نغريباسم مبتكرها بمعادلة شرود

ذات  (الإلكترونات)ونات يفيرمالجسيمات الالتي تدرس حركة [ Diracمعادلة ديراك ]ى بالإضافة إل
1 السبين 

التي تعتبر موضوعا ذا أهمية  [Pauli]معادلة باولي توجد  ،في إطار ميكانيك الكم النسبي⁄2
[. 4-1غير النسبية ]تصف حركة الإلكترونات من خلال تحديد معادلة الموجة التي كبيرة في الفيزياء، 

كثافة احتماله لتشمل مصطلحا إضافيا يعتمد على  ديد من النتائج التجريبية، مما أدى إلى تغيرر العتفسيل
تظهر معادلة باولي في أنها الحد غير النسبي و [. 7-2] لسبينيعرف باسم تيار افعل السبين الذي 

تعديل معادلة [. من الناحية التاريخية، قدم باولي مصفوفاته المغزلية الشهيرة ل11-1لمعادلة ديراك ]
 Goudsmit and] جودسميث وحلنب ة[ غير النسبية لتفسير فرضيSchrödingerنغر ]يشرود

Uhlenbeck] العادي  ظاهري للهاميلتون  دحضافة لإ بتطبيق تحويل [. لذلك، قام12-14] 1912 في
غناطيسي كهرومغناطيسي، طاقة التفاعل للمجال المغناطيسي والعزم المال في وجود الحقل نسبيال غير

الإلكتروني بالنسبة للزخم الزاوي المغزلي الجوهري للإلكترون. يتطلب وصف هذا الزخم الزاوي المغزلي 
من خلال مصفوفات السبين استبدال دالة الموجة العددية المعقدة بدالة موجة سبينور مكونة من عنصرين 

 ع اهتمام كبير.في معادلة الموجة. منذ ذلك الحين، أصبحت دراسة معادلة باولي موض

، عندما قدم ديراك معادلة الموجة الحرة النسبية بالإضافة إلى الحد الأدنى من 1911في عام  
ناطيسية، أظهر أن معادلته تحتوي على مصطلح يتضمن لاقتران ليشمل التفاعلات الكهرومغاستبدال ا

نفسه الذي تم إدخاله يدويا  [، والذي كان هو12يتفاعل مع مجال مغناطيسي ] للإلكترون عزما مغناطيسيا 
 راجلكترون كظاهرة نسبية، ويمكن إدفي معادلة باولي. بعد ذلك، أصبح من الشائع حساب دوران الإ

1سبينال مصطلح
  .المغزلية نغر غير النسبيةيالمقابل المصطلح في معادلة شرود ⁄2

نيكا دراسة مشاكل ميكا السنوات الماضية من أجلفي  متزايدو  كبير اهتماممن جهة أخرى، كان هناك 
 [Snyderتبديل المشوهة، بما في ذلك تلك المتعلقة بعلاقة عدم اليقين سنايدر]الالكم التي تتميز بعلاقات 

يمكن ملاحظته من بحد أدنى الذي يسمح [، 17] (GUPوالتي يمكن أن يحكمها مبدأ عدم اليقين المعمم )
 [. 11[ ]19] [Kempf] [ لتلك التي اقترحها كيمفPlanckمسافة بلانك ]لترتيب ، الطول
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(، كان هناك أيضًا اهتمام كبير بتوسيع نظرية المجال GUPعلاوة على ذلك، في مثل هذا الموقف )
الكمي إلى الزمكان المنحنى والذي يمكن اعتباره أول تقريب للجاذبية الكمية عبر مبدأ عدم اليقين الممتد 

(EUP[ )12[ ]11الكم القياسية. النتيجة المهمة التي تبطل نظرية  ت[ من أجل استيعاب اللانهايا
المستخلصة من هذا الامتداد هي أنه في الجاذبية الكمومية، يوجد أيضًا حد أدنى يمكن ملاحظته من 

توسيع قدر كبير من الجهود لم تكريس ت ،خلال العقد الماضي ،السببذا له[. Planckأجل مسافة بلانك ]
(، والذي يصف مفهوم الحد الأدنى EUP[ المقترح في سياق )Heisenberg] مبدأ عدم اليقين لهايزنبرغ

 [.11[ ]11[ ]12قابل للقياس في ميكانيكا الكم ]من الزخم ال

ثم قمنا بدراسة [ Pauli-Schrodingerنغر ]يشرود-هذه مذكرة هو دراسة معادلة باوليالهدف من 
 نفس هذا النظام في حالة تشوه.

 هذه المذكرة مقسمة إلى ثلاث فصول، مبينة كالآتي: 

ميكانيك الكم غير النسبي بوجود السبين في الفصل الأول، قمنا بضبط بعض المفاهيم الأساسية ل
ر في الحالة العادية وكتابة المعادلة في نغيشرود-لمعادلة باولي (EUPومبدأ الشك لهايزنبرغ الموسع )

,𝑃).فضاء القطبي ثنائي الأبعاد ذو المتغيرات 𝜑)  العلاقة بين ميكانيكا بالإضافة إلى ذلك تطرقنا إلى
المشوه في  هايزنبرغ يتم تحديد جبرومنه غير النسبي،  Snyder-de Sitter الكم المشوهة في نموذج

 ل.حالة ثلاثية الأبعاد من خلال علاقة التبديال

ر لهزاز توافقي في الحالة العادية )بدون تشوه( نغيشرود-ني، قمنا بحل معادلة باوليفي الفصل الثا
دية وجدنا الحل لهذا النظام أين حددنا في إطار ميكانيكا الكم غير النسبية في فضاء الزخم، وبحسابات عا

,Ψ(𝑃ودالة الموجة 𝐸𝑛عبارتي الطاقة 𝜑)  المرفقة لها وهذه الأخيرة تعطى بدلالةPolynomials 
Laguerre الترموديناميكية لعبارة الطاقة لتحديد طاقة الحرة، طاقة داخلية، . كما قمنا بدراسة الخصائص

 بدلالة دالة التقسيم. سعة النوعية الحرارية، والانتروبي

دخال التشوهات النظام السابق بإ وفي الفصل الثالث، وهو موضوع عملنا الرئيسي، قمنا بدراسة نفس
دي سيتر في نفس الفضاء. وبنفس الطريقة تم إيجاد عبارة الطاقة المشوه ودالة الموجة -وفقًا لجبر سنايدر

 بمقارنة . في الأخير قمنا(Polynomials Jacobi) كثير حدود جاكوبي المرفقة لها والتي تعطى بدلالة
                   النتائج الخاصة بالطاقات مع الحالة العادية.
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 الفصل الأول

 ين ميكانيك الكم غير النسبي بوجود السب

 ومبدأ الشك لهايزنبرغ الموسع 
 نبذة تاريخية عن معادلة باولي .1.1

كان التكوين الإلكتروني وشرح خطوط انبعاث الذرات في مجال مغناطيسي، الذي لاحظه زيمان 
[Zeeman من الموضوعات الرئيسية في فيزياء الكم الناشئة ،] على 1912 عام في الجدلموضوع و .

والجهود التي بذلها  [Balmer and Rydberg] يدبرغمر ور الرغم من النجاح في شرح سلسلة بال
، كانت [Bohr]لإضفاء الطابع الرسمي على نموذج بور [ around]أرنولد سومرفيلد  ثلفيزيائيون من م

نظرية الكم شبه الكلاسيكية القديمة غير قادرة على تفسير خطوط انبعاث الذرات في المجالات 
 اتنظريمن الفيزيائيين لقبول لعديد ا جهودل الذرية الأخرى، استمرت المغناطسية بالإضافة إلى المشاك

 [Einstein]، الذي كان مساعد أينشتاين [OttoStern]كان اوتوستيرن  جتهدينمن بين الم ،الافتراضاتو 
رر دراسة ق 1911خبرة في انتاج حزم من الذرات. في عام ذو  [Stern]خ، كان ستيرن ر في زيو 

على أدلة على الدوران، ولكن تصور العثور هدفه ديناميكيات الذرات في وجود مجال خارجي، لم يكن 
تكميم الفضاء، كما تم تسميته في تلك الأيام، تكميم العزم المغناطيسي، والذي هو في الأساس نفس تكميم 

، في وجود 𝜇 يالعزم المغناطيس يذرية الكهرومغناطيسية أن الجسيم من المعروف من النظ الزخم الزاوي،
  𝝁.𝑩−قوة مساوية لتدرج طاقته الكامنة يكون تحت تأثير مجال مغناطيسي غير متجانس، 

𝑭 = ∇(𝝁. 𝐁)                                     (1.1) 

𝜇، و �̂�إذا كان المجال على طول المحور =  𝜇𝐵�̂�  القوة المؤثرة على الذرات هي:  فإن 

(1.1                     )            𝐹𝑍 =  𝜇𝐵𝐿�̂�
𝜕𝐵

𝜕𝑍
 

وبالتالي، فإن المسارات التي يمكن أن تتبعها الذرات كانت أكبر عدد ممكن من القيم المحتملة للعدد 
𝑚𝑍بحيث    𝑚𝑍الكمي  = −𝑙,−𝑙 + 1,… , 𝑙 − 1, 𝑙  ثارآ حظةملاتوقع نأن  ناهذا السبب يمكنل 
2𝑙الترتيب +  :1.1، كما هو موضح في الشكل [Stern-Gerlach]في تجربة ستيرن جيرلاش  1
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  [Stern-Gerlach]ستيرن جيرلاش  : تجربة1.1الشكل 

تعمل القوة المغناطيسية لمجال مغناطيسي غير متجانس على انحراف ذرات الفضة التي تتحرك  :تجربة 
السنوات،  مت ملاحظتهما، بدلًا من الثلاثة التي تنبأت بها الحجج النظرية لتلكعبرها. الأثران اللذان ت

 . سبينال فعل أدت إلى اكتشاف

 كثيرًا ولكن حجمه تغير من نقطة إلى أخرى. Bلم يتغير اتجاه 

بعد عدة محاولات، وجدوا أنه ظهر أثران فقط. قدمت هذه النتيجة مزيدًا من الارتباك ولكن أيضًا 
 ، عندما أعاد جودسميث وحلنب1912يدة لتبريرها. لم يكن الأمر كذلك حتى عام حججًا جد

[Goudsmit and Uhlenbeck ،] تفسير تجربة[Stern-Gerlach] ، وقدموا الالكترون كزخم زاوي
هو كمية فيزيائية تتكون من   �̂� جوهري، حتى أصبحت النتائج التجريبية واضحة. إن سبين الالكترون 

𝜇�̂�طول المجال المغناطيسي. مثل الزخم المغناطيسي الجوهري عنصرين على  = 𝑔𝐿
𝑒ℏ

2𝑚𝑐
�̂� الزخم .

، كان كومبتون 1911في عام  .�̂�تناسب مع الحركة الزاوية الجوهريةي 𝜇𝑒المغناطيسي الجوهري 
[Compton] ان الإلكترون، جوهري نصف عدد صحيح لدور الزاوي ال زخمالاقترح إمكانية وجود من ، أول

فكرة دوران الإلكترون. من  ،[Pauli]على باولي ، [Kronig]، اقترح كرونيج 1912أيضا أنه في يبدو 
وجود خاصية كمومية ثنائية القيمة بدون  1912افترض لاحقا في عام  ،[Pauli]المعروف أن باولي 

 الذرة، نفس الأرقام الكمية.  نظير كلاسيكي ومبدأ استبعاد لمنع احتمال أن يكون لإلكترونين، في نفس

 ب:، زخما مغناطسيا جوهريا يعرف 𝜇�̂�إذا كان الالكترون يمتلك، بالإضافة إلى الزخم المداري 

 فرن

ةذرات الفض  

 حقل مغناطيسي

 غير متجانس

يكيتنبؤ الكلاس  
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(1.1                                      )𝜇𝑒 = 𝑔𝑠𝜇𝐵�̂� 

 كامنة:الطاقة تعرف ال

(4.1             )                           𝐸𝑃 = −
𝑩.𝜇𝑒

ℏ
 

لذلك، علينا أن نأخذ في  [Schrödinger] رينغته إلى هاملتوني في معادلة شرودالذي يجب إضاف
 الاعتبار، بالنسبة للذرات في المجال المغناطيسي، المعادلة:

(
−ℏ

2𝑚
∇2 + 𝑔𝐿

𝜇𝐵

ℏ
𝑩�̂� + 𝑔𝑠

𝜇𝐵

ℏ
𝑩. �̂�

𝑞2

𝑐2

𝐵2

4
(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑉(𝒓))∅(𝒓, 𝑠) =

                                             𝐸∅(𝒓, 𝑠) (2.1                                                     )  

 يمثل الكمون. 𝑉(𝑟) حيث

ف إلى درجات الحرية المكانية، ايض Sالزاوي نغر يعتمد على الزخم يإن إدراج مصطلح في معادلة شرود
,𝑟)دوران. هذه الحقيقة، المشار إليها صراحة في الدالة الموجيةال حرية ةودرج 𝑠)الجداء ، تتوافق مع: 

(2.1                            )∅ (𝒓, 𝑠) = 𝜑(𝒓)𝜒(𝑠) 

 المتجه المعتمد على الدوران، المسمى سبين. السبينور χ(𝑠)هي دالة الموجة المعتادة و  φ(𝑟)حيث 

χن تركيبة خطية من حالتين: بشكل عام عبارة ع χو↑ التي تتوافق مع إسقاطات الدوران، الموازية  ↓
 بالمتجهات )السبينورات(: 𝑆𝑍لالذاتية  لدوالمضادة للتوازي مع المجال. عادة ما يتم تمثيل هذه االو 

(7.1)                                                                              {
χ ↑= (1

0
)

χ ↓= (0
1
)

 

 مصفوفات باولي:

(1.1              )𝜎𝑥 = (
0 1
1 0

) ,   𝜎𝑦 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎𝑧 = (
1 0
0 −1

) 

 :[14] من السهل التحقق من ذلك

(9.1                            )𝜎𝑥
2 = 𝜎𝑦

2 = 𝜎𝑍
2 = 𝐼2 = (

1 0
0 1

) 

 الزخم الزاوي:
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الزخم وشعاع حيث ، 𝑚ي الميكانيك الكلاسيكي الزخم الزاوي أو كمية الحركة الزاوية لجسيم له كتلةف
 الموضع يتحرك دائريا حول محور ما يكتب بالعلاقة:

(12.1                                  )�⃗� = 𝑟 × �⃗�  

ا دونها قيمة كمومية. فيمكن أن يكون الزخم الزاوي في ميكانيكا الكم التي تعالج الأنظمة الذرية وم
تكون قيمته عددا صحيحا مضروبا في ثابت بلانك المخفض، ويزداد بمقدار أعداد صحيحة. يعبر عنه 

 في الحسابات الرياضية في ميكانيكا الكم بمؤثر الزخم الزاوي:

 حيث تعطى مركباته في الاحداثيات الكروية بالشكل:

(11.1                            )       𝐿 = iℏ
∂

∂φ
 

 معادلة باولي في ميكانيك الكم. 1.1
تعود معادلة باولي في ميكانيك الكم إلى العالم الفيزيائي النمساوي ولفجانج باولي وهي تصف حركة  

1جسيم ذو عزم مغزلي مساوي 
، مثل الإلكترون يتحرك ببطء في مجال كهرومغناطيسي بحيث تكون ⁄2

 الحركة صغيرتان بالمقارنة بكتلة السكون للإلكترون. كل من طاقة المجال وطاقة

 ر وأجزائها التي تحتوي على مواصفات جسيمات بدون عزم مغزلي:نغيفبالإضافة إلى معادلة شرود

                                 (12.1) 𝐻Ψ = 𝐸Ψ 

ات على الترتيب الطاقة ودالة الموجة، حيث تعطى في الاحداثي E وΨ حيث يمثل كل من
Ψ(𝑟 )الكارتيزية = Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑧)أما ،𝐻  فيمثل الطاقة الكلية، والمعرف في الفيزياء الكمية بالمؤثر

 الهاميلتوني.

(13.1                             )𝐻 =
𝑃2

2𝑚
+ 𝑉(𝑟) 

𝑃وقد أظهر أن استبدال المتجه بمصفوفة = 𝜎𝑃 :يحسب بالعلاقة التالية ، 

(𝜎. �⃗� )(𝜎. �⃗� ) = �⃗� . �⃗� + 𝑖𝜎 . (�⃗� × �⃗� )                    (14.1)   

 (: 11.1ر )نغية الجديدة هي نفسها معادلة شرودتدل هذه العلاقة أنه إذا قمنا بتغيير المتجه فإن المعادل

5.1)1                       ) [
(𝜎𝑃)2

2𝑚
+ 𝑉(𝑟)]Ψ = 𝐸Ψ                               
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 م الحركي من الشكل:خز مجال مغناطيسي خارجي يصبح ال جودولكن عند و 

(6.11                                   )�⃗� = �⃗� − 𝑒𝐴  

 ( بالشكل التالي:12.1وعليه تصبح المعادلة )

(17.1                         )[
(�⃗⃗� .�⃗⃗� )2

2𝑚
+ 𝑉(𝑟)]Ψ = 𝐸Ψ 

= 𝐴حيث �⃗� × 𝑟 . 

 تنتج المعادلة التالية:( نس14.1العلاقة ) ومن

(18.1     )                    (𝜎 . �⃗� )2 = �⃗� . �⃗� + 𝑖𝜎. (�⃗� × �⃗� ) 

= 𝜎ثبحي 𝜎𝑥𝑖 + 𝜎𝑦𝑗 + 𝜎𝑧�⃗�  :تمثل مصفوقات باولي 

= 𝐴 ، وبتعويض عبارة𝑧رالمحو  ولنختار اتجاه المجال المغناطيسي على ط 
𝐵

2
(−𝑦𝑖 + 𝑥𝑗 ) في

 (، نجد:  12.1)

(19.1            )            �⃗� = (𝑃𝑥 +
𝑒𝐵

2
𝑦) 𝑖 + (𝑃𝑦 −

𝑒𝐵

2
𝑥) 𝑗  

 ( نجري الجداء السلمي: 11.1باستخدام العلاقة )

(12.1                     )�⃗� . �⃗� = (𝑃𝑥 +
𝑒𝐵

2
𝑦)

2
+ (𝑃𝑦 −

𝑒𝐵

2
𝑥)

2
 

 ( لنتحصل على: 11.1نقوم بتبسيط العبارة )

(21.1)      �⃗� . �⃗� = (𝑃𝑥
2 + 𝑃𝑦

2) + (
𝑒𝐵

2
)
2
(𝑥2 + 𝑦2) +

𝑒𝐵

2
2(−𝑥𝑃𝑦 + 𝑦𝑃𝑥) 

𝐿𝑍حيث يعرف الزخم الزاوي  = (𝑥𝑃𝑦 − 𝑦𝑃𝑥)  

(22.1)                     �⃗� . �⃗� = 𝑃2 + (
𝑒𝐵

2
)
2
𝑟2 − 𝑒𝐵𝐿𝑍 

 ( نجري الجداء الشعاعي: 11.1استعمال العلاقة )ب

(11.1        )�⃗� × �⃗� = |
𝑖 𝑗 �⃗� 

𝜋𝑥 𝜋𝑦 0

𝜋𝑥 𝜋𝑦 0

| = (𝜋𝑥𝜋𝑦 − 𝜋𝑦𝜋𝑥)�⃗�  
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 بحساب مباشر نجد:

�⃗� × �⃗� = [𝑃𝑥𝑃𝑦 −
𝑒𝐵

2
𝑃𝑥𝑥 +

𝑒𝐵

2
𝑦𝑃𝑦 − (

𝑒𝐵

2
)
2
𝑦𝑥 − (𝑃𝑦𝑃𝑥 +

𝑒𝐵

2
𝑃𝑦𝑦 −

𝑒𝐵

2
𝑥𝑃𝑥 −

                                                             (
𝑒𝐵

2
)
2
𝑥𝑦)] �⃗�                                   (24.1)                                           

 بالتبسيط نتحصل على: 

(12.1       )                         �⃗� × �⃗� = 𝑖ℏ𝑒𝐵  

 (، نتحصل على:11.1( في العلاقة )12.1( و)11.1بتعويض )

(12.1                   )(𝜎 . �⃗� )2 = 𝑃2 + (
𝑒𝐵

2
)
2
𝑟2 − 𝑒𝐵𝐿𝑍 − 𝜎ℏ𝑒𝐵 

 :في ميكانيك الكم بدلالة السبين بالعبارة  𝜎تعرف

(17.1                )                       𝜎 =
2

ℏ
S⃗  

 ( نجد:12.1( في المعادلة )17.1بتعويض العلاقة )

(11.1                 )(𝜎 . �⃗� )2 = 𝑃2 + (
𝑒𝐵

2
)
2
𝑟2 − 𝑒𝐵. 𝐿𝑍 − 2𝑒𝐵. 𝑆 

  ر من الشكل التالي:نغيشرود-ي الأخير إلى معادلة باوليلنصل ف

(19.1            )[
1

2𝑚
(𝑃2 + (

𝑒𝐵

2
)
2
𝑟2 − 𝑒𝐵. 𝐿𝑍 − 2𝑒𝐵. 𝑆) + 𝑉(𝑟)]Ψ = 𝐸Ψ 

  دي سيتر -سنادير ميكانيكا الكم المشوهة في نموذج أهم علاقات. 1.1
حالة ثلاثية الأبعاد من الالمشوه في  هايزنبرغ جبر يعرفغير النسبي،  Snyder-de Sitter في نموذج

 : [12[ ]11[ ]12] خلال علاقة التبديل التالية

(12.1       )[𝑋𝑖 , 𝑃𝑗] = iℏ(𝛿𝑖𝑗𝛼1𝑋𝑖𝑋𝑗 + 𝛼2𝑃𝑖𝑃𝑗 + √𝛼1𝛼2(𝑋𝑖𝑃𝑗 + 𝑃𝑖𝑋𝑗)) 

(11.1              )[𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 𝑖ℏ𝛼2𝜉𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘 , [𝑃𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ𝛼2𝜉𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘   

يدر، على التوالي، اسيتر وجبر سن فضاء دي تمتغيرات موجبة صغيرة تحدد التشوها 𝛼2و 𝛼1ثحي
𝐿𝑘و = 휀𝑖𝑗𝑘𝑋𝑖𝑃𝑗  د:الزخم الزاوي الذي يحقق الجبر المعتامؤثر يشير إلى  

(11.1     )[𝐿𝑖𝑋𝑗] = 𝑖ℏ휀𝑖𝑗𝑘𝑋𝑘 , [𝐿𝑖 , 𝑃𝑗] = 𝑖ℏ휀𝑖𝑗𝑘𝑃𝑘 , [𝐿𝑖 , 𝐿𝑗] = 𝑖휀𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘 
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 :هايزينبرغ لى علاقاتإ( 12.1ل )بنفس الطريقة كما في ميكانيكا الكم العادية، تؤدي علاقة التبدي

∆𝑋𝑖∆𝑃𝑗 =
ℏ

2
(𝛿𝑖𝑗 + 𝛾𝑖𝑗 + 𝛼1(∆𝑋𝑖)

2 + 𝛼2(∆𝑃𝑖)
2 − 2√𝛼1𝛼2∆𝑋𝑖∆𝑃𝑖), 

     𝑖 = 1,2,3                                      (31.1) 

= 𝛾𝑖𝑗حيث (√𝛼1(𝑋𝑖) + √𝛼2(𝑃𝑗))
2
≥ 0 

 إلى ظهور حد أدنى من عدم اليقين في قياس الموضع بالإضافة إلى الزخم: (31.1ة )تشير العلاق

(34.1         )(∆𝑋)𝑚𝑖𝑛 = ℏ√
𝛼2(1+𝛾)

1+2ℏ√𝛼1𝛼2
 ,   (Δ𝑃)𝑚𝑖𝑛 = ℏ√

𝛼1(1+𝛾)

1+2ℏ√𝛼1𝛼2
 

𝑋𝑖 و𝑃𝑖،ثرات غير التبادليةؤ الم تؤدي إلى إعادة Snyder-de Sitter (12.1 ) رجب تخدمالتي    
نيكية الميكا ( في الموضع وفضاء الزخم. من أجل دراسة المشكلات11.1قياس علاقة عدم اليقين )

علاقات التبديل المعتادة لميكانيكا  تخدممما  𝑥𝑖 و𝑝𝑖ثرينؤ ثرين كدوال للمؤ الم هذينالكمومية، فإننا نمثل 
، 𝑋𝑖 و𝑃𝑖 (، لا يوجد فضاء أو تمثيل للزخم. نكتب11.1الكم العادية. ولكن بسب العلاقات غير التبادلية )

 لات:يلات التالية ونستخدم مصطلح ''تمثيل الزخم" لهذه التحو يالتحو  مع ،𝑝𝑖��و 𝑝𝑖وفقا ل

(35.1           )𝑃𝑖 = −𝑖ℏ√
𝛼1

𝛼2
√1 − 𝛼2𝑝

2𝜕𝑝𝑖 + (1 − 𝜆)
𝑝𝑖

√1−𝛼2𝑝
2

 

(36.1               )𝑋𝑖 = 𝑖ℏ√1 − 𝛼2𝑝
2𝜕𝑝𝑖 + 𝜆√

𝛼2

𝛼1

𝑝𝑖

√1−𝛼2𝑝
2

 

,𝛼2√ /1−[تتغير في المجال  𝑝 حيث 1/√𝛼2 [و𝜆.هوثابت حقيقي عشوائي 
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 الفصل الثاني
 معادلة باولي للهزاز التوافقي 

 في فضاء الزخم العادي
 قدمةم .1.1
لا و في جميع جوانب الفيزياء.  الأساسية في مجال الفيزياء وموجودلأنظمة ر الهزاز التوافقي أحد ايعتب

يزال السبب غير معروف لنا، لكن من الطبيعي جدا بالنسبة لنا أن نفهم أنه عندما يتم إثارة النظام من 
لتي يعمل بها الهزاز التوافقي حالة الطاقة الدنيا مرة أخرى، يميل النظام إلى التأرجح. هذه هي الطريقة ا

[. 12أيضا ] بالمعنى الكلاسيكي. ومن ثم، فإن الأمر يستحق البحث عن مثل هذا النظام في عالم الكم
 كانيكاميال لهزاز التوافقيمثلما يصف ا كمال از التوافقي الكمومي في ميكانيكاالهز  وبالتالي، يصف

 بشكل أساسي على أساس ثلاثة أسباب: يختلف الهزاز التوافقي الكلاسيكي  ،ةالكلاسيكي

أولا، حالة الطاقة الدنيا لهزاز التوافقي الكمومي غير الصفرية بسبب وجود تقلبات نتيجة لمبدأ عدم 
 [.17اليقين لهايزنبرغ ]

𝐴−ثانيا، يمكن العثور على جسيم في جهد الهزاز التوافقي الكمومي خارج المجال ≤ 𝑥 ≤ +𝐴  مع
 احتمال غير الصفري.

ثا، توزيعات الكثافة الاحتمالية لهزاز كمي في حالة الطاقة المنخفضة هي الأكبر عند وسط البئر ثال
 ثيرتأ[. يستخدم بشكل شائع كنموذج لدراسة اهتزازات الجسيمات الذرية والجزيئات تحت 26الكموني ]

ا الكم التي لها أحد النماذج القابلة للحل بالضبط في مجال ميكانيك عدمثل الجهد الذي ي الكلاسيكي هزازال
حلول في شكل كثيرات حدود هيرميتية ويمكن تعميمها على أبعاد. لا يقتصر تطبيقه على دراسة الجزيء 

[، ولكنه في الواقع يمتد ليشمل مجالات مختلفة من الفيزياء، على سبيل 19ثنائي الذرة البسيط فقط ]
عقدة، نظرية السعة الحرارية، كمحرك حراري المثال. في دراسة الأنماط المعقدة للاهتزاز في الجزيئات الم

 [، إلخ12ديناميكي حراري ]

في هذا الفصل سنقوم بدراسة معادلة باولي بوجود الهزاز التوافقي ثنائي البعد من أجل إيجاد طيف 
الطاقة ودالة الموجة المرفقة له باستعمال طريقة مباشرة في الحساب. وفي الأخير نقيم الخصائص 

 ام المدروس.الحرارية للنظ



 العادي معادلة باولي للهزاز التوافقي في فضاء الزخم                       الفصل الثاني                    

13 
 

 
 [26تمثيل معمم لهزاز الكم التوافقي ] (:1.1الشكل )

 حل معادلة باولي بوجود الهزاز التوافقي .1.1
معادلة تعتمد دراسة نظام مجهري على حل معادلة تفاضلية غير نسبية، وفي دراستنا هذه سنقوم بحل 

  .ر للهزاز التوافقي ثنائي الابعادنغيشرود-باولي

 ون كالتالي: حيث تكتب عبارة الكم

(1.1                         )𝑉(𝑥, 𝑦) =
1

2
𝑚𝜔2(𝑥2 + 𝑦2) =

1

2
𝑚𝜔2𝑟2 

 (:1.1وبالتالي نكتب معادلة باولي بالاعتماد على المعادلة )

(1.1               )               [
(�⃗⃗� .�⃗⃗� )2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑟2]Ψ = 𝐸Ψ 

 ( نجد:1.1( وبالتعويض في )11.1لمعادلة )انطلاقا من ا 

(1.1           )[
1

2𝑚
(𝑃2 + (

𝑒𝐵

2
)
2
𝑟2 − 𝑒𝐵. 𝐿𝑍 − 2𝑒𝐵. 𝑆) +

1

2
𝑚𝜔2𝑟2]Ψ = 𝐸Ψ 

 وبالتبسيط نتحصل على:

(4.1       )[𝑃2 + ((
𝑒𝐵

2
)
2
+ 𝑚2𝜔2) 𝑟2 + 𝑒𝐵𝐿𝑍 − 2𝑒𝐵𝑆𝑍 − 2𝑚𝐸]Ψ(�⃗� ) = 0 

 ستعمل الاحداثيات القطبية: ( ن4.1من أجل حل النظام )

(2.1                          )𝑃𝑥 = 𝑃 cos𝜑 ;  𝑃𝑦 = 𝑃 sin𝜑 
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 ( نجد: 2.1باشتقاق )

(2.1                ){
𝑃𝑥 = 𝑃 cos𝜑
𝑃𝑦 = 𝑃 sin𝜑 ⇒ {

𝑑𝑃𝑥 = cos𝜑 𝑑𝑃 − 𝑃 sin𝜑 𝑑𝜑
𝑑𝑃𝑦 = sin𝜑 𝑑𝑃 + 𝑃 cos𝜑 𝑑𝜑

 

 ليكن:

(7.1                            )𝑑𝐹(𝑃, 𝜑) =
𝜕𝑓

𝜕𝑃
𝑑𝑃 +

𝜕𝑓

𝜕𝜑
𝑑𝜑  

,𝑑𝐹(𝑃𝑥 من جهة أخرى لدينا 𝑃𝑦) = 𝑑𝐹(𝑃, 𝜑)بالتالي ،: 

(1.1                      ){
𝑑𝑃 = cos𝜑 𝑑𝑃𝑥 + sin𝜑 𝑑𝑃𝑦

𝑑𝜑 = −
1

2
sin𝜑 𝑑𝑃𝑥 +

1

2
cos𝜑 𝑑𝑃𝑦

 

 نجد:وبالتبسيط ( 7.1)في ( 1.1نعوض )

(9.1  )𝑑𝐹(𝑃, 𝜑) = (cos𝜑
𝜕

𝜕𝑃
−

1

𝑃
sin𝜑

𝜕

𝜕𝜑
) 𝑑𝑃𝑥 + (sin𝜑

𝜕

𝜕𝑃
+

1

𝑃
cos𝜑

𝜕

𝜕𝜑
) 𝑑𝑃𝑦 

 : حيث
𝜕

𝜕𝑃𝑥
= cos𝜑

𝜕

𝜕𝑃
−

1

𝑃
sin𝜑

𝜕

𝜕𝜑
                              (𝑎. 10.2) 

𝜕𝑦

𝜕𝑃𝑦
= sin𝜑

𝜕

𝜕𝑃
+

1

𝑃
cos𝜑

𝜕

𝜕𝜑
                              (𝑏. 10.2) 

 : في الفيزياء الكمية، الموضع عبارة عن مؤثر كمي يكتب بالشكل

(11.2                  )𝑟2 = −ℏ2∆= −ℏ2∇2= −ℏ2 (
𝜕2

𝜕𝑃𝑥
2 +

𝜕2

𝜕𝑃𝑦
2) 

 2∇[ Nablaهو مربع المؤثر نابلا ] ∆[Laplacianحيث المؤثر لابلاسيان ]

 (a.10.2) ( نقوم بحساب المشتقات الجزئية للمؤثر نابلا بالاعتماد على المعادلتين11.1من )
 لنتحصل على:  (b.10.2)و

𝜕2

𝜕𝑃𝑥
2 𝑓 =

∂

∂𝑃𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑃𝑥
) = cos2 𝜑

𝜕2

𝜕𝑃2
+

sin2 𝜎

𝑃

𝜕

𝜕𝑃
−

2 cos𝜑 sin𝜑

𝑃

𝜕2

𝜕𝑃𝜕𝜑
+

                                              
2cos𝜑 sin𝜑

𝑃2

𝜕2

𝜕𝑃𝜕𝜑
+

sin2 𝜑

𝑃2

𝜕2

𝜕𝑃2
(.111)                            

 وبنفس الطريقة نجد:   
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𝜕2

𝜕𝑃𝑦
2 f =

∂

∂𝑃𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑃𝑦
) = sin2 𝜑

𝜕2

𝜕𝑃2
−

2 cos𝜑 sin𝜑

𝑃2

𝜕2

𝜕𝑃𝜕𝜑
+

cos2 𝜑

𝑃

𝜕

𝜕𝑃
+

                                                      
2cos𝜑 sin𝜑

𝑃

𝜕2

𝜕𝑃𝜕𝜑
+

cos2 𝜑

𝑃2

𝜕2

𝜕𝑃2
(.111                     )  

 ( نجد:  11.1في المعادلة ) ا( وتبسيطهما، ثم نقوم بتعويضيهم11.1( و)11.1بجمع العلاقتين )

(14.1                     )𝑟2 = −ℏ2 (
𝜕2

𝜕𝑃2
+

1

𝑃

𝜕

𝜕𝑃
+

1

𝑃2

𝜕2

𝜕𝜑2) 

 خواص ميكانيك الكم: نعلم من

𝐿𝑍 = iℏ
∂

∂φ
      𝑆𝑍Ψ = ℏ𝑚𝑠Ψ    𝑚𝑒 = 0,±1,±⋯   𝑚𝑠 = ±

1

2
 

 :( وباستعمال خواص ميكانيك الكم نكتب معادلة باولي في الفضاء القطبي4.1في ) 𝑟2وبتعويض

[(
𝑒2𝐵2

4
+ 𝑚2𝜔2) (−ℏ2) (

𝜕2

𝜕𝑃2
+

1

𝑃

𝜕

𝜕𝑃
+

1

𝑃2

𝜕2

𝜕𝜑2) + 𝑃2 − 𝑖𝑒𝐵ℏ
∂

∂φ
− 2𝑒𝐵ℏ𝑚𝑆 −

                                                            2𝑚𝐸]Ψ = 0 (.112                                   )  

 : التالية ل المتغيراتباستعمال عبارة فص

(16.2                   )Ψ(�⃗� ) = Ψ(𝑃, 𝜑) = 𝑒−𝑖𝑚𝑙𝜑 . 𝑅𝑚𝑙

𝜏 (𝑃). 𝜒𝜏 

 تصبح معادلة من الشكل:

[−ℏ2 (
𝑒2𝐵2

4
+ 𝑚2𝜔2) (

𝑑2

𝑑𝑃2
+

1

𝑃

𝑑

𝑑𝑃
+

𝑚𝑙

𝑃2) + 𝑃2 + 𝑒𝐵ℏ𝑚𝑙 − 𝑒𝐵ℏ𝜏 −

                                        2𝑚𝐸]𝑅𝑚𝑙

𝜏 (𝑃) = 0 (.171                                          )  

�̃�نضعلتسهيل الحساب  =
𝑒𝐵

2𝑚
휀𝜏و  = 2𝑚𝐸 − 2𝑚ℏ�̃�(𝑚𝑙 − 𝜏): 

(11.1    )[− (
𝑑2

𝑑𝑃2
+

1

𝑃

𝑑

𝑑𝑃
−

𝑚𝑙
2

𝑃2 )𝑚2ℏ2(�̃�2 + 𝜔2) + 𝑃2 − 휀𝜏] 𝑅𝑚𝑙

𝜏 (𝑃) = 0 

𝑚2ℏ2(�̃�2−بالقسمة على + 𝜔2): 

(19.1       )[
𝑑2

𝑑𝑃2
+

1

𝑃

𝑑

𝑑𝑃
−

𝑚𝑙
2

𝑃2
−

𝑃2

𝑚2ℏ2(�̃�2+𝜔2)
+

𝜏

𝑚2ℏ2(�̃�2+𝜔2)
] 𝑅𝑚𝑙

𝜏 (𝑃) = 0 

𝑅𝑚𝑙ةدالال حويلت( فإننا نقترح 19.1)المعادلة  للح

𝜏 (𝑃) =
1

√𝑃
𝑓𝑚𝑙

𝜏 (𝑃)  :ما يعطينا كالآتي 

    𝑑𝑅

𝑑𝑃
= −

1

2
𝑃−2

3⁄ 𝑓 +
1

√𝑃

𝑑𝑓

𝑑𝑃
= −

1

2𝑃√𝑃
+

1

√𝑃

𝑑

𝑑𝑃
=

1

√𝑃
(

𝑑

𝑑𝑃
−

1

2𝑃
) 𝑓(𝑃) 

𝑑2𝑅

𝑑𝑃2
=

1

√𝑃
(

𝑑2

𝑑𝑃2
−

1

𝑃

𝑑

𝑑𝑃
+

3

4𝑃2) 𝑓 (.112                        )  



 العادي معادلة باولي للهزاز التوافقي في فضاء الزخم                       الفصل الثاني                    

16 
 

 ( نحصل على:                                                                                           19.1( في )12.1بتعويض العبارات )

(11.1             )[
𝑑2

𝑑𝑃2
−

(𝑚𝑙
2−

1

4
)

𝑃2
−

𝑃2

𝑚2ℏ2(�̃�2+𝜔2)
+

𝜏

𝑚2ℏ2(�̃�2+𝜔2)
] 𝑓𝑚𝑙

𝜏 (𝑃) = 0 

𝑎2عنضلتسهيل الحساب  = 𝑚ℏ√�̃�2 + 𝜔2 ونضع التغيير التالي𝜌 =
𝑃2

𝑎2
:               

(11.1    )                              𝑑𝜌 =
2

𝑎2
𝑃𝑑𝑃 

                                     𝑑

𝑑𝑃
=

𝑑𝜌

𝑑𝑃

𝑑

𝑑𝜌
=

2𝑃

𝑎2

𝑑

𝑑𝜌
 

            𝑑2

𝑑𝑃2
=

𝑑

𝑑𝑃
(
2𝑃

𝑎2

𝑑

𝑑𝜌
) =

2

𝑎2 (
𝑑

𝑑𝜌
+ 𝑃

𝑑

𝑑𝑃

𝑑

𝑑𝜌
) =

2

𝑎2 (
𝑑

𝑑𝜌
+ 𝑃 (

2𝑃

𝑎2)
𝑑2

𝑑𝜌2) 

(11.1                     )=
4𝑃2

𝑎4

𝑑2

𝑑𝜌2
+

2

𝑎2

𝑑

𝑑𝜌
=

4𝜌

𝑎2

𝑑2

𝑑𝜌2
+

2

𝑎2

𝑑

𝑑𝜌
 

 لنحصل على:

(14.1             )[
4𝜌

𝑎2

𝑑2

𝑑𝜌2
+

2

𝑎2

𝑑

𝑑𝜌
−

(𝑚𝑙
2−

1

4
)

𝜌𝑎2
−

𝜌𝑎2

𝑎4
+

𝜏

𝑎4] 𝑓(𝜌) = 0 

 وبالتالي:

(12.1               )[
𝑑2

𝑑𝜌2
+

1

2

𝑑

𝑑𝜌
−

(𝑚𝑙
2−

1

4
)

4𝜌
−

𝜌

𝑎4
+

𝜏

4𝑎2] 𝑓(𝜌) = 0 

(12.1                              )𝑓(𝜌) = 𝜌𝑘 . 𝑒
−𝜌

2⁄ . 𝑤(𝜌) 

 ة.عشوائي k لتكن قيمة

 مع:
𝑑𝑓(𝜌)

d𝜌
= 𝜌𝑘𝑒

−𝜌
2⁄ (

𝑑

𝑑𝜌
+

𝑘

𝜌
−

1

2
)𝑤(𝜌) 

𝑑2𝑓(𝜌)

𝑑𝜌2
= 𝜌𝑘𝑒

−𝜌
2⁄ (

𝑑2

𝑑𝜌2
+ (

2𝑘

𝜌
− 1)

𝑑

𝑑𝜌
+ (

𝑘(𝑘−1)

𝜌2
−

𝑘

𝜌
+

1

4
))𝑤(𝜌)        (27.2)  

 ( نجد:                               12.1( في)17.1بتعويض عبارتي )

(𝜌
𝑑2

𝑑𝑃2
+ (2𝑘 +

1

2
− 𝜌)

𝑑

𝑑𝜌
+

1

𝜌
(𝑘2 −

𝑘

2
−

(𝑚𝑙
2−

1

4
)

4𝜌
) + (

𝜏

4𝑎2
− 𝑘 −

1

4
))𝑤(𝜌) = 0  

                                                                                              (28.2) 
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1وبالتالي نعدم معامل  Laguerre associée شكل المعادلة التفاضلية للحصول على 𝑘 نثبت قيمة

𝜌
في 

 :(28.2المعادلة التفاضلية )

𝑘2 −
𝑘

2
−

(𝑚𝑙
2−

1

4
)

4𝜌
= 0                              (29.2) 

 بوضع مميز المعادلة أعلاه مساويا للصفر:     𝑘 ىيمكن الحصول عل

Δ =
1

4
+ 4𝛼 =

1

4
+ 𝑚𝑙

2 −
1

4
 

(12.1                            ){
𝑘1  =

1

2
(
1

2
+

𝑚𝑙

2
)  مقبول

 𝑘2 =
1

2
(
1

2
−

𝑚𝑙

2
) مرفوض 

 

 :مقبولة 𝑘( من أجل قيمة11.1لتصبح المعادلة )

(𝜌
𝑑2

𝑑𝜌2
+ (2𝑘 +

1

2
− 𝜌)

𝑑

𝑑𝜌
+ +(

𝜏

4𝑎2
−

1

2
(𝑚𝑙 + 1)))𝑤(𝜌) = 0         (31.2) 

𝑛الشرطمع تحقيق  =
𝜏

4𝑎2
−

1

2
(𝑚𝑙 +  ، من أجل إيجاد طيف الطاقة:(1

(11.1                         )휀𝜏 = 4𝑎2 (𝑛 +
1

2
(𝑚𝑙 + 1)) 

 المذكورتين سابقا، نتحصل على:   휀𝜏و 𝑎2يوباستعمال عبارت

(11.1           )𝐸𝑛,𝑚𝑙
= ℏ√�̃�2 + 𝜔2(2𝑛 + 𝑚𝑙 + 1) + ℏ�̃�(𝑚𝑙 − 𝜏) 

 يمكننا مناقشة طيف الطاقة المتحصل عليه كما يلي:

 (، نجد عبارة الطاقة كالتالي: B=0في غياب الحقل المغناطيسي ) -
(14.1        )                   𝐸𝑛,𝑚𝑙

= ℏ𝜔(2𝑛 + 𝑚𝑙 + 1) 

 تكتب دالة الموجة في النظام المدروس بالشكل التالي:

(12.1        )                   𝑤(𝜌) = 𝐶𝐹1(−𝑛,𝑚𝑙 + 1, 𝜌) 

 ( على النحو الاتي12.1التالي يمكننا كتابة المعادلة )وب

𝑓(𝑃) = 𝐶𝑒
−

𝑃2

2𝑎2 (
𝑃

𝑎
)
2𝑘

𝐹1 (−𝑛,𝑚𝑙 + 1,
𝑃2

𝑎2)                  (36.2) 

𝑅𝑚𝑙ومنه يصبح شكل الدالة

𝜏 (𝑃) بالشكل الموالي 
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𝑅𝑚𝑙

𝜏 (𝑃) =
𝐶

𝑎2𝑘
𝑒

−
𝑃2

2𝑎2𝑃
2𝑘−1

2 𝐹1 (−𝑛,𝑚𝑙 + 1,
𝑃2

𝑎2)                  (37.2) 

 :Ψ(𝑃,𝜑)ومنه نكتب الشكل العام لدالة الموجة

Ψ(𝑃,𝜑) =
𝐶

𝑎2𝑘
𝑒

−
𝑃2

2𝑎2𝑃2𝑘−
1

2𝐹1 (−𝑛,𝑚𝑙 + 1,
𝑃2

𝑎2) 𝑒−𝑖𝑚𝑙𝜑𝜒𝜏        (38.2) 

 ثابت العيارية. 𝐶حيث

 الخصائص الترموديناميكية: .1.1
الخصائص الديناميكية الحرارية لمعادلة باولي للهزاز التوافقي عند درجة  ةسادر سنقوم بفي هذا القسم، 

ثم نستخدم التعريف  ،Tحرارة محدودة. لهذا، نعتبر أن النظام في حالة توازن عند درجة حرارة ثابتة، 

 المعروف لدالة التقسيم:

(39.2                             )𝑍(𝑇) = ∑ 𝑒𝛽(𝐸𝑛−𝐸0)∞
𝑛=0 

βحيث: =
1

𝐾𝐵𝑇
 هو ثابت بولتزمان. 𝐾𝐵و 

 يمكن التعبير عنها: (33.2عبارة الطاقة المحصل عليها في معادلة )

𝐸𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝜆                                   (40.2) 

𝛼حيث: = 2ℏ√�̃�2 + 𝜔2 و𝜆 = ℏ√�̃�2 + 𝜔2(𝑚𝑙 + 1) + ℏ�̃�(𝑚𝑙 − 𝜏) 

𝐸0هي طاقة الحالة الأساسية، أي 𝐸0ا لاننظرً  = 𝜆فإننا نجد على الفور ،𝐸𝑛 − 𝐸0 = 𝛼𝑛   

 :ملذلك فإننا نعبر عن دالة التقسي

(41.2                           )𝑍(𝑇) = ∑ 𝑒−𝛽𝛼𝑛∞
𝑛=0 

 :[Euler-Maclaurin] ماكلوران-من أجل حساب دالة التقسيم، اولر

(42.2     )   ∑ 𝑓(𝑛) =
1

2
𝑓(0)∞

𝑛=0 + ∫ 𝑓(𝑥)
∞

0
𝑑𝑥 − ∑

1

(2𝑝)
𝐵2𝑝𝑓

(2𝑝−1)(0)∞
𝑝=1 
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𝐵2إلى أعداد برنولي𝐵2𝑝حيث يشير  =
1

6
 ،𝐵4 =

1

30
  

2𝑝)إلى مشتق برتبة 𝑓(2𝑝−1)هنا تشير −  حصل على:تنل ،(1

∫ 𝑓(𝑥)
∞

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑒−𝛽(𝛼𝑥)∞

0
𝑑𝑥 =

1

𝛽𝛼
                    (43.2) 

𝑓(1)(0) = −𝛽𝛼                                          

𝑓(3)(0) = −𝛽3𝛼3                                (44.2) 

 :[11] بذلك نحصل على دالة التقسيم بالشكل التالي

(42.1                         )𝑍(𝜏) =
1

2
+

𝜃

𝛼
+

𝛼

12𝜃
−

𝛼3

120𝜃3
 

𝜃 حيث =
1

𝛽
. 

ωباستعمال الوحدات التالية:  = ℏ = 𝑚 = 𝑒 = 𝐾𝐵 = 1 

B أخذ قيم شدة المجال المغناطيسيو  = 0T ; B = 1T ; B = 3T ; B = 6T  

WOLFRAM MATHEMATICA 11.3من أجل رسم منحنيات دالة التقسيم نستخدم برنامج 

 

 WOLFRAM MATHEMATICA 11.3برنامج (: 1.1الشكل )
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 ويمكننا كتابة دالة التقسيم في البرنامج بالشكل التالي:

 

  MATHEMATICAدالة التقسيم في برنامج  عبارة(: 1.1الشكل )

 في نفس الوقت نتحصل على: Ctrl + Entréeوبالضغط على  

 

       𝐵من أجل قيم مختلفة للحقل المغناطيسي 𝑇بدلالة درجة الحرارة 𝑍دالة التقسيم (:2.1الشكل )

 𝐵في مختلف القيم للحقل المغناطيسي 𝑇بدلالة الحرارة 𝑍( تغيرات دالة التقسيم4.1يمثل الشكل )

     . 𝑍حيث نلاحظ أنه بزيادة درجة الحرارة وقيم الحقل المغناطيسي تتناقص دالة التقسيم

على الطاقة الحرة من  ليمكننا الحصو  التقسيم لتقييم الدوال الحرارية، في البدايةدالة بعد ذلك نستخدم 

 :العبارة التالية خلال



 العادي معادلة باولي للهزاز التوافقي في فضاء الزخم                       الفصل الثاني                    

21 
 

(42.1                                  )𝐹 = −𝜃𝑙𝑛(𝑍) 

 

       𝐵من أجل قيم مختلفة للحقل المغناطيسي 𝑇بدلالة درجة الحرارة 𝐹طاقة الحرة (:2.1الشكل )

للحقل ن أجل قيم مختلفة م 𝑇بدلالة الحرارة 𝐹 الطاقة الحرة  ( تغيرات دالة2.1يمثل الشكل )

وشدة طرديا مع زيادة كل من درجة الحرارة تتناسب  طاقة الحرةزيادة قيم الحيث نلاحظ أنه  𝐵المغناطيسي

     . الحقل المغناطيسي

 عبارة التالية: ثم نقوم بحساب الطاقة الداخلية من خلال

(47.1                  )𝑈 = 𝜃2 𝜕𝑙𝑛(𝑍)

𝜕𝜃
=

120𝜃5−10𝛼2𝜃3+3𝛼4𝜃

60𝛼𝜏𝜃3+120𝜃4+10𝛼2𝜃2−𝛼4
 

 

       𝐵من أجل قيم مختلفة للحقل المغناطيسي 𝑇بدلالة درجة الحرارة طاقة الداخلية (:2.1الشكل )

 𝐵في مختلف القيم للحقل المغناطيسي 𝑇بدلالة الحرارة 𝑈( تغيرات طاقة الداخلية2.1يمثل الشكل )
    حيث نلاحظ أنه بزيادة درجة الحرارة وقيم الحقل المغناطيسي تتناقص طاقة الداخلية. 
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 بعد ذلك، نقوم بتقييم السعة الحرارية النوعية نتحصل على:

(41.1      )𝐶

𝐾𝐵
=

𝜕𝑈

𝜕𝜃
=

(14400𝜃8+14400𝛼𝜃7+4800𝛼2𝜃6−1780𝛼4𝜃4−360𝛼5𝜃3−3𝛼8)

(60𝛼𝜃3+120𝜃4+10𝛼2𝜃2−𝜃4)2
 

 

  𝐵من أجل قيم مختلفة للحقل المغناطيسي 𝑇درجة الحرارةلالة دب 𝐶السعة الحرارية النوعية (:2.1لشكل )ا

في مختلف القيم للحقل  𝑇بدلالة الحرارة 𝐶السعة الحرارية النوعية( تغيرات 7.1يمثل الشكل )

قيم الحقل مع  وتتناسب عكسيا تتناسب طرديادرجة الحرارة قيم حيث نلاحظ أنه بزيادة  𝐵المغناطيسي

 .المغناطيسي

         الحقل المغناطيسي على حركة الجسيمات الناتج عن وجود يفسر وجود ظاهرة حجز وقيد ماوهذا 

 التالية: أخيرا، نتحصل على عبارة الانتروبيو 

(49.1     )𝑆

𝐾𝐵
= −

𝜕𝐹

𝜕𝜃
= 𝑙𝑛 (

1

2
+

𝜏

𝛼
+

𝛼

12𝜃
−

𝛼3

120𝜃3) + (
120𝜃4−10𝛼2𝜃2+3𝛼4

60𝛼𝜃3+120𝜃4+10𝛼2𝜃2−𝛼4) 
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   𝐵من أجل قيم مختلفة للحقل المغناطيسي 𝑇بدلالة درجة الحرارة 𝑆الانتروبيدالة (: 2.1الشكل )

 𝐵في مختلف القيم للحقل المغناطيسي 𝑇بدلالة الحرارة 𝑆الة الانتروبي( تغيرات د1.1يمثل الشكل )    
 . الانتروبيحيث نلاحظ أنه بزيادة درجة الحرارة وقيم الحقل المغناطيسي تتناقص دالة 

قل متناسبة طرديا مع قيم الح (𝑆يدالة الانتروب)عند انعدام  𝑇𝑐الحرجةإزاحة لدرجة الحرارة مع وجود 
  .المغناطيسي

       



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثالث
لمشوه م اولي للهزاز التوافقي في فضاء الزخمعادلة با

 دي سيتر-بجبر سنايدر
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 الفصل الثالث 1

 معادلة باولي للهزاز التوافقي 

 دي سيتر-بجبر سنايدر في فضاء الزخم المشوه

 مدخل1.3 
بأنها خاصية هندسة الزمكان. علمًا أنه بالنسبة للكون،  أين توصف ،للجاذبية هي نظرية نسبية العامةال

)رباعي البعد، ثلاث أبعاد المكان + الزمن( وينتج عن  4Dوُجد أن الكتلة التي فيه تسبب انحناء الزمكان 
 (.ذلك قوة جاذبة تعمل على تقريب الكون من بعضه )تميل لإبطاء معدل التوسع العالمي

يمكن أن يكون هناك سبب آخر لانحناء الزمكان، وهو ما يسمى الثابت الكوني. هذا جزء من مصطلح 
كون معدومة. . لي1991نشتاين للجاذبية التي تم اعتباره بشكل عام حتى عام آخر في معادلة حقل آي

لكن  بشكل عام من أي حسابات نسبية عامة. عامًا أو نحو ذلك، تم حذفه 12بل وهكذا، حتى ق
 طلح ليس معدومًا.الملاحظات الفلكية منذ ذلك الوقت كشفت أن هذا المص

 التشوه في الفيزياء الكمية:

تمديدا لنظرية المجال الكمومي إلى الزمكان المنحني الذي يمكن اعتباره أول تقريب للجاذبية الكمية. 
 ة الكامنة في نظريات النموذجلانهايفقد اجتذب اهتمامًا كبيرًا نظرًا لوجود دوافع قوية لامتصاص ال

. في مثل هذه الحالة من الزمكان المنحني، نتعامل مع هيكل مضطرب من قبل مجال الجاذبية. سيالقيا
[ حيث القياسات في ميكانيك الكم Snyderهذه التعديلات يمكن العثور عليها أيضا في نموذج سنايدر ]

[. حيث يعتبر هذا النموذج بمقياس 11( ]GUPمعمم )الغير تبادلية يمكن أن يحكمها مبدأ عدم اليقين ال
طول أساسي من المفترض أن يكون من رتبة طول بلانك، وهذا ما يعادل لحد الأدنى من عدم اليقين في 

[ نظرًا لوجود العديد من الحجج التي تبين أن الجاذبية الكمية تنطوي أيضًا 12[ ]12[ ]14قياس الموضع ]
[، فإن قدرًا كبيرًا من الجهود تم Planckللقياس وفقًا لترتيب طول بلانك ] على أدنى من الطول القابل

 .[17( ]EUPتخصيصها لتمديد دراسة ميكانيكا الكم إلى الزمكان المنحني عبر مبدأ عدم اليقين الممتد )
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 دي سيتر-سنايدر الحل الدقيق لمعادلة باولي بوجود الهزاز التوافقي في فضاء .1.1
ر المشوهة التي تصف الجسيم المغزلي المشحون غير النسبي مع غنيودشر -معادلة باولي تعطى

محصورة في المجال الكهرومغناطيسي الخارجي وذلك في وجود الهزاز التوافقي في فضاء الزخم  𝑚كتلته
 :(11.1( و )11.1هة المذكورة في الفصل الأول )الأبعاد مع علاقات التبديل المشو  ثنائي

(1.1                  )     (
(𝜎π)2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝒓𝟐)Ψ(𝐏) = 𝐸Ψ(P) 

( 7.1الموضحة في العبارة ) (𝜓2 ,𝜓1)مركبتينالعلى تحتوي  Ψ(𝑷)هنا الدالة الموجيةنلاحظ 
πبينما( 1.1المذكورة في العبارة ) σومصفوفات باولي = 𝐏 − 𝑒𝐀  .تعرف بالزخم الحركي 

(𝜎π)2 = π2 + 𝑖𝜎(π × π) (1.1 )                               

 ويتم تثبيت المقياس على النحو التالي:𝑧 رالمحو  ولللتبسيط، نختار اتجاه المجال المغناطيسي على ط   

(1.1                            )𝑨 = 
1

2
𝑩 × 𝒓 =

𝐵

2
(−𝒚, 𝒙, 𝟎) 

 .شدة الحقل المغناطيسي تمثل Bحيث

المشوه المؤدي إلى  Snyder –de Sitter دي سيتر-ر سنايدرجبريف في الفضاء ثنائي الأبعاد، يتم تع
EUP :بواسطة علاقات الإبدال التالية 

(4.1                )[𝑋, 𝑌] = −𝑖ℏ𝛼2𝐿𝑍, [𝑃𝑋, 𝑃𝑌] = −𝑖ℏ𝛼1𝐿𝑍 

𝑋2 + 𝑌2 =
𝛼2

𝛼1
𝜆(𝜆 + 𝑖ℏ√𝛼1𝛼2)

𝑝2

1−𝛼2𝑝
2
+ (1 − 𝛼2𝑝

2)𝑟2 + √
𝛼1

𝛼2
(2𝜆 −

                                           𝑖ℏ√𝛼1𝛼2)𝒑. 𝒓 + 2𝑖ℏ√
𝛼2

𝛼1
𝜆 (2.1                                )

       𝑌𝑃𝑋 − 𝑋𝑃𝑌 = (1 − 𝑖ℏ√𝛼1𝛼2)𝐿𝑧, 𝑃𝑋𝑌 − 𝑃𝑌𝑋 = (1 + 𝑖ℏ√𝛼1𝛼2)𝐿𝑧 (2.1     )  

(7.1              )[𝑋, 𝑃𝑋] = 𝑖ℏ(1 + (√𝛼1𝑋 + √𝛼2𝑃𝑋)2) = 𝑖ℏ (1 +
𝛼2𝑝𝑥

2

1−𝛼2𝑝
2) 

(1.1              )[𝑌, 𝑃𝑌] =  𝑖ℏ(1 + (√𝛼1𝑋 + √𝛼2𝑃𝑋)2) = 𝑖ℏ (1 +
𝛼2𝑝𝒴

2

1−𝛼2𝑝
2) 

(9.1                         )[𝑋, 𝑌] = − 𝑖ℏ𝛼2𝐿𝑧و[𝑃𝑋, 𝑃𝑌] = − 𝑖ℏ𝛼1𝐿𝑧 
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 وعليه يمكننا القيام بمختلف الحسابات التالية:

(12.1                              )(�⃗� −
𝑒

2
(𝐵 × 𝑟))

2

 

(11.1)           �⃗� × 𝑟 = |
𝑖 𝑗 𝑘
0 0 𝐵
𝑥 𝑦 0

| = (−𝐵𝑦𝑖 + 𝐵𝑥𝑗 ) = 𝐵(−𝑦𝑖 + 𝑥𝑗 ) 

= [(𝑃𝑥 + 𝐵𝑦
𝑒

2
) 𝑖 + (𝑃𝑦 + 𝐵𝑥

𝑒

2
) 𝑗 ] [(𝑃𝑥 − 𝐵𝑦

𝑒

2
) 𝑖 + (𝑃𝑦 + 𝐵𝑥

𝑒

2
) 𝑗 ] (11.1          )  

(11.1  )= (𝑃𝑥
2 +

𝑒

2
𝐵𝑃𝑥𝑦 +

𝑒

2
𝐵𝑦𝑃𝑥 +

𝐵2𝑒2

4
𝑦2) + 𝑃𝑦

2 −
𝑒𝐵

2
𝑃𝑦𝑥 −

𝑒𝐵

2
𝑥𝑃𝑦 +

𝑒2𝐵2

4
𝑥2 

 لنحسب العبارة التالية:

   𝑃 = 𝑃𝑥
2 + 𝑃𝑦

2 (14.1                                        )  

𝑃𝑥
2Ψ = 𝑃𝑥(𝑃𝑥Ψ) = (−𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
√1 − 𝛼2𝑃

2 𝜕

𝜕𝑃𝑥
+ (1 −

        𝜆)
𝑃𝑥

√1−𝛼2𝑃
2
) (−𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
√1 − 𝛼2𝑃

2 𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
+ (1 − 𝜆)

𝑃𝑥Ψ

√1−𝛼2𝑃
2
)                (15.3) 

𝑃𝑥
2 = −𝑖ℏ2 𝛼1

𝛼2
√1 − 𝛼2𝑃

2 (
𝜕

𝜕𝑃𝑥
(√1 − 𝛼2𝑃

2 𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
) − 𝑖ℏ(1 −

𝜆)√
𝛼1

𝛼2
√1 − 𝛼2𝑃

2 𝜕

𝜕𝑃𝑥

𝑃𝑥Ψ

√1−𝛼2𝑃
2
) − 𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
(1 − 𝜆)

𝑃𝑥

√1−𝛼2𝑃
2

𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
+

                                              (1 −  𝜆)2
𝑃𝑥

2Ψ

1−𝛼2𝑃
2

(12.1                         )                 

𝑃𝑥
2 = −ℏ2 𝛼1

𝛼2
√1 − 𝛼2𝑃

2 (
−2𝛼2𝑃𝑥

2√1−𝛼2𝑃
2

𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
+ √1 − 𝛼2𝑃

2 𝜕2Ψ

𝜕𝑃𝑥
2) − 𝑖ℏ(1 −

𝜆)√
𝛼1

𝛼2
√1 − 𝛼2𝑃

2 (𝛼2
𝑃𝑥

2

(1−𝛼2𝑃
2)

3
2

Ψ +
𝑃𝑥

√1−𝛼2𝑃
2

𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
) − 𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
(1 − 𝜆)𝑃𝑥

𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
+

                                              (1 − 𝜆)2 𝑃𝑥
2

1−𝛼2𝑃
2
Ψ (17.1                                       )  

𝑃𝑥أين نجد الحد 
2           : 

𝑃𝑥
2 = ((1 − 𝜆)2 − 𝑖ℏ(1 − 𝜆)√𝛼1𝛼2)

𝑃𝑥
2    Ψ

1−𝛼2𝑃
2
− ℏ2 𝛼1

𝛼2
(1 − 𝛼2𝑃

2)
𝜕2Ψ

𝜕𝑃𝑥
2 +

                      (ℏ2𝛼12𝑖ℏ(1 − 𝜆)√
𝛼1

𝛼2
)𝑃𝑥

𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
− 𝑖ℏ(1 − 𝜆)√

𝛼1

𝛼2
Ψ (11.1      )            
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𝑃𝑦الحد لنحسب  
2                        : 

𝑃𝑦
2Ψ = (−𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
√(1 − 𝛼2𝑃

2)
𝜕

𝜕𝑃𝑦
+ (1 −

𝜆)
𝑃𝑦

√1−𝛼2𝑃
2
) (−𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
√(1 − 𝛼2𝑃

2)
𝜕

𝜕𝑃𝑦
+  (1 − 𝜆)

𝑃𝑦

√1+𝛼2𝑃
2
) (9.11    )              

𝑃𝑦
2Ψ = ((1 − 𝜆)2 − 𝑖ℏ(1 − 𝜆)√𝛼1𝛼2)

𝑃𝑦
2

√1−𝛼2𝑃
2
Ψ − ℏ2 𝛼1

𝛼2
(1 − 𝛼2𝑃

2)
𝜕2Ψ

𝜕𝑃𝑦
2 +

                          (𝛼1ℏ
2𝛼1−2𝑖ℏ(1 − 𝜆)√

𝛼1

𝛼2
)𝑃𝑥

𝜕Ψ

𝜕𝑃𝑥
− 𝑖ℏ(1 − 𝜆)√

𝛼1

𝛼2
  (12.1   )         

 (، نجد:12.1( و )11.1بجمع )

𝑃𝑋
2 + 𝑃𝑌

2 = (1 − 𝜆)(1 − 𝜆 − 𝑖ℏ√𝛼1𝛼2)
𝑝2

1 − 𝛼2𝑝
2
+

𝛼1

𝛼2

(1 − 𝛼2𝑝
2)𝑟2

+ √
𝛼1

𝛼2
(2(1 − 𝜆) − 𝑖ℏ√𝛼1𝛼2)𝒑. 𝒓 − 2𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2

(1 − 𝜆)            (21.3) 

 يمكننا إعادة كتابة هذه المعادلة في الفضاء المشوه على الشكل التالي:

[(𝜒′ − 𝛼2𝑒𝐵𝑆𝑧)
𝑝2

1−𝛼2𝑝
2
+

𝜉

𝛼2
(1 − 𝛼2𝑝

2)𝑟2 + (2√
𝛼1

𝛼2
Ω − 𝑖ℏ𝜉)𝒑. 𝒓 +

                                (𝑒𝐵 + 2 (𝛼1 +
𝑒2𝐵2

4
𝛼2) 𝑆𝑧) 𝐿𝓏 − 2𝑒𝐵𝑆𝑧]Ψ = 휀

′
Ψ       (22.3)  

 :حيث

(23.3)      𝜒′ = 1 − λ(1 − Ω) + 𝑖ℏ√𝛼1𝛼2Ω, 휀
′
= 2𝑚𝐸 − 2𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
Ω 

(24.3                  )Ω =
𝜉

𝛼1
𝜆 − 1, 𝜉 = 𝛼1 + (𝑚2𝜔2 +

𝑒2𝐵2

4
)𝛼2 

 2eB𝑆𝑧النقي السبينر المشوهة، نجد حد غنيشرود نلاحظ أنه بالإضافة إلى التفاعل المغناطيسي ومعادلة
إضافيين ينبعان أساسا من تأثير تشوه الفضاء. يظهر أحدهما في جزء الهزاز  جزئينو 

 من نوع الدوران المغزلي . والحد الآخر خمفي فضاء الز  𝛼2𝑒𝐵𝑆𝑧كحد تفاعل(𝛼𝑝2) التوافقي

2(𝛼1 + 𝑒2𝐵2𝛼2/4)𝑆𝓏𝐿𝑧  ن في هذه الدراسةسبيل هذه المصطلحات بسبب وجود ال، ك.  
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,𝑝، نقدم الاحداثيات القطبية في فضاء الزخم )(11.1)من أجل الحصول على الحل الدقيق للمعادلة 𝜑 ،)
  :العلاقةالمتعلقة بالإحداثيات الكارتيزية من خلال 

(12.1                                 )𝑝𝑥 = 𝑝 cos𝜑,   𝑝𝒴= 𝑝 sin𝜑 

 (:  11.1بهذه الطريقة، ستكون المعادلة )

[−ℏ2 𝜉

𝛼2
((√(1 − 𝛼2𝑝

2)
𝜕

𝜕𝑝
)
2
+ (

1
−𝛼2𝑝

2) (
𝜕

𝑝𝜕𝑝
−

𝑙2

𝑝2))2𝑖ℏ√
𝛼1

𝛼2
Ω

𝑝𝜕

𝜕𝑝
+

(1 − 𝜆(1 − Ω) + 𝑖ℏ√𝛼1𝛼2Ω −
𝛼2𝑒𝐵ℏ

2
𝜏)

𝑝2

1−𝛼2𝑝
2
− 𝜖𝜏] 𝑅𝑙

𝜏(𝑝) = 0 (.121            )  

𝜖𝜏حيث = 휀
′
− 2𝑚�̃�ℏ(𝑙 − 𝜏) − ℏ2(𝛼1 + 𝑒2𝐵2𝛼2/4)𝜏𝑙   وقد استخدمنا الشكل المنفصل

 التالي:

                           Ψ(p,φ) = 𝑒−i𝑙φ 𝑅𝑙
𝜏(p) χ𝜏 (.117                )                  

𝜏حيث =  .نسبيذاتية للزخم الزاوي وعوامل ال، على التوالي، القيم ال±1

𝜒+1و
Τ = (1,0)،𝜒−1

Τ =  . لسبينادوال هي  (0,1)

 :الآن، من أجل حل المعادلة نستخدم التحويل التالي

                             𝑝 → 𝜌 =
1

𝜅
𝑎𝑟𝑐 sin(√𝛼2𝑝) (.111                               )  

𝜅حيث = ℏ√𝜉   :ثم تصبح المعادلة 

𝜅𝜌 = 𝑎𝑟𝑐 sin(√𝛼2𝑝) ⇒ √𝛼2𝑝 = sin(𝜅𝜌) 

⇒ √𝛼2𝑑𝑝 = 𝜅 cos(𝜅𝜌)𝑑𝜌 

𝑑

𝑑𝑝
=

𝜕𝜌

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝑝
=

𝜕𝜌

𝜕𝑝

𝜕

𝜕𝜌
=

√𝛼2

𝑘 cos(𝜅𝜌)

𝜕

𝜕𝜌
 

1)حيث − 𝛼2𝑝
2) = cos2(𝜅𝜌) 
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[
𝜕2

𝜕𝑝2
+ (𝜅 cot(𝜅𝑝) −

2𝛿

𝑘
tan(𝑘𝑝))

𝜕

𝜕𝑝
− 𝜅2𝑙2𝑐𝑜𝑡2(𝜅𝑝) − 𝜂𝑡𝑎𝑛2(𝜅𝑝) +

                                                     휀𝜏] 𝑅𝑙
𝜏(𝑝) = 0 (.119                                       )  

              𝛿 = 𝑖ℏ√
𝛼1

𝛼2
Ω  و  η =

1−𝜆

𝛼2
−

𝑒𝐵ℏ

2
𝜏 + (

𝜆

𝛼2
+ 𝑖ℏ√

𝛼1

𝛼2
)Ω (.112               )  

 نستخدم تحويل التالي: 

(11.1                        )𝑅𝑙
𝜏(𝑞) = (1 − 𝑞2)

𝜇

2𝑞𝑙𝑓𝑙
𝜏(𝑞) 

𝑞ثابت يتعين تحديده و μحيث = sin(𝜅𝜌)  

𝑓𝑙، تختصر المعادلة التفاضلية(11.1) عن طريق التعويض المعطى بواسطة المعادلة
𝜏(𝑞): 

[(1 − 𝑞2)
𝜕2

𝜕𝑞2
+ (

2𝑙+1

𝑞
− 2(𝜇 + 𝑙 + 𝛿 + 1)𝑞)

𝜕

𝜕𝑝
+

𝜖𝜏

𝜅2
− 𝑙(2𝜇 + 2𝛿 + 1) −

                                                                           2𝜇] 𝑓𝑙
𝜏(𝑞)=0 (.111                         )  

 تحقق:  μحيث

(11.1                           )𝜇2 − (1 −
2𝛿

𝑘2) 𝜇 −
𝜂𝜏

𝑘2
= 0 

Ω، يجب أن نفرض الشرط ذات الطابع المركب )الجزء الأول( 𝜖اتية المركبمن أجل تجنب القيم الذ =

  :λ، يعمل هذا على تعديل قيمة المعامل (14.1لإزالة الجزء التخيلي في المعادلة )  0

(14.1                               )𝜆 =
𝛼1

(𝑚2𝜔2+
𝑒2𝐵2

4
)𝛼2+𝛼1

 

𝑓𝑙(،11.1)من العلاقة 
𝜏(𝑞)  ن تكون غير فردية من اجلأيجب𝑞 = والذي يختار لتحقيق القيمة  .±1

 :𝜇المقبولة ل

(12.1                                        )𝜇 =
1

2
+

1

2
√1 +

4𝜂

𝜅²
 

 الي التغيير الت بإجراءحدود معروفة الحل نقوم  متعدد لمعادلة تفاضلية لةهذه المعاد ن لاختصارالا

𝑧 = 2𝑞2 −  التالي:ونفرض الشرط  1
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1

4
(
𝜖𝜏

𝜅²
− 𝑙(2𝜇 + 2𝛿 + 1) − 2𝜇) = 𝑛(𝑛 + 𝑎 + 𝑏 + 1) (.112             )  

,𝑎عدد صحيح غير سالب و nحيث 𝑏 معرفان كالتالي: 

𝑎 = 𝜇𝜏 + 𝛿 −
1

2
𝑏  و = 𝑙 (.117                               )  

 :ينجد الشكل التال (11.1)بالتعويض في 

[(1 − 𝑧2)
𝑑2

𝑑𝑧2
+ ((𝑏 − 𝑎) − (𝑎 + 𝑏 + 2)𝑧)

𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑛(𝑛 + 𝑎 + 𝑏 +  1)] 𝑓𝑛𝑙

𝜏 (𝑧) =

                                                                       0 (11.1)                                            

 :والتي يعطى حلها بكثير حدود جاكوبي

(19.1                           )𝑓𝑛𝑙
𝜏 (𝑧) = 𝑃𝑁

(𝑎,𝑏)(𝑧) 

𝑅𝑙تعطى دالة الموجة   𝑝بالعودة الى المتغير السابق 
𝜏(𝑝) 

(42.1       )𝑅𝑙
𝜏(𝑝) = 𝐶𝜏(1 − 𝛼2𝑝

2)
𝜇𝜏
2 (𝛼2𝑝

2)
𝑙

2𝑃𝑛

(𝜇𝜏+𝛿−
1

2
,𝑙)

(2𝛼2𝑝
2 − 1) 

 لعيارية.ثابت ا  𝐶𝜏حيث 

,Ψ(𝑝كنتيجة لذلك نكتب دالة الموجة  𝜑) 

(41.1     )Ψ(𝑝, 𝜑) = 𝐶𝜏𝑒
−𝑖𝑙𝜑(1 − 𝛼2𝑝

2)
𝜇𝜏
2 (𝛼2𝑝

2)
𝑙

2𝑃𝑛

(𝜇𝜏−
1

2
,𝑙)

(2𝛼2𝑝
2 − 1)𝜒𝜏 

𝐸𝑁,𝑙نجد طيف الطاقة  (17.1) عادلة الثانية لفي الم (17.1)و (12.1) بتطبيق المعادلات
𝜏   لمعادلة

 ر باولي لهزاز سنايدر بالشكل المرافقينغشرود

𝐸𝑁,𝑙
𝜏 =

1

2𝑚
[(𝑁 + 1)√𝜅4 − 4𝑚�̃�ℏ𝜏𝜅2 + 4ℏ2𝑚2(𝜔2 + �̃�2) + 𝜅2((𝑁 + 1)2) −

                                 𝑙2 + 2𝑚�̃�ℏ(𝑙 − 𝜏) + ℏ2(𝛼1 + 𝑚2�̃�2𝛼2)𝜏𝑙]               (42.3)  

𝑁حيث  = 2𝑛 + 𝑙    واستعملنا التعريف التاليالعدد الكمي الأساسي�̃� =
𝑒𝐵

2𝑚
=

𝜔𝑐

2
𝜔𝑐حيث      

 يعرف بالتردد السكلتروني.
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,𝛼2ل التشوهنلاحظ ان مستويات الطاقة للنظام المدروس تعتمد أساسا على عوام 𝛼1.  والذي يعتبر امر
، والذي 𝑁2ملحوظ كنتيجة لجبر هايزنبرغ المعدل. هنا، تجدر الإشارة إلى أنه وفقًا لاعتماد للطاقات

1كمي غير نسبي جسيم في منطقة الطاقة العالية، فإن نتيجتنا تعادل طاقة دوران تقييديتوافق مع ال
في  ⁄2

𝜋±ينا، يتم وضع حدود البئر فكمون بئر مربعة، في حالت
2⁄ √𝛼1 + 𝑚2(𝜔2 + �̃�2)𝛼2.  من

 ناحية أخرى، يُعرف هذا التعبير في النظرية غير التبادلية، حيث يؤثر تشوه الفضاء على نتائج الفيزيائية.

نرسم  ،دي سيتر-سنايدر على هزاز دي سيتر-سنايدر ار تأثيرات الفضاء المشوه في جبرمن أجل إظه
 لقيم مختلفة لمعاملات التشوه. اخترنا 𝑛بدلالة الرقم الكمي𝑆 تللحالا 𝐸منحنيات مستويات الطاقة

𝐵 = 𝜔 = 𝑚الذرية Hartreeونستخدم وحدات  1 = 𝑒 =  الطاقوي  والتي تعطينا نفس التعبير 1
(41.1) 

 

𝜏 من أجل 𝑠قيم الحالة الأساسية (:1.1الشكل ) = أجل قيم مختلفة من  𝑛بدلالة العدد الكمي 1+
 لمعامل للتشوه 
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𝜏 من أجل 𝑠قيم الحالة الأساسية (:1.1الشكل ) = من أجل قيم مختلفة  𝑛بدلالة العدد الكمي 1−
 لمعامل للتشوه

 

𝜏من أجل 𝑠قيم الحالة الأساسية اختلاف في: 1.1الشكل  = من أجل قيم  𝑛بدلالة العدد الكمي ±1
 مختلفة لمعامل للتشوه

، تزيد مساهمة جبر τأنه من اجل قيمة (1.1)والشكل (1.1)ئج الموضحة في الشكلنرى من النتا
Snyder-de Sitter من قيمة مستويات الطاقةE للحالات𝑆 بشكل متناسب مع معامل التشوهκ علاوة .

أن قيمة التباعد  (1.1) على ذلك، لتوضيح تأثير الدوران النظام المدروس. يمكننا أن نلاحظ في الشكل
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τستويات الطاقة اعتمادًا على القيمة الذاتية للدورانبين م = τمن قيمة أصغر +Eلـ 1+ =  −Eلـ 1−
 والتي تصبح أصغر مع زيادة قيمة معامل التشوه.

 :C𝜏العياريةقبل الانتهاء من هذا الجزء، نقترح تحديد ثابت 

 للقيام بذلك، نطبق الصيغة

(41.1                          )∫
2𝜋𝑝𝑑𝑝

(1−𝛼2𝑝
2)

1
2

Ψ1
∗Ψ1 = 1

1

√𝛼2

0
 

 بعد ذلك نستخدم العلاقة

(44.1       )∫ 𝑑𝑦(1 − 𝑦)𝑎(1 + 𝑦)𝑏 [𝑃𝑛
(𝑎,𝑏)(𝑦)]

2
=

2𝑎+𝑏+1Γ(𝑎+𝑛+1)Γ(𝑏+𝑛+1)

𝑛!(𝑎+𝑏+1+2𝑛)Γ(𝑎+𝑏+𝑛+1)

+1

−1
 

 العياريةلنحصل على ثابت 

(42.1     )            𝐶+ = 2 [
𝜋

𝛼2𝑛!

Γ(𝑙+𝑛+1)Γ(𝜇+𝑛+
1

2
)

(𝜇+𝑙+2𝑛+
1

2
)Γ(𝜇+𝑙+𝑛+

1

2
)
]

−1/2

 

 الان من المهم دراسة الحالات التالية

  ه في حالة غياب التشو(𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = 𝟎):  
𝛼1)لنتحقق من دراسة نتائج هذه الحالة بوضع النهاية  = 𝛼2 = . نستعمل (41.1) للعبارة (0

 :العلاقات التالية

𝑃𝑛
(𝛼,𝐵)(−𝑥) = (−1)𝑛𝑃𝑛

(𝐵,𝛼)(𝑥), lim
𝜇→∞

𝑃𝑛
(𝛼,𝐵)

(1 −
2𝑥

𝜇
) = 𝐿𝑛

𝛼(𝑥) 

(42.1                     )lim
ν→∞

Γ(𝜐+𝑎)

Γ(𝜐)
𝜐−𝑎 = 1, 𝑒𝑥 = lim

μ→∞
(1 +

x

μ
)
μ

 

) 𝛼2بالرتبة الأولى للور كذلك نستخدم نشر تايو  lim
𝛼1→0

(1 − 𝛼2𝑝
2)

𝜇+
2 = 𝑒𝑥𝑝 (−

Λ

2
𝑝2)) 

+𝜇حيث =
1

2
+

1

𝛼2
(Λ −

𝑒𝐵ℏΛ

4
𝛼2 + 𝜊(𝛼2

2)) , Λ = (ℏ𝑚√𝜔2 + �̃�2)  لنحصل ببساطة على

 القيم الذاتية لفضاء الزخم لهزاز باولي العادي بدون تشوه

(47.1     )Ψ1(𝑝, 𝜑) = 2(−1)𝑛√
𝑛!Λ𝑙+1

𝜋Γ(𝑙+𝑛+1)
𝑒−𝑖𝑙𝜑𝑒𝑥𝑝 (−

Λ

2
𝑝2) 𝑝𝑙𝐿𝑛

𝑙 (𝑝2) 
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  :تصبح( ل41.1)وكذلك عبارة الطاقة 

(41.1            )𝐸𝑁,𝑙
𝜏 = ℏ [(𝑁 + 1)√(𝜔2 + �̃�2) + �̃�(𝑙 − 𝜏)] 

د لجسيم مشحون غير نسبي من الدوران محصور في هزاز توافقي مع الذي يمثل الطيف ثنائي الأبعا
 .وجود مجال مغناطيسي منتظم في ميكانيكا الكم العادية

 رفي حالة غياب نموذج سنايد(𝜶𝟏 ≠ 𝟎, 𝜶𝟐 = 𝟎) 
𝛼2)في حالة عدم وجود تشوه لنموذج سنايدر، مع أخذ الحد → صر على الرتبة الأولى تقنو  (0

، نحصل مباشرة على القيم الذاتية لفضاء الزخم لهزاز باولي المشوه مع جبر (41.1ر )تعبيمن ال 𝛼2من
 دي سيتر:

(49.1               )Ψ1(𝑝, 𝜑) = 2(−1)𝑛 √
𝑛!

𝜋Γ(𝑙+𝑛+1)
𝑒−𝑖𝑙𝜑𝑝𝑙𝐿𝑛

𝑙 (𝑝2) 

 وبالتالي يصبح طيف الطاقة:

𝐸𝑁,𝑙
𝜏 = ℏ [(𝑁 + 1)√𝜔2 + �̃�2 −

�̃�ℏ𝛼1

𝑚
+

ℏ2𝛼1
2

4𝑚2
+ �̃�(𝑙 − 𝜏) +

ℏ𝛼1

2𝑚
((𝑁 +

                           1)2 − 𝑙(𝑙 − 𝜏))]                                              (22.3) 

فضاء المشوه ، يكون تأثير ال𝐿𝑧نلاحظ أنه في قيم المجال المغناطيسي الحرجة، حيث يتلاشى معامل
قادرًا على مواجهة تأثير زيمان الطبيعي. من أجل تحديد قيم المجال المغناطيسي الحرجة، نضع 

 . نجد:( مساويًا للصفر11.1من المعادلة ) 𝐿𝑧المعامل
(21.1              )                      𝐵 =

−ℏ𝜏𝛼1

𝑒
 

𝜔 من جهة أخرى، عندما نهمل = 𝐸0,0الأساسية تختفي ةلنلاحظ أن الحا 0
𝜏 → من أجل  0

𝛼1)القيم =
2𝑚�̃�𝜏

ℏ
معاكسة  اتجاهاتفي  Bقيمة شدة الحقل المغناطيسي الحرج مما يؤدي إلى نفس  (

 مما تفسر بنقاط الرنين.  
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از التوافقي في الفضاء المشوه بجبر نغر للهز يشرود-ه المذكرة قمنا بحل معادلة باوليفي هذ
 ميكانيكا الكم غير النسبية، حيث قمنا:إطار بوجود الحقل المغناطيسي في دي سيتر -سنايدر

 والتشوه الفضائي للهزاز التوافقي نغريشرود-يباول تذكيرًا عامًا لمعادلة بتقديم الأولفي الفصل 
 .دي سيتر-سنايدر لجبر

ر لهزاز توافقي في الحالة العادية )بدون تشوه( في نغيشرود-ادلة باوليقمنا بحل معفي الفصل الثاني 
استخرجنا عبارات طيف الطاقة ودالة إطار ميكانيكا الكم غير النسبية في فضاء الزخم، وبحسابات عادية 

، كطاقة الحرة، طاقة الداخلية الموجة الموافقة للنظام المدروس، ثم درسنا الخصائص الديناميكية الحرارية
 السعة الحرارية النوعية والانتروبي بدلالة دالة التقسيم.

لمعادلة باولي المشوهة ثنائية الأبعاد مع تفاعل  دقيقحل تحليلي  في الفصل الثالث، قمنا بعرض
دي سيتر مما يؤدي إلى عدم وجود حد أدنى -اء الزخم مع علاقات تبديل سنايدرالهزاز التوافقي في فض

1ذلك الزخم نسبيا لجسيم مشحون سبينس الموضع وكمن عدم اليقين في قيا
تحت تأثير مجال  ⁄2

بدلالة كثير تم التعبير عن دوال الموجة للنظام يتم الحصول على الحل الدقيق حيث مغناطيسي ثابت. 
معاملات ب يتعلقتم استنتاج الطاقة الذاتية المقابلة مع تصحيح إضافي، والذي حدود جاكوبي و 

. إلى (confinement) جزالتي يمكن أن تكون مرتبطة بالح 𝑁ويزداد انحرافه بسرعة مع 𝛼1و𝛼2،التشوه
جانب ذلك، أدى وجود الدوران في هذه الدراسة إلى وجود مصطلحات تصحيحية مضافة إلى تلك الآتية 

 سبينمن التشوه. وهكذا، تمكنا من الحصول على المصطلحات التصحيحية التي تمثل تأثيرات ال
مدار" جديد يمثل تفاعل الدوران - سبيناعلاته المعتادة والمشوهة مع المجال المغناطيسي ومصطلح "وتف

مع العزم المداري وتشوه الفضاء. في نفس الوقت. لذلك من خلال هذا التفاعل الجديد، يعزز نموذج 
 المدار بمساهمة تتناسب مع معاملات التشوه.–سبينمصطلح الدي سيتر -سنايدر
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 :الملخص 

-دي سنيدر المشوهة بنموذج النسبية غير الكم ميكانيكا في إطار شرود نغر-باولي هزاز نظام بدقة درسنا العمل، هذا في

 الطاقة طيف عبارات استخرجنا الثانية، الخطوة في. الفضائي والتشوه شرود نغر-باولي ةلمعادلعامًا  تذكيرًا أولاً قدمنا سيتر. 

 في النسبي غير شرودنغر باولي لهزاز الحرارية الديناميكية الخصائص درسنا ثم المدروس، للنظام الموافقة الموجة ودالة

 لهايزنبرغ، العام اليقين عدم مبدأ عن الناجم الفضائي التشوه سياق في الدراسة نفس هذه بتعميم قمنا أخيرًا،. العادية الكم ميكانيكا

 .الموافق لها الطاقة وطيف الموجية الدالة عبارات حددنا حيث

 .دي سيتر-سنيدر تشوه توافقي، هزاز شرود نغر،-باولي معادلة: المفتاحية الكلمات

      

 
  

Abstract: 

In this work, we have studied exactly the Pauli-Schrödinger oscillator system in the context of 

deformed non-relativistic quantum mechanics via the Snyder De-Sitter model. We first provided 

a general reminder of the Pauli-Schrödinger equation and spatial deformation. In a second step, 

we extracted the terms of the energy spectrum and the wave function corresponding to the 

considered system then we studied the thermodynamic properties of the non-relativistic Pauli-

Schrödinger oscillator in ordinary quantum mechanics. Finally, we generalized the same study in 

the context of spatial deformation caused by the generalized Heisenberg uncertainty principle, 

where we determined the expressions of the wave function and the corresponding energy 

spectrum. 

Keywords: Pauli-Schrödinger equation, harmonic oscillator, Snyder De-Sitter deformation. 

 
  

Résumé : 

Dans le cadre de ce travail, nous avons étudié exactement le système d'oscillateur de Pauli-

Schrödinger dans la mécanique quantique non relativiste déformée via le modèle de Snyder De-

Sitter. Nous avons d'abord fourni un rappel général de l'équation de Pauli-Schrödinger et de la 

distorsion spatiale. Dans un second temps, nous avons extrait les termes du spectre d'énergie et 

la fonction d'onde correspondant au système considéré puis nous avons étudié les propriétés 

thermodynamiques de l'oscillateur de Pauli-Schrödinger non relativiste en mécanique quantique 

ordinaire. Enfin, nous avons généralisé la même étude dans le contexte de la déformation 

spatiale causée par le principe d'incertitude de Heisenberg généralisé, où nous avons déterminé 

les expressions de la fonction d'onde et du spectre d'énergie correspondant. 

Mots clés : équation de Pauli-Schrödinger, l’oscillateur harmonique, la déformation de Snyder 

De-Sitter. 

itter. 


