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L’objectif de la théorie de commande est l’analyse et la résolution des problèmes de

commande qui émanent  de l’environnement industriel. Des raisons économiques et de

sécurité, conduisent à la recherche d’une loi de commande de plus en plus performante afin de

garantir l’efficacité et le rendement de production. Les méthodes de commande avancées

développées par d’éminents théoriciens (régulateur adaptatif, commande prédictive,

commande robuste...) permettent de répondre aux exigences d’un certain nombre de ces

systèmes fortement non linéaires. C’est dans ce même créneau que les méthodes de

modélisation et de commande floues se positionnent.

La méthode la plus utilisée pour étudier un système ayant un comportement non linéaire

est de l’approximer par un seul modèle linéaire (linéarisation autour d’un point d’équilibre).

L’inconvénient d’une telle approche est son aspect uniquement local, le modèle linéaire n’est

qu’une description locale du comportement du système. Une approche globale basée sur

l’utilisation de plusieurs modèles autour de différents points de fonctionnement a été élaborée

ces dernières années. L’interpolation de ces modèles locaux à travers des fonctions

d’activation normalisées permet de modéliser le système global non linéaire. Cette approche

s’appuie sur l’utilisation de modèles flous de type Takagi-Sugeno (TS) [1], connus pour leur

propriété d’approximation universelle.

         Le concept de stabilité des systèmes non linéaires a fait l’objet d’une riche littérature

depuis le siècle dernier (Kraokovski, Lasalle, Poincaré). Par rapport à des méthodes comme

les méthodes géométriques ou celles basées sur les normes vectorielles et les systèmes de

comparaison, la stabilité au sens de Lyapunov est une approche largement utilisée pour

l’étude des problèmes de stabilité. Ces dernières années, de nombreux travaux concernant la
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stabilité/stabilisation  de modèle floue de type Takagi-Sugeno ont été publiés. La plupart de

ces travaux se sont inspirés des techniques de commande rencontrées dans la littérature. C'est

dans ce sens que des études utilisant l'approche de Lyapunov, l'approche géométrique, le

critère de Popov, le critère du cercle..., ont été développées.

Les lois de commande couramment utilisées pour ce type de modèles sont de type retour

d’état non linéaire statique appelé commande PDC (Parallel Distributed Compensation) [2].

Ce type de loi de commande utilise les mêmes fonctions non linéaires permettant d’interpoler

les modèles linéaires des modèles TS. L’étude de la stabilité et de la stabilisation de ces types

de modèles fait appel, dans la grande majorité des cas, à la deuxième méthode de Lyapunov

(méthode directe). De façon quasiment généralisée, c’est une fonction de Lyapunov de type

quadratique qui est utilisée. Cela est dû principalement au fait de pouvoir résoudre les

conditions de stabilité/stabilisation. Effectivement, l’une des principales difficultés est de

pouvoir écrire ces conditions sous la forme de contraintes LMI (Linear Matrix Inequalities)

[3]. Les LMIs, s’il s’avère qu’elles admettent une solution, peuvent être résolues à l’aide

d’outils issus du domaine de l’optimisation convexe [4].

Cependant, si théoriquement il est toujours possible de représenter la dynamique d’un

système non linéaire affine en la commande par un système flou, en pratique cette

représentation peut aboutir à l’obtention d’un très grand nombre de règles floues. Une

manière de réduire le nombre de règles floues est de considérer certaines non linéarités

comme des incertitudes dans les paramètres du modèle flou. L’objectif étant d’obtenir un

modèle flou comportant un nombre fini et raisonnable de règles fixé a priori. En revanche, la

synthèse de lois de commande pour de tels modèles s’avère plus difficile. Dans ce contexte,

plusieurs approches de relaxation des LMIs ont été proposées dans la littérature [5]-[8].

L’objectif du travail réalisé dans ce mémoire est l’étude de la stabilisation des systèmes

non linéaires via des modèles flous de type Takagi-Sugeno incertains, le mémoire est organisé

comme suit :

Le chapitre 1, commence avec une présentation générale des systèmes flous et plus

particulièrement le type de Takagi-Sugeno. On y trouve une présentation des différentes

méthodes d’obtention d’un modèle flou TS. Ensuite, nous  présentons également l’outil LMI

et les différentes techniques d’analyse de stabilité et les transformations matricielles. Aussi,

nous donnons des rappels sur les définitions de la stabilité au sens de Lyapunov.
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Dans le chapitre 2, nous présentons certains résultats d'analyse de la stabilité du modèle

flou de type TS. Quelques théorèmes donnant des conditions garantissant la stabilité et la

stabilisatin par retour d’état via la commande PDC d’un modèle flou TS  obtenues en utilisant

la seconde méthode de Lyapunov sont rappelés, L’estimation d’état est étudiée ensuite.

Le chapitre 3 présente un certain nombre de théorèmes  concernant la stabilisation  des

modèles flous de type TS incertains, sans et avec prise en compte de certaines performances

de la boucle fermée via un taux de décroissance prédéfini ou le placement de pôles dans des

régions LMI. Ensuite, les conditions de stabilisation avec un observateur d’état sont données.

Dans le chapitre 4, la loi de commande utilisée pour l’étude de la stabilisation du

modèle flou TS incertain sans et avec un observateur, est obtenue par commutation entre des

lois de commande locales.

         Enfin, la conclusion générale présente le bilan de ce travail et les perspectives

envisagées.
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1.1. Introduction

         Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions et outils utilisés dans ce travail. Ce

chapitre sera structuré comme suit : Nous présentons d’abord les deux types du modèles flous

et les différentes techniques d’obtention d’un modèle flou TS et nous donnons un exemple

d’illustration sur la méthode la plus employée pour y aboutir. Ensuite, la seconde partie est

consacrée à la présentation des inégalités matricielles linéaires, les techniques d’analyse, les

transformations matricielles utilisées dans ce travail. Enfin, nous donnons des rappels sur

quelques concepts fondamentaux concernant la stabilité au sens de Lyapunov des systèmes

dynamiques, et les fonctions de Lyapunov  les plus utilisées dans la littérature.

1.2. Systèmes flous

Si d’un point de vue mathématique les systèmes sont classés selon la nature des

équations qui les caractérisent (linéaires, non linéaires, ...etc.), les systèmes flous sont quant à

eux répertoriés selon leur nature structurelle [9].

On distingue classiquement deux grandes familles de modèles flous :

 Modèles flous à conclusions symboliques (modèles flous de Mamdani).

 Modèles flous à conclusion fonctionnelle (modèles flous de Takagi-Sugeno) [1].

Ces deux types de modèles flous sont basés sur une collection de règles « Si ... Alors  ». Dans

les deux cas, les prémisses de règles sont exprimées symboliquement. Seule l’expression des

conclusions de règles permet alors de dissocier les deux familles de modèles. Les modèles de

Mamdani utilisent des conclusions symboliques de même nature que les prémisses alors que,

dans les modèles de Takagi-Sugeno, les conclusions sont des fonctions ordinaires des

variables des prémisses. Il est à noter que les modèles flous relationnels peuvent être

considérés comme une généralisation du modèle flou de Mamdani, où un seul terme prémisse

peut être associé à plusieurs termes de la conclusion par une relation floue.

1.2.1. Modèle flou de Mamdani

La forme générale d’une règle dans le modèle flou de Mamdani est de la forme :

ii
pp

ii BestyAlorsAestxetAestxSiR ...: 11
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où ),...,1( pjx j  sont les variables des prémisses représentant les entrées du système flou,

y est la variable conséquence représentant la sortie du système flou, ),...,1.,...,1( pjriAi
j 

et ),...,1( riB i  sont respectivement les ensembles flous des prémisses et les ensembles flous

des sorties.

La relation entrée-sortie du système flou est réalisée par le mécanisme d’inférence flou.

Étant donné une base de règles et une valeur de l’entrée, il délivre la valeur de sortie

correspondante. Puisque les valeurs traitées à l’entrée et à la sortie sont des valeurs non

floues, alors le système flou doit être équipé par des mécanismes de conversion appelés

fuzzificateur et défuzzificateur.

1.2.2.  Modèle flou de Takagi-Sugeno (TS)

Le modèle flou TS a été introduit en 1985 par Takagi et Sugeno [1]. Il peut être

représenté par une collection de règles de la forme suivante :

),...,(...: 111 pi
i
pp

ii xxByAlorsAestxetAestxSiR 

où la conséquence fonctionnelle prend, généralement, la forme suivante:

p
i
p

iii
pi xaxaxaaxxB  ...),...,( 221101

Dans ce cas, le modèle flou est dit à conséquences affines, si par contre la conséquence

est de la forme:

le système est dit linéaire non affine.

Ce type de modèles flous est très intéressant pour la représentation des systèmes non

linéaires tels que les systèmes électriques, mécaniques ou chaotiques. Dans ce cas les modèles

flous proposés par Takagi et Sugeno [1] sont décrits par des règles floues représentant des

relations entrées-sorties locales linéaires en différents points de fonctionnement d’un système.

Ces représentations locales, appelées « sous-modèles », permettent d’exprimer la dynamique

d’un système autour des points de fonctionnement particuliers de l’espace d’état. Le

formalisme flou intervient donc dans la détermination de la contribution de chacun de ces

sous-modèles dans la représentation du système global [10].

Les modèles flous TS représentés dans l’espace d’état sont décrits par des règles de

type :

p
i
p

ii
pi xaxaxaxxB  ...),...,( 22111
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Cas des modèles TS continus (MFC) :








)()(

)()()(
)(...)( 11 txCty

tuBtxAtx
alorsFesttzetetFesttzSi

i

iii
pp

i


ri ,...,2,1 (1.1)

Cas des modèles TS discrets (MFD) :








)()(

)()()1(
)(...)( 11 txCty

tuBtxAtx
alorsFesttzetetFesttzSi

i

iii
pp

i ri ,...,2,1 (1.2)

où r est le nombre de règles, nRtx )( représente le vecteur d’état du modèle, mRtu )( le

vecteur des entrées et qRty )( le vecteur des sorties. nn
i RA  , mn

i RB  , nq
i RC  sont

respectivement  la  matrice  d’état, la matrice des entrées et la matrice de sortie de la èmei

règle, )(,...,)(1 tztz p  sont les variables des prémisses, )...,,1( pjF i
j  sont les sous-

ensembles flous des prémisses.

Les systèmes (1.1) et (1.2) peuvent être réécrits sous une forme unique :








)()(

)()()(
)(...)( 11 txCty

tuBtxAtx
alorsFesttzetetFesttzSi

i

iii
pp

i 
ri ,...,2,1 (1.3)

où dans le cas des modèles continus δ représente l’opérateur de dérivation et dans le cas des

modèles discrets l’opérateur d’avance.

A chaque règle i est attribué un poids  )(tzwi qui dépend du degré d'appartenance des

)(tz j aux sous-ensembles flous i
jF , notée  )(tzF i

j .

La sortie du modèle global est obtenue par agrégation des r modèles locaux.

(1.4)

avec :

    ritzFtzw
p

j

i
ji ,...,1,)()(

1




(1.5)

  

 

 

 






































r

i
i

r

i
ii

r

i
i

r

i
iii

tzw

txCtzw
ty

tzw

tuBtxAtzw
tx

1

1

1

1

)(

)()(
)(

)(

)()()(
)(
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On pose :

   
 




r

i
i

i
i

tzw

tzw
tzh

1

)(

)(
)( (1.6)

où  )(tzhi  est la fonction d’activation du èmei  modèle local, et vérifie les conditions (propriété

de somme convexe) suivantes :

 

 











ritzh

tzh

i

r

i
i

...,,11)(0

1)(
1 (1.7)

Le modèle TS (1.4) s’écrit :

  

 





















r

i
ii

r

i
iii

txCtzhty

tuBtxAtzhtx

1

1

)()()(

)()()()(
(1.8)

Remarque 1.1 : Un ensemble C est dit convexe si une ligne joignant deux points 1C  et 2C de

cet ensemble C reste dans cet ensemble. Ainsi quels que soient 1C  et CC 2  et 10   , on
a alors :

CCC  21 )1(  (1.9)

1.3. Construction d’un modèle flou de Takagi-Sugeno

Pour obtenir un modèle flou TS, trois méthodes distinctes peuvent être employées :

 La première dite par identification, permet à partir des données sur les entrées et les

sorties, d’identifier les paramètres du modèle local correspondant aux différents points

de fonctionnement. Cette méthode, est utilisée dans le cas où aucun modèle de

connaissance du système n’est disponible.

 La deuxième approche est basée sur la linéarisation d’un modèle non linéaire autour

d’un ensemble de points de fonctionnement judicieusement choisis. Dans ce cas il

s’agit de modèles locaux affines pour lesquels le modèle flou est obtenu par

interpolation des modèles locaux avec des fonctions d’activation conçues de manière

judicieuse en fonctions des spécifications souhaitées (triangulaire, gaussienne,...etc.).

Cette façon est plus proche des approches dites multimodèles et présente

l’inconvénient de ne pas représenter exactement le modèle non linéaire.

 La troisième méthode est l’approche par secteur non linéaire, elle permet, à partir d’un

modèle non linéaire, d’obtenir un modèle TS représentant de manière exacte le
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modèle non linéaire sur un espace compact des variables d’état [11]. C’est cette

troisième approche qui est utilisée dans la suite de ce mémoire.

Il faut noter que dans les deux dernières approches, on suppose la disponibilité d’un

modèle mathématique non linéaire. Notons aussi que pour un système donné, l’obtention d’un

modèle TS n’est pas unique.

Pour obtenir des modèles flous TS à partir d’une non linéarité, on utilise le lemme

suivant [11].

Lemme 1.1 : Si RRxfRbaabx   :)(,,],,[ bornée sur ],[ ab , alors il existe deux

fonction )(1 xw  et )(2 xw ainsi que deux réels   et   tel que :

                                                                 (1.10)

                                                            (1.11)

Preuve :

En considérant une fonction )(xf  bornée telle que fxff  )(  , on peut toujours écrire :

)()()( 21 xwxwxf  

avec :

ff

fxf
xwff






)(
)(,, 1  et

ff

xff
xw





)(

)(2 (1.12)

Remarque 1.2 : le nombre de modèles linéaires augmente exponentiellement avec le nombre

k de fonctions non linéaires [12]. Il est de k2 .

Exemple 1.1 : Soit le modèle non linéaire sous forme de représentation d’état suivant :

)(

4

1
)(1

2
3

3

)(

)(

)(

501
)(1

2

18
)()(1

2
0

0129

)(

)(

)(

2
1

3

2

1

2
1

2
2

2
1

3

2

1

tu
tx

tx

tx

tx

tx

txtx
tx

tx

tx













































































































(1.13)

Les non linéarités du modèle (1.13) sont :

0)(,0)(,1)()(

)()()(

2121

21




xwxwxwxw

xwxwxf 
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   1,0
)(1

1
)(

2
1

11 



tx

txN  et    1,0
)()(1

1
)(),(

2
1

2
1

212 



txtx

txtxN (1.14)

Ces non linéarités étant bornées pour tout Rtxtx )(),( 21 , on peut appliquer le lemme 1.1 et

le modèle TS obtenu sera valable dans tout l’espace des variables d’état :

 

   

 

   
    

  

)(),(

2
2

2
1

)(),(

2
2

2
1

212

)(

2
1

)(

2
1

11

21
2

221
1
2

1
2

11
1

1

)()(1

1
10

)()(1

1
1)(),(

)(1

1
10

)(1

1
1)(

txtxFtxtxF

txFtxF

txtxtxtx
txtxN

txtx
txN































Un modèle flou TS représentant exactement le modèle non linéaire (1.13) est ainsi composé

de règles :

)()()()()(:

)()()(0)()(:

)()()()(0)(:

)()()(0)(0)(:

4421
4

3321
3

2221
2

1121
1

tuBtxAtxalorsesttxetesttxSiR

tuBtxAtxalorsesttxetesttxSiR

tuBtxAtxalorsesttxetesttxSiR

tuBtxAtxalorsesttxetesttxSiR

















avec :

 





































































































4

3

3

,

4

3

3

501

180

0129

,

501

180

0129

,

501

1100

0129

)(),(),()(

4321

4321

321

BBBB

AAAA

txtxtxtx T

1.4. Les inégalités matricielles linéaires (LMI)

Depuis quelques années, de nombreux problèmes, concernant l’analyse et la synthèse

des systèmes dynamiques, ont été résolus par l’intermédiaire de problèmes convexes,

notamment, la programmation semi définie (SDP) [4]. Parmi ces méthodes, on distingue la

méthode du point intérieur développée initialement par Karmakar (1984) [13] pour la

résolution de problemes de programmation linéaire qui a été étendue ensuite par Nesterov et

Nemirovski (1994) [14] pour le cas de la programmation convexe dans l’espace des matrices

définies positives. En automatique, cette approche est connue sous le nom de LMI (Linear

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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Matrix Inequalities) [3], cette méthode est l’une des méthodes les plus appliquées dans le

domaine de la commande grâce à l’existence de méthodes de résolution numérique efficaces

[15].

Dans les paragraphes suivants nous allons présenter le principe de base de cette

approche, puis les différents lemmes permettant de manipuler les inégalités matricielles de les

rendre linéaires par rapport aux inconnues quand cela est possible.

1.4.1. Principe des LMI

Une inégalité matricielle linéaire (LMI) est une inégalité de la forme [3]:

0)(
1

0  


m

i
ii FxFxF (1.19)

où   mT
m Rxxxx  ...,,, 21  est la variable et les matrices miFi ...,,1,   sont des matrices

symétriques connues de dimension nn . La satisfaction de l’inégalité (1.19) signifie que la

matrice )(xF  est symétrique et définie positive, c'est-à-dire :

zzxFzT  ,0)( ≠ nRz,0 ,  (z non nul) (1.20)

Notons que puisque le cône des matrices définies positives est convexe et que la

matrice )(xF  est une fonction affine de x, la contrainte )(xF  est une contrainte convexe en x

que l’on appelle aussi contrainte LMI.

L’équation (1.19) est une LMI stricte. Si )(xF  est seulement semi définie positive (non

négative) la LMI est dite non stricte. La LMI stricte est faisable si l’ensemble 0)(: xFx

n’est pas vide (une définition similaire s’applique aux LMIs non strictes). N’importe quelle

LMI non stricte faisable peut être réduite à une LMI stricte équivalente qui est faisable en

éliminant les contraintes d’égalité et puis en réduisant la LMI résultante en enlevant n’importe

quel espace nul constant [16]. Notons que l’on peut regrouper plusieurs contraintes LMIs en

une seule contrainte LMI bloc diagonale :

  ,0)(...,),(),()( )()2()1(  xFxFxFdiagxF p  avec 0)(...,,0)( )()1(  xFxF p (1.21)

1.4.2. Techniques d’analyse et de transformations matricielles

En général, les conditions sur la stabilité ne sont pas données sous forme de LMI

directement. Pour cela, elles nécessitent quelques transformations matricielles pour permettre

une mise en forme de LMI.
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Certaines inégalités matricielles non linéaires peuvent être reformulées en terme de LMI

à l’aide du complément de Schur [3] d’écrit dans le lemme suivant.

Lemme 1.2 (Complément de Schur) : Soient trois matrices R(x) = RT (x), Q(x) = QT (x) et S(x)

affines par rapport à la variable x. Alors la condition LMI:

(1.22)
est équivalente à :

0)(,0)()()()( 1   xRxSxRxSxQ T (1.23)
ou encore

0)(,0)()()()( 1   xQxSxQxSxR T (1.24)

Preuve :

La démonstration se fait facilement en multipliant (1.22) à droite par :










  IxSxR

I
T )()(

0
1

(1.25)

et à gauche par la transposée de cette dernière matrice. On obtient alors :

0
)(0

0)()()()( 1








  

sR

xSxRxSxQ T

(1.26)

Remarque 1.3 : Le lemme et encore valide en changement le sens des inégalités [17].

Enfin, les différents lemmes suivants seront également utilisés dans ce mémoire.

Lemme 1.3 (congruence) : Soient deux matrices P(x) et Q(x), si P(x) est définie positive et si

Q(x) est de rang plein en colonne alors la quantité )()()( xQxPxQ T  est définie positive.

Lemme 1.4 : Soient YXPA ,,, et Q des matrices de dimensions appropriées. Les propriétés

suivantes sont équivalentes [12] :

0,0,.4

0,0.3

0.2

0,0.1



















































P
PXXAXY

XAYYAYAQ
YX

P
PXXAX

XAQ
X

PPA

PAQ

PQPAA

TTT

TTT

TT

T

T

T

0
)()(

)()(










xRxS

xSxQ
T

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)
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Preuve :

(1.27)  (1.28) : Complément de Schur (lemme 1.2)

(1.28)  (1.29) et (1.30) : Il suffit de choisir X=P et Y=0

(1.29) et (1.30)  (1.27) : Par congruence avec ][ TAI

Lemme 1.5 : Soient YXPA ,,, et Q des matrices de dimensions appropriées. Les propriétés

suivantes sont équivalentes [18] :

0,0,.2

0,0.1





















P
YYAYXP

AYXPQAXXA
YX

PQAPPA

TTTT

TT

T

Preuve :

(1.32)  (1.31) : Par congruence avec ][ TAI

(1.31)  (1.32) : Si 0 QAPPAT  est vérifiée, 0  tel que :

0
2

 AAQAPPA TT 
(1.33)

 En utilisant le complément de Schur, (1.33) .0
2














IA

AQAPPAT




Le résultat

s’obtient en choisissant PX   et IY  .

Lemme 1.6 : Soient X et Y deux matrices de dimensions appropriées, un scalaire 0 , et une

matrice 0 TSS  alors les deux propriétés suivantes sont vérifiées:

Preuve :

   
YYXXXYYX

YXXYYYXXYXYX
TTTT

TTTTT

1

111 0)()(












SYYXSXXYYX

XYYXSYYXSXYSXSYSXS
TTTT

TTTTT








1

11 0)()(0

(1.34)

(1.35)

(1.31)

(1.32)

SYYXSXXYYX

YYXXXYYX
TTTT

TTTT








1

1

(1.34) :

(1.35) :
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1.5. Placement de pôles dans des régions LMI

         L’idée est de pouvoir construire de façon systématique n’importe qu’elle région convexe

du plan complexe à partir de l’intersection de régions convexes élémentaires (demi-plan,

bandes, cercles, cônes …) appelées régions LMI.

Définition [19] : Un sous ensemble D du plan complexe est dit  une région LMI s’il existe une

matrice symétrique nnR   et une matrice nnR  telle que :

0)(:  zfCzD D (1.36)

avec T
D zzzf  )( . La notation z désigne le conjugué de z et )(zfD est appelée la

fonction caractéristique de la région LMI D.

Les valeurs propres d’une matrice A sont placées dans une région LMI D du plan

complexe [20], si et seulement si, il existe une matrice symétrique 0P  telle que :

0)()(),(  TT
D APAPPPAM  (1.37)

avec  représente le produit matriciel de Kronecker.

Considérons N sous-régions LMI NDDD .,..,, 21  du plan complexe.  Les valeurs propres

de la matrice A appartiennent à la région LMI NDDD  ...21 avec des fonctions

caractéristiques )(...),(,)( 21 zfetzfzf DNDD respectivement, si et seulement si il existe une

matrice symétrique 0P solution des inégalités suivantes :

NiAPAPPPAM TT
iiiDi .,..,2,10)()(),(   (1.38)

         Une région LMI a la propriété d’être convexe et symétrique par rapport à l’axe des

abscisses. De plus, l’intersection de régions LMI est une région LMI. Dans le cadre des

modèles TS, l’idée est de caractériser des régions dans le demi plan complexe gauche [19]

avec une fonction de Lyapunov en terme de problèmes LMI. Pour ce faire, on définit un

domaine  par l’intersection de trois régions LMI intéressantes pour la commande de

systèmes [31] :

      Le demi-plan :
2

)(


 ze

0)(  zzzf D  (1.39)

      Le cercle de rayon   centré en (0,0) :

0)( 















z

z
zf D (1.40)
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   Le cône  issu de l’origine et d’angle 2 :

0
)sin()()cos()(

)cos()()sin()(
)( 















zzzz

zzzz
zfD (1.41)

L’intersection de ces trois régions définit la région  représentée sur la figure 1.1.

Dans le cas du modèle linéaire suivant :

)()( tAxtx                                         (1.42)

Les valeurs propres de la matrice d’état A sont situées dans la région   s’il existe une matrice

0P telle que [20] :

0
))(cos())(sin(

))(sin())(cos(

0

0
































PAPAPAPA

PAPAPAPA

PPA

PAP

PPAPA

TT

TT

T

T












2/





2

Im

Re

Figure 1.1 : Définition d’une région 

(1.43)

(1.44)

(1.45)
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1.6.  Stabilité au sens de Lyapunov

Le principe de stabilité selon Lyapunov repose sur le comportement du système

dynamique du point de vue de son énergie totale. Si cette énergie, représentée généralement

par une fonction scalaire, est continûment dissipée, on parle alors de système dissipatif. Dans

ce cas, on peut espérer que le système tende vers un point d’équilibre. En l’occurrence, en

étudiant la variation de cette fonction scalaire, nous pouvons éventuellement conclure sur la

stabilité du système étudié.

         Dans ce mémoire nous étudions la stabilité plus particulièrement grâce à la méthode de

Lyapunov, proposé en 1892 [21] dans le cadre de l’étude de la stabilité des systèmes

mécaniques. Il s’agit de construire une fonction V(x) de l’état x du système telle que les signes

de cette fonction et de sa dérivée temporelle dans un certain voisinage du point d’équilibre

donnent une information sur la stabilité du système.

1.6.1. Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

Considérons tout d’abord le système non linéaire en régime libre (non commandé)

suivant :

 )()( txftx  (1.46)

avec )(tx  représente l’état du système et la fonction   nn RRtxCtxf  :)(,)( 1 représente la

dynamique du système. La fonction f décrit les dynamiques du système et peut être modélisée

par des équations algébriques classiques et/ou un modèle flou.

Le système (1.46) est dit en équilibre autour 0x  si, en l’absence d’influence externe, son

état ne varie pas au cours du temps, 0x est alors appelé point d’équilibre.

Définition 1.1 : Le point nRx 0  est dit point d’équilibre du système (1.46) si :

0,0)( 0  txf (1.47)

Dans ce travail, on considère que  le  point d’équilibre du  système (1.46) est l’origine

( 00 x ) de l’espace d’état. Cette supposition est assez générale et ne change rien à l’étude de

la convergence de l’état du système, car si 00 x est un point d’équilibre du  système (1.46)

alors 00 x est un point d’équilibre du système [22]:

 0)()( xtzftz  (1.48)
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La stabilité au sens de Lyapunov est basée sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov

dont la définition est comme suit :

Définition 1.2 : La fonction RRV n : est une fonction de Lyapunov, si elle satisfait les

deux conditions suivantes :

1. )(xV est  continue et ses dérivées partielles )(xVi
 (

ix

xVxVi 
 )()( ) existent et sont

       continues pour tout ni .,..,1 .

2. 0)( xV  pour tout 0x et )0(V 0.

3. 0)( xV  pour tout 0x .

Il existe de nombreuses définitions de la stabilité de Lyapunov dans la littérature et nous

ne présentons que les plus utilisées dans l’étude de stabilité des modèles flous TS. Pour cela,

la définition d’une certaine classe de fonctions est nécessaire.

Définition 1.3 : Une fonction continue ),0[),0[:)( ar appartient à la classe k si elle est

strictement croissante et 0)0(  . Si a et 


)(lim r
r

 , la fonction est dite de class k .

Théorème 1.1 : Soit une fonction scalaire   1)( CtxV   telle que :

     )()()( 21 txtxVtx   (1.49)

(.)(.)ù 21  etodx  sont des fonction de classe k définie sur *),,0[ Rdd

 Si dxxf
x

xV 


 ,0)()( alors le point d’équilibre ( 00 x ) de (1.48) est localement

stable. Il est globalement stable si de plus d = ∞ et les fonctions (.)(.) 21  et sont de

classe k .

 Si dxxxf
x

xV 


 ),()( 0
)(  avec (.)0 fonction de classe k définie sur ),,0[ d

alors le point d’équilibre de (1.48) est localement asymptotiquement stable.

 Si )(),()( 0
)( 


 dxxxf

x

xV  avec (.)0 et les fonctions (.)(.) 21  et  de

classe k , alors le point d’équilibre de (1.48) est globalement asymptotiquement

stable.

 Si )(),()( 0
)( 


 dxxxf

x

xV  avec les fonctions (.)0 , (.)(.) 21  et sont des

fonctions de classe k de la forme :
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      ,,, 021

PPP
xcxxbxxax   (1.50)

telles que ,1,0,,  pcba  alors le point d’équilibre de (1.48) est globalement

exponentiellement stable.

Dans le cadre de ce travail, on s’intéressera à la stabilité asymptotique globale du point

d'équilibre du système dynamique (1.48).

1.6.2. Fonctions de Lyapunov usuelles

En général, il n’existe pas de méthodes systématiques pour trouver les fonctions

candidates de Lyapunov. Dès lors, la théorie de Lyapunov conduit à des conditions suffisantes

de stabilité dont le pessimisme dépend de la forme particulière imposée à la fonction  )(txV

et de la structure du système. Cependant, il existe des familles de fonctions de Lyapunov

souvent utilisées et dont l’adoption dépend de la nature du système à étudier (systèmes

linéaires, systèmes continus par morceaux, systèmes à retard, systèmes linéaires incertains…).

Parmi ces fonctions on distingue les formes suivantes :

a)- Fonction de Lyapunov quadratique : Une classe de fonctions candidates de Lyapunov

quadratiques que l’on utilisera tout au long de ce travail peut être décrite sous la forme

suivante :

  0),()()(  TT PPtPxtxtxV                                     (1.51)

Cette fonction est définie positive si la matrice P est une matrice symétrique définie

positive, 0 TPP . Ce  type de fonctions s’avère être une fonction de Lyapunov du

système car elle satisfait tout les conditions de la définition 1.2. Dans ce cas, le système (1.46)

est dit stable quadratiquement s’il existe une matrice 0 TPP  telle que la dérivée de la

fonction de Lyapunov quadratique soit négative.

De très nombreux travaux utilisent ce type de fonctions pour l’étude de la stabilité.

Notamment dans le cas des systèmes incertains, des systèmes linéaires ainsi que dans celui

des modèles TS [23]. L’atout majeur de cette fonction dans le cas des modèles TS est que la

formulation convexe du problème permet aisément l’extraction d’une telle fonction

lorsqu’elle existe. L’inconvénient de cette fonction réside dans l’obtention des conditions de

stabilités très conservatives comme on le verra dans les chapitres 2, 3 et 4, d’où l’intérêt de

chercher des conditions qui sont beaucoup moins conservatives (conditions relaxées ou



18

Chapitre 1                  Concepts de base et outils mathématiques

relâchées). Une autre variante de ces fonctions candidates peut être exprimée de la forme

suivante :

  



n

i
iii

T PtxPtxtxV
1

0),()()(  (1.52)

avec 0iP  et *Ri . Ces fonctions quadratiques sont utilisées dans le cas des systèmes

interconnectés et dans les modèles TS.

b)- Fonction polyquadratique : Cette fonction est de la forme :

   



n

i
iii

T PtxPtzhtxtztxV
1

0),()()()(),( (1.53)

où les hi sont les fonctions d’activation définies précédemment. Ce type de fonction, est plus

général dans le sens où il inclut le cas quadratique, car il suffit de choisir PPi  , pour se

ramener au cas des fonctions quadratiques. Il est aussi intéressant de noter que, par apposition

à la méthode quadratique, ce type de fonction tient compte de la vitesse de variation des

variables de décision du modèle TS continu ce qui explique la réduction du conservatisme de

la méthode. Plusieurs travaux ont utilisé ce type de fonctions que ce soit dans le cas continu

[11] [24], ou bien dans le cas discret [11] [22] [25].

c)- Fonction affine paramétrique : Cette fonction est de la forme suivante :

  )()()()( txPtxtxV T                                                 (1.54)

avec 0...)( 110  kk PPPP   est souvent utilisée pour étudier les système linéaires à

paramètres incertains variants dans le temps.

d)- Fonctions continues par morceaux : Ce type de fonctions est donné par la forme :

        )(,..,)(,...,)(max)( 1 txVtxVtxVtxV ri                              (1.55)

avec

  0),()()(  ii
T

i PtxPtxtxV (1.56)

Ce type de fonctions présente l’avantage d’être moins conservatif que les fonctions

quadratiques. Il a été l’objet d’étude dans le cas des systèmes linéaires variant dans le temps

(LTV) [3], puis adopté pour l’analyse de stabilité des systèmes dynamiques hybrides

notamment les systèmes à commutations [26]. Récemment, ce type de fonctions a été utilisé

pour l’étude de la stabilité des systèmes flous [22].
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1.7.  Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les outils fondamentaux utilisés dans ce mémoire,

a savoir, le modèle flou de type Takagi-Sugeno, les déférentes méthodes pour l’obtention  des

modèles flous et les inégalités linéaires matricielles (LMI). Nous avons présenté également la

notion de stabilité au sens de Lyapunov et les types des fonctions condidates de Lyapunov les

plus utilisé.
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2.1. Introduction

Depuis plusieurs années de nombreux travaux se sont intéressés à la stabilité et la

stabilisation des systèmes non linéaires décrits par des modèles flous de Takagi-Sugeno.

L’analyse de stabilité des modèles flous est souvent étudiée par la technique de Lyapunov

quadratique qui impose des exigences restrictives et donne des conditions de stabilité

suffisantes. La stabilité dépend de l’existence d’une matrice commune, symétrique et définie

positive, qui garantit la stabilité de tous les modèles locaux. Ces conditions de stabilité

peuvent être exprimées en utilisant des inégalités linéaires matricielles (LMI).

Dans ce chapitre, nous présentons quelques théorèmes donnant les conditions suffisantes

de stabilité et stabilisation des modèles flous de Takagi-Sugeno. L’approche proposée tout au

long de ce chapitre repose sur les fonctions de Lyapunov. Il s’agit de chercher une matrice

symétrique et définie positive et sa fonction de Lyapunov associée telles que certaines

conditions simples garantissent les propriétés de stabilité.

2.2. Stabilité des modèles Takagi-Sugéno

         L’étude de la stabilité des modèles Takagi-Sugeno s’effectue principalement en utilisant

la méthode directe de Lyapunov. Cette méthode implique le choix d’une fonction candidate

de Lyapunov qui est le premier élément dans l’étude de la stabilité.

2.2.1. Stabilité quadratique

Les modèles flous de Takagi-Sugeno sont composés d’un ensemble de modèles linéaires

interconnectés par des fonctions non linéaires vérifiant la propriété de somme convexe. Ils

peuvent s’écrire en boucle ouverte sous la forme suivante :

 



r

i
ii txAtzhtx

1

)()()( (2.1)

Dans cette section, nous présentons les conditions suffisantes de stabilité quadratique

utilisant l’approche le Lyapunov.

La fonction candidate de Lyapunov la plus couramment utilisée est définie par :

  0),()()(  TT PPtPxtxtxV (2.2)
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a) Cas des modèles TS continu

Le modèle de Takagi-Sugeno en régime libre dans le cas continu est :

 



r

i
ii txAtzhtx

1

)()()( (2.3)

La stabilité quadratique s’étudie en calculant la dérivée de la fonction (2.2) :

    )()()()()()()( txPtxtPxtxtPxtx
dt

d
txV

dt

d TTT   (2.4)

De (2.3) et (2.4) on obtient :

     

   )()()(

)()()()()()()(

1

11

txPAPAtzhtx

txAtzhPtxtPxtxAtzhtxV
dt

d

r

i
i

T
ii

T

r

i
ii

T

Tr

i
ii




































 (2.5)

Puisque les fonctions ih sont toujours positives, l’étude de la stabilité quadratique revient

donc à résoudre le problème résumé dans le théorème suivant :

Théorème 2.1 : Le modèle flou continu (2.3) est globalement asymptotiquement stable, s’il

existe une matrice commune définie positive 0 TPP qui satisfait la condition suivante :

riPAPA i
T
i ...,,2,10  (2.6)

b) Cas modèles TS discret

Le modèle de Takagi-Sugeno en régime libre dans le cas discret est :

 



r

i
ii txAtzhtx

1

)()()1( (2.7)

La stabilité quadratique s’étudie en calculant la variation de la fonction (2.2)

      )()()1()1()()1()( tPxtxtPxtxtxVtxVtxV TT  (2.8)

De (2.7) et (2.8) on obtient :

     

  )()()(

)()()()()()()(

1

11

txPPAAtzhtx

tPxtxtxAtzhPtxAtzhtxV

r

i
i

T
ii

T

T
r

i
ii

Tr

i
ii



































 (2.9)

L’étude de la stabilité quadratique revient à résoudre le problème résumé dans le théorème

suivant :
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Théorème 2.2 : Le modèle flou discret (2.7) est globalement asymptotiquement stable, s’il

existe une matrice commune définie positive 0 TPP qui satisfait la condition suivante :

riPPAA i
T
i ...,,2,10  (2.10)

2.2.2. Stabilité non  quadratique

Les conditions nécessaires (2.6) sur l’existence d’une matrice symétrique définie positive

P commune aux r modèles locaux montre clairement le conservatisme de la méthode. C’est la

raison pour laquelle certains systèmes sont stables alors qu’il n’existe pas de matrice

symétrique définie positive commune.

Dans cette section nous étudions la stabilité d’un système TS par l’approche non

quadratique où la fonction de Lyapunov du modèle global, construite par agrégation de

fonctions de Lyapunov quadratiques relatives à chaque modèle local, est dépendante de l’état.

Un certain nombre de travaux [25] [27] proposent également des fonction de Lyapunov

non quadratique (dite aussi polyquadratique) de la forme :

    )()()()( txtxPtxtxV T (2.11)

avec la matrice symétrique définie positive.

    0,)()(
1




T
iii

r

i
i PPPtzhtxP (2.12)

et  )(tzhi  a  les mêmes propriétés des fonctions d’activation (1.7), et aussi continûment

dérivable.

On peut vérifier  que la fonction (2.11) est une fonction candidate de Lyapunov :

  2

2

2

1 )()()( txctxVtxc  (2.13)

avec

    0)(min,0)(max max
,1

2min
,1

1 
 i

ri
i

ri
PcPc  (2.14)

On note que l’utilisation de ce type de fonctions suppose que les fonctions

d’appartenance du modèle TS sont dérivables et que leurs dérivées sont bornées.

Considérons la dérivée, par rapport au temps, de la fonction candidate de Lyapunov (2.11) :

        )()()()()()()()()()( txtxPtxtxtxPtxtxtxPtxtxV TTT   (2.15)
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On a :

    0,)()(
1




T
r

PPPtzhtxP 



 (2.16)

En remplaçant (2.15) dans (2.16).

      

 

     





 











r

i

r

j
jii

T
j

T
ji

r
T

r

i
i

T
i

T
i

r
T

txAPPAtxtzhtzh

txPtxtzh

txPtxtxPtxtzhtxPtxtzhtxV

1 1

1

11

)()()()(

)()()(

)()()()()()()()()(











On peut écrire (2.18) comme suit :

   

     



 







r

i

r

j
ijj

T
ijii

T
j

T
ji

r
T

txAPPAAPPAtxtzhtzh

txPtxtzhtxV

1 1

1

)()()()(
2

1

)()()()(





Supposons que les dérivées des fonctions d’appartenance sont bornées par :

  rtzh ,...,2,1,)(  
 (2.20)

L’inégalité (2.20) implique que :

     

)()(
2

1

)()()()(

1

1 1

txAPPAAPPAP

txtzhtzhtxV

ijj
T
ijii

T
j

r

r

i

r

j

T
ji



















 






(2.21)

Le théorème 2.3 donne les conditions assurant la stabilité du système TS (2.3).

Théorème 2.3 : Supposons que les dérivées des fonctions d’appartenance sont bornées

par (2.20). Le modèle flou (2.3) est stable s’il existe des matrices symétriques définies

positives riPP T
ii ,...,2,1,0  telles que :

jiAPPAAPPAP ijj
T
ijii

T
j

r




,0)(
2

1

1
 (2.22)

On note qu’il est difficile de déterminer les bornes des dérivées des fonctions

d’appartenance  . Dans ce cas les conditions précédentes peuvent être relâchées en

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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présentant une approche étendue de stabilité en considérant la propriété des dérivées des

fonctions d’appartenance suivante [27].

  )(0)(
1

tztzh
r





 (2.23)

Selon la propriété, nous avons :

   





1

1

)()(
r

r tzhtzh



 (2.24)

Alors (2.19) devient :
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(2.25)

En remplaçant (2.24) dans (2.25) :
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(2.26)

L’inégalité (2.20) implique que :
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(2.27)

Le théorème 2.4 [27] donne les nouveaux  conditions qui assurer la stabilité du système

TS (2.3).

Théorème 2.4 : Supposons que les dérivées des fonctions d’appartenance sont bornées

par (2.20). Le modèle flou (2.3) et stable s’il existe des matrices symétriques définies

positives riPP T
ii ,...,2,1,0   telles que :

1,...,2,1,  rPP r  (2.28)

jiAPPAAPPAPP ijj
T
ijii

T
j

r

r 




,0)(
2

1
)(

1

1
 (2.29)
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Loi de commande locale

Règle 1Règle 1

Règle 2Règle 2

Règle rRègle r

Système flou Régulateur flou

.

.

.

.

.

.

.  .  .

Figure 2.1 : Principe de la commande PDC

2.3.   Stabilisation des modèles Takagi-Sugeno

L’une des premières idées de stabilisation de modèles flous de Takagi-Sugeno consiste à

utiliser des retours d’état linéaires. Ces derniers ont vite été supplantés par une loi de

commande, qui permet de prendre en compte les non linéarités des modèles flous, connue

sous le nom de PDC ( Parallel Distributed Compensation ).

Le principe de cette méthode illustrée par la Figure 2.1, est de construire un régulateur

par retour d’état pour chaque modèle local. La loi de commande globale est obtenue par

l’interpolation des lois de commande linéaires locales.

L’avantage majeur de cette loi de commande est de respecter la même structure de

découpage des non linéarités que celle utilisée pour l’obtention du modèle TS. Dans le cas où

le modèle TS est obtenu par découpage exact, cette loi de commande est donc valable quelque

soit le point du sous espace compact de l’espace d’état [15].

2.3.1. Stabilisation des modèles TS continus

Soit le modèle TS continu suivant en boucle fermée :

  



r

i
iii tuBtxAtzhtx

1

)()()()( (2.30)

Les règles du contrôleur PDC peuvent être écrites sous la forme :
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)()()(...)( 11 txKtualorsFesttzetetFesttzSi i
i
pp

i  ri ,...,2,1 (2.31)

La loi de commande PDC globale obtenue par interpolation des lois de commande linéaires

locales est de la forme :

 



r

i
ii txKtzhtu

1

)()()( (2.32)

où riK i .,..,1:  est le gain de retour local relatif au émei  modèle, avec les mêmes  )(tzhi que

ceux du modèle flou.

En combinant (2.30) et (2.32). La représentation du modèle global en boucle fermée avec une

loi de commande PDC est donnée par :

   
 


r

i

r

j
jiiji txKBAtzhtzhtx

1 1

)()()()()( (2.33)

Théorème 2.5 : Le modèle flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement stable via

la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie positive 0 TPP

qui satisfait les inégalités matricielles suivantes :

rjiKBAPPKBA jii
T

jii ...,,1,0)()(  (2.34)

On peut écrire (2.33) comme suit :

        )(
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)()(2)()()()(
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GG

tzhtzhtxGtzhtzhtx jiij
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i
iiii 







 
 



 (2.35)

avec :

jiiij KBAG  rji  (2.36)

Théorème 2.6 : Le modèle flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement stable via

la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie positive 0 TPP

qui satisfait les conditions suivantes :

rji
GG
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riPGPG

jiij
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,...,10  (2.37)

 (2.38)
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On remarque que l’inégalité du théorème 2.6 n’est pas linéaire en les variables P  et iK ,

en multipliant l’inégalité (2.37) et (2.38) à gauche et à droite par 1P , et en définissant une

nouvelle variable 1 PX , puis en    utilisant le changement de variable riXKM ii ...,,1,  ,

on obtient les LMIs suivantes par rapport aux variables X  et iM :















rjiMBMBMBMBXAAAAX

riBMMBXAXA

X

T
ijjiijjiji

T
ji

T
i

T
iiii

T
i

0)()()()(

,...,10

0

   (2.39)

Théorème 2.7 : Soient le modèle flou continu (2.30), la loi de commande PDC (2.32). La

boucle fermée est globalement asymptotiquement stable s’il existe une matrice symétrique

définie positive 0 TXX et des matrices riM i ...,,1,  telles que les LMIs définis en

(2.39) soient vérifiées. Les gains de retour d’état sont donnés par :

riXMK ii .,..,1,1   (2.40)

Exemple 2.1 :

On considère le  système mécanique non linéaire masse-ressort-amortisseur (figure 2.2)

qui peut être représenté par le système d’équations différentielles suivantes [28] :








)()(

)()(67.0)(02.0)(1125.0)(

12

3
2211

txtx

tutxtxtxtx




                        (2.41)

M

K B

masse

ressort amortisseur

x

Figure 2.2 : Système masse-ressort-amortisseur
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où )(2 tx  est le déplacement du ressort et )()( 21 txtx  . Le terme )(67.0 3
2 tx représente  la

non linéarité du ressort, dans cet exemple, nous supposons que ]5.1,1[)(2 tx , la limite

inférieure est la longueur minimum que le ressort  peut prendre, cette limite non linéaire peut

être exprimée selon le lemme 1.1 comme suit :

     )(5075.1)()(0)()(67.0 222221
3
2 txtxwtxtxwtx  (2.42)

avec:

   
25.2

)(
)(,

25.2

)(
1)(

2
2

21

2
2

21

tx
txwet

tx
txw  (2.43)

Le système masse-ressort-amortisseur peut être modélisé par le modèle flou de Takagi-

Sugeno suivant :

Les règles du modèle :

)()()()(:2

)()()()(:1

22
2

11

11
1

11

tuBtxAtxAlorsFesttxSiRègle

tuBtxAtxAlorsFesttxSiRègle









avec :

















 








 


0

1
,

01

5275.11125.0
,

01

02.01125.0
2121 BBAA        (2.44)

Pour stabiliser le système, on utilise un contrôleur PDC avec les règles suivantes :

)()()(:2

)()()(:1

2
2

11

1
1

11

txKtuAlorsFesttxSiRègle

txKtuAlorsFesttxSiRègle





La résolution des LMIs (2.39) pour ce système a donné les résultats suivants :











7.26975.5713

5.57137.2697
P (2.45)

   2.43763.7565=3.94513.7565= 21 KK (2.46)

Les figures 2.3, 2.4 et 2.5 présentent les réponses )(1 tx , )(2 tx et  la commande )(tu du

système commandé par une commande PDC  pour l’état initial Tx ]0,8.0[)0(  .
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Figure 2.3 : Evolution de l’état )(1 tx

Figure 2.4 : Evolution de l’état )(2 tx

Figure 2.5 : Evolution de la commande )(tu
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2.3.2. Stabilisation des modèles TS discrets

Soit le modèle TS discret en boucle fermée suivant :

  



r

i
iii tuBtxAtzhtx

1

)()()()1( (2.47)

La loi de commande PDC globale est :

 



r

i
ii txKtzhtu

1

)()()( (2.48)

On remplace l’équation (2.48) dans l’équation (2.47), la représentation du modèle global en

boucle fermée avec une loi de commande PDC est donnée par :
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j
jiiji txKBAtzhtzhtx

1 1

)()()()()1( (2.49)

Théorème 2.8 : Le modèle flou discret (2.47) et globalement asymptotiquement stable via la

loi de commande PDC (2.48), s’il existe une matrice commune définie positive 0 TPP

qui satisfait les inégalités matricielles suivants :

rjiPKBAPKBA jii
T

jii ...,,1,0)()(  (2.50)

On peut écrire (2.49) comme suit :
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(2.51)

avec :

jiiij KBAG  rji  (2.52)

Théorème 2.9 : Le modèle flou discret (2.47) et globalement asymptotiquement stable via la

loi de commande PDC (2.48), s’il existe une matrice commune définie positive P qui satisfait

les conditions suivantes :
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On utilise le même changement de variable que dans le cas des modèles continus. Les

conditions de stabilité des modèles TS discrets dans le théorème 2.9 peuvent être réécrites

sous forme de LMIs en utilisant le complément de Schur [29]:
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,...,10
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0

                                (2.55)

Telle que ijN est donnée par :

ijjiij MBMBN  (2.56)

Les gains de retour d’état peuvent être déterminés par :

riXMK ii .,..,11   (2.57)

Le problème fondamental qui se pose lors de la synthèse de commande du type PDC est

celui du conservatisme des conditions sur les gains de retour. Dans la section suivante, on

présente des nouvelles conditions de stabilité, qui améliorent le conservatisme des résultats

précédents.

2.3.3. Conditions de stabilité relâchées

Les conditions de stabilité obtenues dans les théorèmes précédents sont très

conservatives puisqu’elles ne prennent pas en compte certaines caractéristiques des fonctions

d’interpolation non linéaires, elles ne peuvent être que suffisantes. Aussi, pour obtenir ces

conditions on cherche une solution à un problème d’optimisation en considérant que, pour

qu’une somme soit négative, chacun des termes de cette somme doivent être négatifs alors

que pour la somme entière cette condition n’est pas nécessaire. En effet, il est évidemment

possible de chercher des solutions aux conditions   0)( txV qui autoriseraient certains

termes de la somme a être positifs alors que l’ensemble restera négatif. Dans ce cas, on

obtient des conditions de stabilité dites « relâchées », c'est-à-dire moins conservatives [30].

   Par conséquent, dans le but d’avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, des

conditions de relaxation ont fait l’objet de plusieurs travaux notamment ceux développés dans
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[23] où les auteurs se basent sur le nombre maximal de règles actives à chaque instant pour

réduire le conservatisme de conditions de stabilisation. Les auteurs dans [6] s’inspirent de ces

travaux, en introduisant des conditions supplémentaires. Dans [31], les auteurs proposent

d’utiliser des fonctions de Lyapunov multiples pour rechercher plusieurs matrices définies

positives au lieu de chercher une seule matrice commune, comme dans le cas de stabilisation

par la fonction de Lyapunov quadratique. Parmi les résultats de relaxation utilisant une

fonction de Lyapunov quadratique, nous pouvons citer des conditions de relaxations très

pertinentes proposées dans [6] [23] et données dans le théorème suivant :

a) Cas des modèles TS continu

Théorème 2.10 [23] : Le modèle flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement

stable via la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice définie positive 0 TPP ,

et une matrice semi définie positive 0 TQQ , vérifiant les inégalités suivantes :
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,...,10)1(

où s est le nombre de règles qui peuvent être actives simultanément.

Les conditions de théorème 2.10 se réduisent à celles de théorème 2.6 lorsque .0Q

Théorème 2.11 [6] : Le modèle flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement

stable via la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice définie positive 0 TPP ,

et des matrices symétriques T
iiii QQ  et des matrices T

ijji QQ  , qui vérifient les inégalités

suivantes :
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...

...

...
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,...,10

21

22221
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iiii
T
ii

QQQ
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(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)
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b) Cas des modèles TS discrets

Théorème 2.12 [23] : Le modèle flou discret (2.44) est globalement asymptotiquement

stable via la loi de commande PDC (2.45), s’il existe une matrice définie positive 0 TPP ,

et une matrice semi définie positive 0 TQQ , qui vérifient les inégalités suivantes :
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Avec s est le nombre de règles qui peuvent être actives simultanément.

Les conditions de théorème 2.12 se réduisent  à celles de théorème 2.9 lorsque .0Q

Théorème 2.13 [6] : Le modèle discret (2.44) et globalement asymptotiquement stable via la

loi de commande PDC (2.40), s’il existe une matrice définie positive 0 TPP , et des

matrices symétriques T
iiii QQ  et des matrices T

ijji QQ  , qui vérifient les inégalités suivantes :
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,...,10
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Remarque :

1- Pour prouver les théorèmes (2.10) et (2.12) on utilise la propriété suivante:

      0)()(2
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1
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En effet, on a :

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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2- La preuve des théorèmes (2.11) et (2.13) est détaillée dans l’annexe A.

2.4. Observateurs flous de Takagi-Sugeno

Dans toutes les sections précédentes nous avons considéré que les états sont disponibles

pour la mesure. Cependant, on sait que la mesure de toutes les composantes du vecteur d’état

n’est pas possible dans plusieurs cas pratiques. Dans ce cas on utilise des observateurs pour

estimer les valeurs des états non mesurables. Les règles de l’observateur flou sont basées sur

les règles du modèle flou utilisé.

Les modèles flous utilisés sont ceux décrits par (2.30) dans le cas continu, et par (2.47)

dans le cas discret, les observateurs flous continus et discrets sont définis par les règles

suivantes :
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 (2.68)

La sortie de l’observateur peut être réécrire sous la forme :
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(2.69)

où )(ˆ tx et )(ˆ tz représentent respectivement l’état estimé de l’observateur flou et le vecteur de

prémisse reconstruit, et iL les gains de l’observateur. L’erreur d’estimation d’état est définie

par l'équation suivante :

)(ˆ)()( txtxte  (2.70)

        On distingue deux cas, le premier est le cas particulier où toutes les variables utilisées

dans les prémisses sont supposées mesurables, le deuxième cas concerne le cas général, où les

variables utilisées dans les prémisses ne sont pas mesurables.
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2.4.1. Cas des variables de prémisse mesurables

L'expression de la loi de commande PDC peut s'écrire dans ce cas :

 



r

i
ii txKtzhtu

1

)()()( (2.71)

A partir du régulateur flou (2.71) et de l’observateur flou (2.69), nous obtenons les équations

suivantes:

Cas des modèles TS continus :

      

     )()()()(

)()()()()(

1 1

1 1

teCLAtzhtzhte

teKBtxKBAtzhtzhtx

jii

r

i

r

j
ji

r

i
jijii

r

j
ji









 

 





Le système complet dont le vecteur d’état se compose de l’état du système et de l’erreur

d’estimation, peut être décrit par les équations suivantes :
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(2.74)

avec :

Cas des modèles TS discrets :
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Le système complet dont le vecteur d’état se compose de l’état du système et de l’erreur

d’estimation, peut être décrit par les équations suivantes :
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(2.78)

(2.72)

(2.73)
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(2.77)
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Ainsi, la synthèse d’un tel observateur consiste en la détermination des gains locaux iL afin

d’assurer la convergence vers zéro de la dynamique de l’erreur d’estimation. Les conditions

de synthèse d’un observateur flou sont duales de celles d’un contrôleur flou.

Pour tirer les conditions de stabilité, on applique les théorèmes 2.6 et 2.9 respectivement

à (2.74) et (2.78).

Etant donnée que toutes les variables de prémisse sont mesurables, on peut appliquer le

principe de séparation [32] (voire l’annexe B). On peut donc déterminer les gains iK à partir

des conditions du théorème 2.6 et les gains iL à partir des mêmes conditions appliquées au

problème dual, i.e ; avec T
i

T
j

T
iij LCAG  . En effet, la propriété de séparation utilisée pour les

systèmes linéaires est également valide dans le cas des modèles TS dont les variables de

décision sont mesurables mais n’est pas toujours trivial à déterminer [32].

2.4.2. Cas des variables de prémisse non mesurables

Dans ce cas )(),...,(1 tztz p ne sont pas mesurables. L'expression de la loi de commande

PDC peut s'écrire comme suite :
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Le système augmenté peut être mis sous la forme :

Cas des modèles TS continus :
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(2.80)

Cas des modèles TS discrets :
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Avec :

sjisjjijs

isjsjijiijs

KBBCLAS

CCLKBBAAS

)(

)()()(

2

1





Pour tirer des conditions de stabilité, on applique les théorèmes 2.6 et 2.10

respectivement à (2.80) et (2.81).

Dans ce cas, le principe de séparation ainsi que les conditions relâchées ne sont plus

utilisables, il est donc nécessaire de calculer les matrices de gains de commande et

d’observation par itérations successives.

Exemple 2.2 :

Pour illustrer les résultats obtenus dans les paragraphes précédents on présente

l’exemple du pendule inversé sur un chariot mobile (figure 2.6). Le modèle dynamique de

l’ensemble chariot-pendule peut être décrit par les équations suivantes [32]:
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               (2.85)

où )(1 tx est l’angle (rad) du pendule, )(2 tx est la vitesse angulaire (rad/s), )(3 tx est le

déplacement (m) du chariot, )(4 tx est la vitesse (m/s) du chariot, g 9.81 m/s2 est la

constante de gravité, m est la masse (kg) du pendule, M est la masse (kg) du chariot, 0f est le
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coefficient de frottement (N/m/s) du chariot, 1f est le coefficient de frottement (N/rad/s) du

pendule,  l est la distance (m) entre le centre de rotation et le centre de gravité de la tige,  J

est le moment d’inerté (kgm2) du pendule autour de son centre de  masse, et )(tu la force (N)

appliquée au chariot. Nous avons utilisé 3282.1M  kg, m 0.22 kg, 915.220 f  N/m/s,

007056.01 f N/rad/s, l 0.304m, J 0.004963 kgm2.

L’objectif de la commande est d’équilibrer le pendule inversé autour de 01 x . Pour

utiliser l’approche de PDC, on doit avoir un modèle flou qui représente la dynamique du

processus non linéaire. Par conséquent, nous représentons d’abord le système (2.87) par un

modèle flou de Takagi-Sugeno. Pour réduire au minimum la complexité de conception, on

utilise le moins de règles possibles. Nous approximons  le système par les règles suivantes.

Les règles du modèle :
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avec :
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Figure 2.6 : Pendule inversé
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Les règles du contrôleur PDC :
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Les règles du l’observateur :
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Les fonctions d’appartenances représentées sur la figure 2.7 des règles sont :
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La résolution des LMIs a donné les résultats suivants :





















0.01100.00360.01240.0468

0.00360.00340.00450.0211

0.01240.00450.01860.0697

0.04680.02110.06970.3546

cP





















0.35900.0096-0.07270.1304-

0.0096-0.13340.0050-0.0087

0.07270.0050-0.04940.0948-

0.1304-0.00870.0948-0.3251

oP

Les gains du contrôleur et de l’observateur sont :

 
 33.1695-4.6353-16.7902-111.8125-

29.5252-2.9444-10.6766-72.3182-

2

1




K

K









































0.92673.8024-

42.61231.9283-

8.2127119.0838

2.632744.4168

0.568512.8838-

42.59370.1026-

5.2982139.7733

0.838844.9759

21 LL

Les figures 2.8 à 2.12 représentent les états et les états estimés ),)(ˆ),(( 11 txtx

))(ˆ),((),)(ˆ),((),)(ˆ),(( 443322 txtxtxtxtxtx , et la commande )(tu respectivement, avec les

conditions initiales  Tx 0,0060,-)0(   et  Tx 0,000,)0(ˆ  .

)(1 tw

)(2 tw

Figure 2.7 : fonction d’appartenance
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Figure 2.8 : L’état )(1 tx  et l’état estimé )(ˆ1 tx

)(ˆ
)(

1

1

tx

tx

Figure 2.9 : L’état )(2 tx  et l’état estimé )(ˆ2 tx

)(ˆ
)(

2

2

tx

tx

Figure 2.10 : L’état )(3 tx  et l’état estimé )(ˆ3 tx

)(ˆ
)(

3

3

tx

tx
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2.5. Conclusion

La stabilité des modèles Takagi-Sugeno est souvent étudiée en utilisant une fonction de

Lyapunov quadratique en recherchant une matrice unique stabilisant simultanément chacun

des modèles locaux, ce qui est souvent très conservatif.

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilité des modèles TS en régime libre, puis

nous avons présenté les conditions de stabilisation par retour d’état via la loi de commande

PDC, et dans la dernière section nous avons introduit l’observateur flou de TS pour les deux

cas des variables de prémisse, mesurables et non mesurables.

Figure 2.12 : La commande )(tu

Figure 2.11 : L’état )(4 tx  et l’état estimé )(ˆ4 tx

)(ˆ
)(

4

4

tx

tx
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3.1. Introduction

   Théoriquement il est toujours possible de représenter la dynamique d’un système non

linéaire par un système flou. En pratique cette représentation peut aboutir à l’obtention d’un

très grand nombre de règles floues. Une extension possible du modèle flou permettant de

réduire le nombre de règles floues est de prendre en compte certaines non linéarités du

modèle au sein d’incertitudes inhérentes à la modélisation, on se place alors dans le cas de la

modélisation par des systèmes flous TS incertains. L’objectif est d’obtenir un modèle flou

comportant un nombre fini et raisonnable de règles fixé a priori.

         Dans ce chapitre nous présentons les modèles flous TS incertains et leur stabilisation en

utilisant la loi de commande PDC. Ensuite nous présentons les performances de stabilisation à

travers le taux de décroissance et le placement des pôles des sous modèles linéaires bouclés.

Finalement on s’intéresse au problème de la commande en utilisant un observateur flou.

3.2.  Modèle flou de Takagi-Sugeno incertain

Le modèle flou de Takagi-Sugeno incertain est obtenu par l’agrégation d’un ensemble

de systèmes linéaires incertains. Dans [18] les modèles TS incertains ont été utilisés avec

deux buts différents. Le premier but est évidemment la prise en compte des incertitudes de

modélisation elles-mêmes et d’améliorer les résultats existants dans la littérature. Le

deuxième, et peut-être le plus important, est d’utiliser les incertitudes pour réduire le nombre

de règles du modèle.

Le modèle TS avec incertitudes paramétriques s’écrit d’une manière générale comme

suit [33]:








)()()(

...,,2,1)()()()()(

)(...)(: 11

txCCty

rituBBtxAAtx
Alors

FesttzetetFesttzSiR

ii

iiii

i
pp

ii

 (3.1)

On peut écrire (3.1) sous la forme:
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On peut réduit (3.2) comme suite :
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avec :
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3.3. Stabilisation des modèles TS incertains

On suppose que les matrices des incertitudes iA et iB sont bornées avec la structure :

iiiiiiiiiiii EctcHcCEbtbHbBEataHaA )(,)(,)(  (3.4)

où les matrices constantes iiiiii EcEbEaHcHbHa ,,,,, de dimensions appropriées sont

prédéterminées, et les incertitudes ),(),( tbta ii   et )(tCi sont bornées dans le temps de la

façon suivante :

,)()(,)()(,)()( ItctcItbtbItata ii
T
iii

T
iii

T
i  (3.5)

En utilisant une loi de commande floue de type PDC (2.32), la boucle fermée du

système  devient :

     )()()()()(
1 1

txKBBAAtzhtzhtx jiiiij

r

i

r

j
i 

 

 (3.6)

Dans la suite de ce travail, on utilise les notations suivantes :

    AAAAAA TT   ,                                       (3.7)

Théorème 3.1 [15] : Le modèle flou TS incertain (3.2) est globalement asymptotiquement

stabilisable via la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie

positive 0 TPP et des scalaires 00  ijij beta  tels que :

rji

ri

jiij

ii




0

.,..,2,10




avec :

(3.8)

(3.9)
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11   PKMetPX ii , où le symbole * indique la quantité transposée dans une matrice

symétrique.

Preuve :

Soit la  fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :

  )()()( tPxtxtxV T (3.11)

La stabilité de la boucle fermée est assurée si sa dérivée le long des trajectoires du

modèle TS incertain (3.2) est strictement négative. Ce qui revient à vérifier que :

    riKBBAAPPKBBAA iiiii
T

iiiii .,..,1,0)()(  (3.12)

avec la loi de commande PDC :

  )()()()(
1

txKtxKtzhtu hi

r

i
i  



(3.13)

Après la congruence avec 1P , on fait le changement de variable 1 PX  puis XKM ii 

(3.12) s’écrit :

0 ii
T
i

T
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T
iii

T
i

T
ii

T
i MBBMXAAXBMBMXAXA (3.14)

En remplaçant (3.4) dans (3.14) on obtient :
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En appliquant la propriété (1.34) et en considérant les bornes des incertitudes (3.5) une

condition suffisante pour que (3.15) soit vérifiée est :
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(3.16)

En utilisant le complément de Schur pour les termes : ii
T
i

T
iiii

T
iii MEbEbMbXEaXEaa 11 ,  

on obtient l’expression 0ii , avec :
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Exemple 3.1 : Soit l’exemple 1.1 présenté précédemment dans le chapitre 1. On ajoute des

incertitudes bornées ]1,1[)()(),( 321  tettt dans la matrice d’état :
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On suppose que ces incertitudes sont identiques pour tous les 4 sous modèles TS :
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Pour illustrer l’intérêt de la prise en compte de ces incertitudes dans la synthèse de la

loi de commande, on utilise la loi de commande obtenue à l’aide du théorème 2.6 (synthétisée

sans incertitude). Il en résulte que certaines incertitudes provoquent la divergence du modèle

en boucle fermée (figure 3-1).

Les conditions du théorème 3.1 sont donc utilisées afin de prendre en compte les

incertitudes du modèle dans la synthèse de la loi de commande. La matrice définie positive et

les gains obtenus en utilisant ces conditions sont :


















1.70000.8156-0.4810-

0.8156-5.50341.2346

0.4810-1.23461.9587

P

]3702.13020.05962.0[],3702.13020.05962.0[

]6136.17086.11023.0[],6103.15846.11218.0[

43

21




KK

KK

Les résultats de simulation sont représentés dans les  figures de 3.1 à 3.4, avec les

conditions initiales Tx ]8,8,8[)0(   et les incertitudes sont constantes pendant toute la

simulation : 9.0)(1.0)(,1)( 321  tettt

(3.18)
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Figure 3.1 : Les états du modèle incertain sans prise en compte de l’incertitude  dans la

synthèse de loi de commande

)(1 tx

- - )(2 tx

… )(3 tx

Figure 3.3 : Les états du modèle incertain

Figure 3.2 : Loi de commande sans prise en compte de l’incertitude
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Figure 3.4 : La commande du modèle incertain

Remarque 3.1 :

         Comme indiqué dans le chapitre 2, pour obtenir les conditions de la stabilité relâchées,

on peut utiliser un des deux théorème 2.10 ou 2.11.

3.4. Autres conditions de stabilité

Plusieurs travaux [33]-[40], proposent des nouvelles conditions de stabilité, avec

l’utilisation des différentes propriétés et transformations matricielles, en supposant que les

matrices des incertitudes iA et iB  sont bornées avec la structure suivante :

IttavecEbEatHBA i
T
iiiiiii  )()(],,)[(],[ (3.20)



Alors les conductions principales pour la stabilité asymptotique  globale du modèle floue  TS,

avec des incertitudes paramétriques, sont  récapitulées dans les théorèmes suivants :

a) Cas des modèles TS continu

Théorème 3.2 [33] : Le modèle flou TS incertain (3.2) est globalement asymptotiquement

stabilisable via la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie

positive 01  XPP T et des scalaires ).,..,1,(, rjiij  tels que les LMIs suivantes sont

vérifiées :
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avec :
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Preuve :

En remplaçant (3.20) dans (3.12) on obtient :

0)()())((  PHtKEbEaKEbEatPHKPBPBKPAPA T
i

T
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T
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T
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T
i

(3.25)
En appliquant le lemme 1.6 (la propriété (1.34)) a (3.25) :
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Alors :
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T
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Après la congruence avec 1P , on fait le changement de variable 1 PX  puis XKM ii 

(3.27) s’écrit :
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T
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T
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T
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T
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T
i KEbEaKEbEaHHBMMBXAXA  (3.28)

En appliquant la propriété de complément de Shur sur (3.28), on obtient la LMI (3.21) définie

dans le théorème 3.2.

La deuxième LMI peut être obtenue par le même procédé avec :
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Puis en utilisant les borne des incertitudes des matrices iA et iB  définies dans (3.20) et la

propriété (3.5) :
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avec :
.ij

T
j

T
iji

T
i

T
jj

T
ji

T
iij KPBPBKKPBPBKPAPAPAPA  (3.31)

et :

I
t

t

t

t

i

i

T

i

i 





















)(0

0)(

)(0

0)(
(3.32)

En appliquant le lemme 1.6 :
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On fait la congruence avec 1P , puis on applique le complément de Shur pour trouver la

deuxième LMI.


b) Cas des modèles TS discret

Dans cette section on va traiter le problème de stabilisation des modèles flous TS à

temps discret avec des  incertitudes paramétriques.

La représentation dans l'espace d'état du système flou TS incertain et de son contrôleur

en boucle fermée peut être décrite comme suit:

     )()()()()1(
1 1

txKBBAAtzhtzhtx jiiiij

r

i

r

j
i  

 

(3.35)

Les conditions de stabilité sont données dans le théorème suivant :

(3.33)

(3.34)
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Théorème 3.3 [35] : Le modèle flou TS incertain (3.35) est globalement asymptotiquement

stabilisable, s’il existe une matrice commune définie positive 01  XPP T et des

scalaires ).,..,1,(, rjiij  tels que les LMIs suivantes sont vérifiées :

                  (3.36)

(3.37)

avec : 1 PKM ii  (i=1, 2, …, r).

Prouve :

Soit la fonction candidate de Lyapunov :

  )()()( tPxtxtxV T

La  variation de la fonction candidate de Lyapunov est donnée par :
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La stabilité de la boucle fermée est assurée si la variation de la fonction candidate de

Lyapunov est négative. Ce qui revient à vérifier que :
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Pour démontrer le théorème 3.3, on procède de la même façon que la démonstration

précédente, en utilisant l’inégalité (3.38) pour démontrer  la première LMI et l’inégalité (3.39)

pour la deuxième LMI.

3.5. Stabilisation avec taux de décroissance prédéfini

Les conditions de stabilisation des théorèmes précédents permettent de prendre en

compte certains types d’incertitudes intervenant sur les modèles. Cependant aucune

performance de la boucle fermée n’est prise en compte dans la synthèse de la loi de

commande. L’une des solution possible est l’utilisation d’un taux de décroissance [18] [41],

qui permet d’agir sur les dynamiques (pôles) des sous-modèles en boucle fermée et consiste à

imposer un taux de décroissance 2 à la décroissance de la fonction de Lyapunov. La

condition de stabilité devient alors :

(3.38)

(3.39)
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   )(2)( txVtxV  (3.40)

Dans le plan complexe, cette condition revient à faire un placement arbitraire des pôles

des sous-modèles dans le demi plan gauche avec les parties réelles de ces derniers qui soient

inférieures ou égales à )(  .

Le théorème suivant donne les conditions de stabilité du système flou TS incertain avec

un taux de décroissance spécifié [18].

Théorème 3.4 : Le modèle flou TS incertain (3.2) est globalement asymptotiquement

stabilisable via la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie

positive 1 XPP T et  des matrices T
ijijiiiiiiii QQQbaba  ,0,,,,,, , et des

scalaires 0,0  ii ba  tels que les LMI du théorème 2.11 soient vérifiées  avec :
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(3.41)

  XAAMBbHbaHa T
ji

T
ijji

T
ii

T
iiij 2  (3.42)

où0 est le  taux de décroissance.



Im

Re

Pôles des sous modèles

Figure 3.5 : Effet du taux de décroissance sur les pôles des sous modèles en boucle fermée
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Preuve :

On considère la fonction de Lyapunov (3.11) avec un taux de décroissance 0. Pour

aboutir à la stabilité asymptotique formulée dans le théorème 3.4, la dérivée, par rapport au

temps, de la fonction de Lyapunov doit satisfaire la condition suivante :

   )(2)( txVtxV  (3.43)

En utilisant une loi de commande floue de type PDC (3.13), la boucle fermée du système

devient :

)()()( txKBKBAAtx hhhihh  (3.44)

De (3.11), (3.43) et (3.44) on obtient :

  0)(2)()(  txPPKBKBAAtx T
hhhhhh

T 

(3.45)

Après la congruence avec 1P , les changements de variable 1 PX et XKM ii  , (3.45)

devient :

02  XMBBMXAAXMBBMXAXA hh
T
h

T
hh

T
hhh

T
h

T
hh

T
h  (3.46)

En remplaçant (3.4) dans (3.46) :
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T
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(3.47)

En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)), avec ,0ha 0hb , on obtient :
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(3.48)

Avec Itata h
T
h  )()( et Itbtb h

T
h  )()( , l’inégalité (3.48) est équivalente à :
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T
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T
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T
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T
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T
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T
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(3.49)

En utilisant le complément de Schur   pour les termes ,1 XEaXEaa h
T
hh

 hh
T
h

T
hh MEbEbMb 1 ,

le lemme 1.4 (propriété (1.30)) pour les termes T
hhh HaHaa et T

hhh HbHbb et lemme 1.5, on

obtient l’expression de 0hhG  :
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(3.50)

3.6. Placement de pôles dans des régions LMI pour des modèles TS

Incertains.

        Une extension de l’approche précédente est le placement de pôles des sous modèles

linéaires, appelée D-stabilité [19], qui permet de placer les pôles des sous-modèles dans la

région LMI   définie dans le chapitre 1.

Nous considérons les trois régions LMI définies dans le chapitre 1, l‘obtention de

régions LMI pour les modèles TS incertains ce fait de façon directe, en remplaçant le modèle

linéaire (1.42) par celui de (3.6). Le but est alors de pouvoir obtenir des LMIs qui garantissent

la D-stabilité pour le modèle TS incertain (3.6) ; nous donnons des conditions suffisantes afin

de satisfaire le placement de pôle pour le demi-plan  gauche, le disque et finalement le cône

issu de l’origine.

En appliquant directement les inégalités (1.43), (1.44) et (1.45) sur le modèle TS en

boucle fermée (3.6), on obtient :
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Pour que les inégalités (3.51) (3.52) (3.53) soient des LMI, on  suit les étapes suivantes :

 Faire la congruence par 1 PX  pour (3.51) et par















1

1

0

0

P

P
pour (3.52) et (3.53).

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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 Puis effectuer le changement de variable XKM hh   qui rend la partie sans

incertitude des expressions précédentes linéaire :
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On remarque que les premières parties sans incertitude sont des LMIs en X et

riM i ,...,2,1  et sont notées dans la suite par   . Il reste donc à traiter les parties

incertaines. En utilisant l’expression des incertitudes (3.4), les inégalités précédentes

s’écrivant :
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 Mise sous forme LMI de l’inégalité (3.57)

En appliquant la propriété (1.34) et en considérant les bornes des incertitudes (3.5), l’inégalité

(3.57) devient :

  0
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(3.60)

En utilisant le complément de Schur pour les termes XEaXEa
a h

T
h

hh
)1(

1


et hh

T
hh

hh

MEbEbM
b )1(

1



on obtient l’expression 0)1( hh  définie dans le théorème suivant :

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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Théorème 3.5 : s’il existe une matrice symétrique définie positive 1 PX , des matrices iM

et des scalaires 00 )1()1(  ijij beta  tels que :

rji

ri

jiij

ii





0

.,..,2,10
)1()1(

)1(





avec :

 





























IbMEb

IaXEa

XHbHbbHaHaaMBXA

ijji

iji

T
iiij

T
iiijjii

ij

)1(

)1(

)1()1(

)1(

0

0

**







 (3.63)

alors, les pôles du système en boucle fermé (3.6) appartiennent à  la région LMI définie par

(1.43) et les gains de la loi de commande PDC  sont donnés par: 1 XMK ii

 Mise sous forme LMI de l’inégalité (3.58)

En utilisant l’inégalité (1.34) les bornes des incertitudes (3.5), l’inégalité (3.58) devient :
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L’utilisation du complément de Schur pour les termes XEaXEa
a h

T
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permet d’obtenir  l’expression linéaire 0)2( ii  définie dans le théorème suivant :

Théorème 3.6 : s’il existe une matrice symétrique définie positive 1 PX , des matrices iM

et des scalaires 00 )2()2(  ijij beta  tels que :
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 (3.67)

(3.61)

(3.62)

(3.65)

(3.66)
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alors, les pôles du système en boucle fermé (3.6) appartiennent à  la région LMI définie par

(1.44) et les gains de la loi de commande PDC  sont donnés par : 1 XMK ii .

 Mise sous forme LMI de l’inégalité (3.59)

L’inégalité (3 .61) peut être écrite de la forme [15]:

En utilisant la propriété (1.34) et en considérant les bornes des incertitudes (3.5), l’inégalité

(3.68) devient :
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L’utilisation du complément de Schur permet d’obtenir l’expression linéaire 0)3( ii  définie

dans le théorème 3.7:

Théorème 3.7 : s’il existe une matrice symétrique définie positive 1 PX , des matrices iM

et des scalaires 00 )3()3(  ijij beta  tels que :
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(3.68)

(3.69)
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              (3.70)

avec
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alors, les pôles du système en boucle fermé (3.6) appartiennent à  la région LMI définie par

(1.45) et les gains de la loi de commande PDC  sont donnés par: 1 XMK ii

Le théorème 3.8 donne les conditions de stabilité du système TS (3.6) pour que tous les

pôles des sous-modèles TS soient situés dans la région LMI   définie dans le chapitre 1.

Théorème 3.8 [41] : Le modèle TS (3.6) est quadratiquement stable et a tous les pôles des

sous-modèles TS situés dans la région LMI  , s’il existe une matrice symétrique définie

positive 1 PX , des matrices iM et des scalaires 00 )()(  k
ij

k
ij beta  tels que :
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Les gains de la loi de commande PDC  sont donnés par: 1 XMK ii

Exemple 3.2 :

Le système chaotique de Lorenz peut être décrit par les équations suivantes [17].
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)(1 tx

)(2 tw )(1 tw

)(tw

1.0

0 d-d

Figure 3.6 : Fonctions d’appartenance

Les valeurs nominales ),,( br sont 8/3)28,(10, , le système chaotique de Lorenz peut

être  écrit sous la forme :
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Si on suppose que ],[)(1 ddtx  , Alors )(1 tx peut être écrit sous la forme :
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Le système (3.71) peut être écrit comme :
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Prenant    )()( 1211 txMettxM  comme des fonctions d’appartenance ( figure3.6 ), le

système chaotique de Lorenz peut être représenté exactement par le modèle flou de Takagi-

Sugeno suivant :
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On suppose que les paramètres ),,( br  sont incertains, varient autour de leurs valeurs

nominales ),,( 000 br avec :

bbbrrr  000 ,,
où :

000 )(,)(,)( btbrtrt  
et :

5.0)( t

On utilise la matrice d’entrée incertaine B avec :

BBB  0

avec :

00 )(,]0,0,1[ BtBB T 

 Le système chaotique de Lorenz incertain peut être décrit par le modèle TS incertain

suivant :
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2121 ,, BetBAA  peuvent être écrites sous la forme :
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Le but de la synthèse de la commande de cet exemple est de placer  les pôles  en boucle

fermée dans la région LMI définie  par : rad3.1,45,5.1   . La matrice définie

positive et les gains obtenus en utilisant le théorème 3.8 sont :


















0.90360.00000.0000

0.00000.99380.8695

0.00000.86954.4992

P

]3.603015.956211.7566[=K

]3.6030-15.956211.7566[=K

2

1

Les  figures de 3.7 à 3.9 représentent la trajectoire de phase, les repenses et la

commande PDC du système chaotique de Lorenz  avec placement de pôles dans des régions

LMI. Pour les conditions initiales  Tx 10,10,10)0(  . La commande est appliquée à

st 10 , pour ]10,0[t le système est en régime libre. On remarque que le comportement est

chaotique avant l’application de la commande et dès l’application de la commande les états

du système stabilisent et convergent vers zéro.

Figure 3.7 : Trajectoire de phase du système chaotique
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Figure 3.8 : Evolution des états )(et)(),( 321 txtxtx

Figure 3.9 : Evolution de la commande )(tu
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3.7. Commande avec observateur

         Le principe de synthèse de commande dans le  cas des modèles flous TS incertains est

basé sur l’application de la loi de commande (2.32) au système (3.2) avec l’observateur flou

(2.69), les variables de prémisses sont supposées mesurables. En considérant la dynamique de

l’erreur d’estimation (2.70), le problème revient alors à stabiliser le système augmenté

suivant :
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(3.72)

Les incertitudes sont décrites de la même façon que précédemment (3.5).

Ainsi, en ce qui concerne la commande avec observateur flou pour les modèles TS

incertains et en se plaçant dans le cas ou le théorème de séparation [32] est applicable, dans le

cas contraire dans [18] on introduit les non linéarités qui dépendent des variables de prémisse

non mesurables dans les matrices contenant les incertitudes. Dans [18] une méthode basée sur

le couplage des parties commande et observateur est proposée, puis le problème est résolu

d’une façon séquentielle grâce à deux problèmes LMI.

Théorème 3.9 [18] : Soient le modèle flou TS incertain (3.2), la loi de commande PDC (2.32)

et l’observateur flou (2.69), le système augmenté (3.72) est globalement asymptotiquement

stable, s’il existe des matrices définies positives oc PetP , des matrices ii LetK , et des

scalaires positives ricba iiii .,..,1,,,,,  tels que :
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Preuve :

Le système augmenté (3.72) peut être réécrit sous la forme :
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Soit la  fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :

  )(
~

)()( tXPtXtXV T (3.76)

avec :

0
0

0~~
)(

)(
)( 



















o

cT

P

P
PPet

te

tx
tX                                        (3.77)

         La stabilité du système augmenté (3.72) est assurée si la dérivée de la  fonction

candidate de Lyapunov est négative. Alors :
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(3.78)

En considérant les bornes d’incertitude (3.4), alors (3.78) devient :
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En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)), avec ,0ha 0hb , 0hc on obtient :
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En utilisant la supposition (3.77), la condition (3.79) peut être réécrire sous la forme :

  0)()()()(
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avec :
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En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)), avec ,0h 0 , alors (3.80) est vérifiée

si :
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(3.81)

On peut réécrire (3.81) sous la forme :

     
 

      
  0)(

1
)(

0)(
12

)(

111

111

1





































te
PLHcHcLcHbHbbHaHaaP

KBBEbEbbKCLAPPLCA
te

tx
PIHbHbbHaHaaPEcEcc

KEbEbKbEaEaaKBAPPBKA
tx

o
T
h

T
hhhh

T
hhh

T
hhho

hh
T
hhh

T
hh

T
hhhhoo

T
h

T
h

T
hT

ch
T
hhh

T
hhhch

T
hh

hh
T
h

T
hhh

T
hhhhhcc

T
h

T
h

T
hT









En utilisant la notation (3.7), on obtient les conditions (3.82) et (3.83) correspondants aux

conditions du théorème 3.9

Remarquons que les conditions de stabilité dans le théorème 3.9  ne sont pas des LMIs,

dans la suite les inégalités (3.73) et (3.74) seront mises sous forme des LMIs.

(3.82)

(3.83)
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 Mise sous forme LMI de l’inégalité (3.73)

Après la congruence avec 1
cP , on fait les changements de variables 1 cc PX et

cii XKM   ri .,..,1 , l’inégalité (3.73) s’écrit :
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En utilisant le complément de Schur pour les termes : ch
T
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T
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T
hh MEbEbMb 11  , l’inégalité (3.84) peut être réécrire sous la forme :
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Remarque 3.2 : On remarque que l’inégalité (3.85) est une LMI si on fixe les valeurs de

 et i .

 Mise sous forme LMI de l’inégalité (3.74)

L’inégalité (3.74) s’écrit avec le changement de variables riLPN ioi .,..,1,  :
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On applique alors sur l’inégalité (3.86) le complément de Schur pour les termes :
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Remarque 3.3 : On remarque que l’inégalité (3.87) est une LMI si on fixe les valeurs de

ib , et h .

Exemple 3.3 : Pour illustrer les résultats obtenus dans le théorème 3.9 on présente l’exemple

du pendule inversé sur un chariot mobile présenté dans l’exemple 2.2  (figure 2.6), avec

incertitude A  dans la matrice d’état. Alors le système incertain peut être décrit par le

modèle TS incertain suivant :

Les règles du modèle :
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1A  et 2A représentent les incertitudes paramétriques bornées, les éléments de 1A  et

2A représentent a 30% des valeurs nominales de 21 AetA :
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La résolution des LMIs (3.85) et (3.87) nous a donné :
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Les gains du contrôleur et de l’observateur sont :
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Les figures de 3.9 à 3.13 représentent les états et les états estimées ),)(ˆ),(( 11 txtx

))(ˆ),((),)(ˆ),((),)(ˆ),(( 443322 txtxtxtxtxtx , et la commande )(tu  respectivement, avec les

conditions initiales x(0)   T0,0060,-   et x̂ (0) =  T0,000,  .

Figure 3.10 : Evolution de l’état )(1 tx  et de l’état estimée )(ˆ1 tx

)(1 tx

)(ˆ1 tx
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)(ˆ
)(
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)(ˆ1 tx

)(ˆ
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3

3

tx

tx

)(ˆ1 tx

)(ˆ
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4

4

tx

tx

)(ˆ1 tx

Figure 3.11 : Evolution de l’état )(2 tx  et de l’état estimée )(ˆ2 tx

Figure 3.12 : Evolution de l’état )(3 tx  et de l’état estimée )(ˆ3 tx

Figure 3.13 : Evolution de l’état )(4 tx  et de l’état estimée )(ˆ4 tx
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2.8. Conclusion

         Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilisation par retour d’état des modèles TS

incertains via la loi de commande PDC, puis nous avons présenté les performances de

stabilisation a travers le taux de décroissance et le placement des pôles des sous modèles

linéaires bouclés, et dans la dernière section nous avons introduit l’observateur flous pour

l’estimation des états non mesurables dans le cas des variables de prémisse  mesurable.

Figure 3.14 : Evolution de la commande )(tu
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4.1. Introduction

        Dans les parties précédentes, la loi de commande a été obtenue par interpolation des lois

de commande linéaires locales dont le nombre de ces lois de commande locales est égal au

nombre de règles. Dans ce chapitre, nous introduisons une autre méthode de la synthèse de

commande dite multi-contrôleur  pour les modèles flous TS incertain,  où  la loi de commande

globale est obtenue par commutation entre des lois de commande locales.

4.2. Représentation d’un modèle flou de Takagi-Sugeno incertain par un

          ensemble de systèmes incertains

Pour surmonter les difficultés d’analyse et de commande résultants des interactions non

linéaires entre les règles de modèle flou TS (3.2), on peut représenté le modèle flou de TS

incertain par un ensemble de systèmes linéaires incertains. L’espace d’état global nRS est

peut être décomposé en r sous espaces, chaque sous espace est défini comme :

  rltzhll .,..,1,0)(  SS (4.1)

Ces sous espaces ont les propriétés suivantes :

SS 



r

i
i

1

(4.2)

Si les règles i et j peuvent être actives en même temps, alors :

 ji SS  (4.3)

Si les règles i et j ne peuvent pas être actives en même temps, alors :

 ji SS  (4.4)

Dans chaque sous espace, le modèle de TS incertain (3.2) peut être écrit sous la forme :
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(4.5)

avec :
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liR

li tzhtzh )(1)( (4.6)

et rll .,..,2,1,  , est un sous ensemble de  rRRR .,..,, 21  contenant les règles qui

peuvent être actives en même temps avec la règle lR .

    0)()(,,  tzhtzhtR ilil (4.7)

On peut réécrire (4.5) sous la forme [17] :
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4.3. Structure de la commande multi-contrôleurs

Dans les deux chapitres précédents, nous avons utilisé un contrôleur flou dont la sortie

est obtenue par l’agrégation des lois de commande locales. Dans ce chapitre, on suppose que

le système flou TS (3.2) est localement contrôlable, et l’approche utilisé est basée sur

l’utilisation d’un contrôleur à chaque région de l’espace d’état, le signal de commande est

obtenu par commutation entre les différents contrôleurs comme illustré dans la figure 4.1.
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Figure 4.1 : Structure de la commande multi-contrôleurs

Sélection du
contrôleur

Système

cr
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.

.

2K

1K
)(1 tu

)(2 tu

)(tu
cr

)(tx

La loi de commande multi-contrôleurs peut être décrite par [8]:

  )()()(
1

txKtztu l

r

l
l

c




  (4.9)

avec:

  ,1)(
1




cr

l
l tz  



 


ailleurs

tx
tz

c
l

l
0

)(1
)(

S
 (4.10)

avec l
c
l SS  est la sous région dans laquelle la commande est générée en utilisant le retour

d’état local lK à concevoir.

Remarque 4.1 : On peut remarquer que (4.9) est une combinaison linéaire de cr  retours

d’états linéaires, le nombre de contrôleurs cr  peut être  diffèrent du nombre de règles r. A

chaque instant, seulement un des retours d’états linéaires est sélectionné pour générer le

signal de commande.
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4.3.1. Condition de recouvrement de stabilité

Définition 4.1 : soient nRS l’espace d’état et la valeur minimale   lll htzhth  )(: ,

on définit la sous région lS comme :

  rltzhll .,..,1,0)(  SS

et l
s
l SS  est :

  rlhtzh ll
s
l .,..,1,)(  SS

On dit que la condition de recouvrement de stabilité [5] est satisfaite si :

SS 



r

l

s
l

1

(4.11)

4.3.2. Nombre de contrôleurs

On peut distingue trois cas possibles comme le montre la figure 4.2

 Le premier cas où plusieurs ou toutes les valeurs minimales rlh l .,..,2,1:  sont

nulles, le nombre de sous régions qui vérifient la condition de recouvrement de

stabilité (4.11) peut être plus petit que celui des règles, dans ce cas le nombre de

contrôleurs est inférieur au nombre de règles.

 Le nombre de sous régions nécessaires pour vérifier la condition de recouvrement de

stabilité (4.11) est le même que celui des règles )( rrc  , dans ce cas le nombre de

contrôleurs est égal au nombre de règles.

 la condition de recouvrement de stabilité (4.11) n’est pas satisfaite, )( rrc  , le

système globale peut être instable, dans ce cas deux solutions sont possibles, soit on

utilise un autre modèle flou de Takagi-Sugeno avec un nombre plus élevé de règles,

soit on ajoute de nouveaux contrôleurs sans changer de modèle, dans ce cas le nombre

de contrôleurs est supérieur au nombre de règles.
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)(tw

)(3 tw
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Figure 4.2 : Cas possibles du nombre de contrôleurs

4.4. Stabilisation par retour d’état

On peut réécrire (4.8) sous la forme :
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~
)(

~~
)()(1)(

)(
~

)(
~~

)()(1)()(

tubEtHbEtHtzhEbtHB

txaEtHaEtHtzhEatHAtx

lllllllllll

lllllllllll




(4.12)

avec :

      
      
      llllll

llllll

llllll

bEaEtHtzBtzA

bEaEtHtzBtzA

EbEatHtzBtzA

~~
)(

~~
)(

~
)(

~
)()()(

)()()(







(4.13)
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1
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1
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aEaEaEththdiagtHHH

aEaEaEththdiagtHHH







(4.14)
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Avec )(tl  et )(
~

tl  ayants les mêmes propriétés que (3.5).

En utilisant une loi de commande floue multi-contrôleurs (4.9), pour ltx S)(  la boucle

fermée du système devient :

      
  )(

~~
)(

~~
)()(1)()(

txKbEaEtH

KbEaEtHtzhKEbEatHKBAtx

lllll

llllllllllllll



 (4.15)

Théorème 4.1 [17] : Le modèle flou TS incertain (4.15) est asymptotiquement stable, s’il

existe une matrice symétrique définie positive 01  
ll PX , et des scalaires

positives lll  ~,, , et 10  lh tels que l’inégalité matricielle suivante est satisfait :
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~
00

~~

0
1
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00
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MbEXaE

I
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MbEXaE
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 (4.16)

avec :

  T
lll

T
llll

T
lllll

T
l

T
lll

T
lll HHHHhHHMBBMXAAX

~~~1  
et

        La valeur minimale   lll htzhth  )(: peut être déterminée par le programme de

minimisation suivant :

Pour rlPP lll
T

ll .,..,2,1,0~,,,0  

LMI (4.16)

Preuve :

        Pour prouver ce théorème, on utilise la fonction candidate de Lyapunov :

  )()()( txPtxtxV l
T

l  (4.17)

avec lP , rl .,..,2,1  est une matrice symétrique définie positive.

lhMinimiser
lllll MX  ~,,,,
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Pour assurer la stabilité asymptotique formulée dans le théorème 4.1, la dérivée, par

rapport au temps de la fonction de Lyapunov (4.17) est strictement négative. Ce qui revient à

vérifier que :

0)()()()(  txPtxtxPtx l
T

l
T 
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~~
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~~
())((
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~~
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~~

)(1)()()(

txKbEaEtHP

PHtKbEaEKbEaEtHP

PHtKbEaEhKEbEatHP

PHtKEbEaKBAPPKBAtx

txKbEaEtHKbEaEtHh

KEbEatHKBAPtxtxPKbEaEtH

KbEaEtHhKEbEatHKBAtxtxV
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llllllllllllll
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En appliquant le lemme 1.6 (la propriété (1.34)) et en considérant les bornes (3.5) :
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Après la congruence avec 1
lP , on fait le changement de variable 1 ll PX puis lll XKM 

(4.18) s’écrit :
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En appliquant la propriété de complément de Shur sur (4.19), on obtient :

(4.18)

(4.19)
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0
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~
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avec :

  T
lll

T
llll

T
lllll

T
l

T
lll

T
lll HHHHhHHMBBMXAAX

~~~1  

Alors si le système local incertain ),( llll BBAA   est contrôlable, il existe une valeur

minimale lh tel que pour   1)(  tzhh ll  et la LMI (4.16) est toujours faisable.

4.4.1. Stabilité globale

On définit une nouvelle partition de l’espace d’état comme :

   cl
c
l

c
lll

c
l lhhhtzh  ,,)(SS

et
SS 




cl

c
l



avec  rl c ...,2,1 est un ensemble contenant les indices des sous régions sélectionnées

pour former la nouvelle partition de l’espace  d’état, s
l

c
l SS  est la sous région dans laquelle la

commande est générée en utilisant le retour d’état local lK à concevoir et l
c
l hh   défini les

frontières de chaque sous région c
lS  associée au retour d’étal linéaire lK :

   c
c
ll

c
l

c
l lhtzh  ,)(SS

Remarque 4.2 [17] : les valeurs de c
c
l leth  sont choisies tel que la condition de

recouvrement de stabilité (4.11) soit vérifiée et n’importe quelles sous régions adjacentes
c
j

c
i et SS vérifient la condition suivante :

c
j

c
i

c
j

c
i SSSS 

Soient Nii .,..,2,1,  les instants pendant lesquels l’état du système atteint la frontière

d’une sous région c
c
l l ,S .
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Théorème 4.2 [17] : On suppose que l’état du système est continu pendant les instants de

transitions Nii .,..,2,1,  :

)()()(   iii xxx 

Alors, le système flou TS incertain (4.5) est globalement asymptotiquement stable si le

nombre de transition est finie et la condition de recouvrement de stabilité est vérifiée.

A partir le théorème 4.2, le théorème suivant permet de tester la stabilité globale du

système flou (4.15).

Théorème 4.3: s’il existe une matrice symétrique définie positive 01  
ll PX , et des

scalaires positives clll l  ,~,, , et 1 c
ll hh tels que :

1- La condition de recouvrement de stabilité est vérifiée:

SS 



cl

c
l



2- 0

1

~
00

~~

0
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0

00
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l








avec :

  T
lll

T
lll

c
l

T
lllll

T
l

T
lll

T
lll HHHHhHHMBBMXAAX

~~~1  

3- ,ji PP  pour toutes les transitions d’états ij xx SS   )(,)( 

Alors le modèle flou TS incertain (4.15) est globalement asymptotiquement stable

Exemple 4.1 :

         Cette méthode a été appliquée pour la stabilisation du système chaotique de Lorenz de

l’exemple 3.2, prenant  )(11 txw  et  )(12 txw  comme des fonctions d’appartenance figure 4.3.
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)(1 tx

)(2 tw )(1 tw

)(tw

1.0

0.5

0 10 3020-10-20-30

1K
2K

Figure 4.3 : Fonctions d’appartenance

         Le système chaotique de Lorenz incertain peut être décrit par le modèle TS incertain

suivant :

)()()()()()(:2Règle

)()()()()()(:1Règle

222221

111111

tuBBtxAAtxAlorsMdeautouresttxSi

tuBBtxAAtxAlorsMdeautouresttxSi








Le modèle flou peut être décomposé en deux sous systèmes :

 Sous système 1 :
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 Sous système 2 :
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Les résultats obtenus après la résolution du programme de minimisation (4.16) :

 Sous système 1 :

 1495.199079.776344.205,

0436.00066.00351.0

0066.00843.01270.0

0351.01270.04028.0

106268.1~,106360.4,5204.547,0

11

4
1

4
111


























KP

h 

 Sous système 2 :

 1495.199079.776344.205,

0436.00066.00351.0

0066.00843.01270.0

0351.01270.04028.0

106268.1~,106360.4,5204.547,0

22

4
2

4
222





















KP
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Le système chaotique de Lorenz peut être commandé en utilisant un retour d’état

seulement )()()()( 21 txKtuoutxKtu  . Les  figures 4.4 à 4.6 représentent la trajectoire

de  phase, les états  et  la commande du  système  chaotique  de  Lorenz pour l’état initial

 Tx 10,10,10)0(  .  Le temps de simulation est s20  et la commande a été appliquée à

st 10 .

Figure 4.4 : Trajectoire de phase du système chaotique

Figure 4.5 : Evolution de la commande )(tu
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4.5.  Maximisation de la marge de stabilité quadratique

L’idée essentielle proposée dans [17], est de concevoir des contrôleurs locaux assurant

la maximisation de la région de stabilité quadratique de chaque modèle local en boucle fermé.

Définition 4.2 [3] : Les marges de stabilité quadratiques donnent une mesure de diffusion

d’un ensemble d’incertitudes autour d’un centre dans lequel le système incertain est

quadratiquement stable.

   rAAACothtAtxtAAtx .,..,,)()(),()()( 21 (4.20)

Figure 4.6 : Evolution des états
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Nous  définissons la marge de stabilité quadratique comme la plus grande valeur non

négative de )(th  pour la quelle  il est quadratiquement stable. Cette valeur peut être

déterminée par la résolution du problème généralisé de valeur propre GEVP (Generalized

Eigen Value Problem) suivant pour P  et h :

4.5.1. Marge de stabilité quadratique d’un sous système flou incertain

Lorsque la règle lR  est active, le système flou incertain non forcé peut être écrit sous la

forme :

       )()()(1)()( txAAtzhthAAthtx
liR

iiillll









 


 (4.22)

avec :

)(1

)(
)(

th

th
th

l

i
i 

 (4.23)

Selon  la définition 4.2, la valeur minimale lh pour laquelle le sous système flou (4.22)

associé à la règle lR  est quadratiquement stable, peut être déterminée par la résolution du

problème GEVP suivant pour P  et h :

     minimiser lh

     pour 10,0  l
T

ll hPP

     tels que             ,01  iiii
T

iilllll
T

lll AAPPAAhAAPPAAh

liR  (4.24)

Alors, la marge de stabilité quadratique est donnée par :

ll h 1 (4.25)

maximiser h

pour 0,0  hPP T

  riPAPAhPAPA i
T
i

T .,..,2,1,0  (4.21)
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Le programme de minimisation (4.24) peut être mis sous la forme [17]:

minimiser lh

pour 10,0,0  ll
T

ll hQPP

   

    lil
l

l
iill

T
ii

lllll
T

ll

RQ
h

h
AAPPAA

QAAPPAAquetels








,
1

avec nn
l RQ   est une matrice symétrique définie positive.

4.5.2. Synthèse de loi de commande

Le sous système flou incertain  associé à la règle l du système flou TS incertain (3.2),

peut être représenté comme :

      

       )()()(1)(

)()()(1)()(

tuBBtzhthBBth

txAAtzhthAAthtx

li

li

R
iiillll

R
iiillll































Théorème 4.4 : S’il existe des matrices symétriques définies positives 0 T
ll XX ,

0 T
ll YY , des scalaires positifs lili R  ,0 , et un scalaire 0l tels que les LMIs

suivantes sont vérifiées :

liR

IMEbXEa

IH

YΦ

IMEbXEa

IH

YΦ

li

ilili

i
T
ii

llli

lllll

l
T
ll

lll













































,,0

0

0

**

0

0

0

**









li
T
i

T
lli

T
illi MBBMXAAXΦ 

alors le sous système flou est quadratiquement stable et le retour d’état local est donné par :

1 lll XMK                                                       (4.30)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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Preuve :

Soit  la fonction candidate de Lyapunov :

  )()()( txPtxtxV l
T (4.31)

La dérivée de la fonction (4.29) est alors :
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(4.32)

Le système est stable s’il existe lP  telle que :
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En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)) :
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T
iilliliil
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(4.34)

Puisque Itt l
T
l  )()( , (4.32) sera :
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Après la congruence avec 1
lP , et le changement de variable 1 PX l et lll XKM  , on

obtient :
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La supposition que :
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1

1
                                               (4.38)

alors (4.37) devient :
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T
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T
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En appliquant le complément de Schur à (4.36) et (4.39), on obtient les LMIs données dans le

théorème 4.2 :
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(4.35)

(4.37)

(4.36)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Pour déterminer le gain lK  de façon à maximiser la marge de stabilité quadratique du

sous système flou incertain (4.27), on résoudre le programme de minimisation suivant :

            Minimiser l

            sujet  à 0,0,0,0,0  lill
T
ll YXX 

liR

IMEbXEa
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lll













































,,0

0

0

**

0

0

0

**









                                (4.42)
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T
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T
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T
illi MBBMXAAXΦ 

Le retour d’état local donné par :

1 lll XMK

Théorème 4.5: s’il existe des matrices symétriques définies positives 01  
ll PX ,

0 T
ll YY et des scalaires positives ,0li cl  et 1 c

ll hh tels que :

1- La condition de recouvrement de stabilité est vérifiée:

SS 
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1

3- ,ji PP  pour toutes les transitions d’états ij xx SS   )(,)( 
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Alors le modèle flou TS incertain (4.15) est globalement asymptotiquement stable

Exemple 4.2 :

         Soit l’exemple du système chaotique de Lorenz donné dans la section précédente, les

résultats obtenus après la résolution du programme de minimisation (4.42) :

 Sous système 1 :

 Sous système1 :

 0.295514.7360241.5945

1.60630.00390.1592

0.00391.67423.9660

0.15923.9660215.1648

9030.1,0058,2,00

2

2

222122






















K

P

h 

Les valeurs obtenues 021  hh , impliquent que le système chaotique de Lorenz peut

être commandé en utilisant seulement un retour d’état )()()()( 21 txKtuoutxKtu  . Les

figures de 4.6 et 4.7 représentent la trajectoire de phase et l’évolution des états pour l’état

initial  Tx 10,10,10)0(  , le temps de simulation est s20  et l’application de la commande

à st 10 .

 0.2955-14.7360241.5945

1.60630.0039-0.1592-

0.0039-1.67423.9660

0.1592-3.9660215.1648

9030.1,0058,2,00

1

1

121111






















K

P

h 
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Figure 4.7 : Trajectoire de phase du système chaotique

Figure 4.8 : Evolution des états
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4.6. Stabilisation par retour de sortie

         La commande par retour d’état suppose la disponibilité complète des variables d’état du

système, ce qui n’est pas toujours possible. Nous sommes donc amenés à considérer des

problèmes où la commande dépend uniquement de la sortie mesurée du système. Dans ce cas,

la loi de commande multi-contrôleurs peut être donnée par :

    )()()()()(
11

tCxKtztyKtztu l

r

l
ll

r

l
l

cc




  (4.43)

avec:

  ,1)(
1




cr

l
l tz  



 


ailleurs

tx
tz

c
l

l
0

)(1
)(

S


(4.12) peut être réécrire sous la forme :

      
  )(

~~
)(

~~
)()(1)()(

txCKbEaEtH

CKbEaEtHtzhCKEbEatHCKBAtx

lllll

llllllllllllll



 (4.44)

Théorème 4.6 : Le modèle flou TS incertain (4.44) est asymptotiquement stable, s’il existe

une matrice symétrique définie positive 1 ll PX , une matrice lll CXKW   , et des scalaires

positives lll  ~,, , et 10  lh tels que l’inégalité matricielle suivante est vérifiée :

0

1

~
00

~~

0
1

0

00




































I
h

I
WbEXaE

I
h

WbEXaE

IWEbXEa

l

l
llll

l

l
llll

lllll

l






(4.45)

avec :

  T
lll

T
llll

T
lllll

T
l

T
lll

T
lll HHHHhHHWBBWXAAX

~~~1  
et

        La valeur minimale   lll htzhth  )(: peut être déterminée par le programme de

minimisation suivant :

lhMinimiser
lllll WX  ~,,,,
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Pour rlPP lll
T

ll .,..,2,1,0~,,,0  

LMI (4.45)

Exemple 4.3 :

         Considérons l’exemple du système chaotique de Lorenz  illustré dans l’exemple 3.2, on

suppose que seul l’état )(2 tx  est mesurable, Le système chaotique de Lorenz incertain peut

être décrit par le modèle TS incertain suivant :















)()(

)()()()()(
)(:2Règle

)()(

)()()()()(
)(:1Règle

2

2222
21

1

1111
11

txCty

tuBBtxAAtx
AlorsMdeautouresttxSi

txCty

tuBBtxAAtx
AlorsMdeautouresttxSi





avec 21212121 ,,,,,, BetBAABBAA  sont données dans l’exemple 3.2 et

 01021  CC

Les résultats obtenus après la résolution du programme de minimisation (4.45):

 Sous système 1 :

 0036.23454.155415.13,

7802.00587.05179.0

0587.09830.01184.1

5179.01184.12912.6

0313.641~,109803.2,0519.18,0

11

1
3

111


























KP

h 

 Sous système 2 :

 0036.23454.155415.13,

7802.00587.05179.0

0587.09830.01184.1

5179.01184.12912.6

0313.641~,109803.2,0519.18,0

22

2
3

222





















KP

h 

Les  figures 4.9 et 4.10 représentent la trajectoire de phase et les états du système

chaotique de Lorenz pour l’état initial  Tx 10,10,10)0(  , le temps de simulation est s20

et l’application de la commande à st 10 .
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Figure 4.10 : Evolution des états

Figure 4.9: Trajectoire de phase du système chaotique de Lorenz
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4.7. Commande avec observateur

La dynamique globale du système avec observateur peut être écrire sous la forme :

      

      

      

      











































































)()()(1)(

)()()(1)()(

)()()(1)(

)()()(1)()(

teKBCLAtzhthKBCLAth

txCLKBAtzhthCLKBAthte

teKBBtzhthKBBth
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R
liiliilllllll

R
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R
liiilllll

R
liliiiillllllll





(4.46)

avec : lL  est le gain d’observateur local.

)(ˆ)()( txtxte   est l’erreur d’observation

        La théorème 4.7 permet de déterminer les contrôleur lK  et les gains d’observateur

locaux lL de façon à maximiser la marge de stabilité quadratique du sous système flou

incertain avec observateur (4.46) :

Théorème 4.7 : Le modèle flou TS incertain complet (4.46) est asymptotiquement stable, s’il

existe des matrices symétriques définies positives lolclololclc YetYPXPX ,, 11   , et des

matrices lcll XKM   et llol LPN  , et des scalaires positives ,,,,,,,,  liiilll cbacba , et

l tels que l’inégalité matricielle suivante est vérifiée :
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(4.47)
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            (4.48)
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et

        La valeur minimale   ll

l

l
l htzhth 


 )(:

1 


peut être déterminée par le

programme de minimisation suivant :

l
cbaYX

hMinimiser
ll  ,,,,,,

Pour les matrices symétriques définies positives lolclolc YYXX ,,, et des scalaires positives

,,,,,,,,  liiilll cbacba

LMIs (4.47)-(4.50)

Le retour d’état et le gain d’observateur  local sont donnés par :

1 lcll XMK                                                       (4.51)

llol NXL                                                          (4.52)

 (4.49)

 (4.50)
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Preuve :

        Le système augmenté (4.46) peut être réécrit sous la forme :

       























 
 )(

)(
)()(1)(
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te

tx
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tx
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       (4.53)

avec :
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On peut écrire ll  et li  sous la forme :
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Soit la  fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :

  )(
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)()( tXPtXtXV l
T

avec :
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0~~
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)( 
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P
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         La stabilité du système augmenté (4.45) est assurée si la dérivée de la  fonction

candidate de Lyapunov est négative, alors :

 

        XPAtzhthPAthX

XPXXPXXV
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(4.54)

En considérant les bornes d’incertitude (3.4), alors (4.54) devient :

 

   

   

   

   

 

   

 

X

Ec
c

HcL
P

PLHc
cEc

KEbKEb
b

b

Hb

Hb
P

P
Hb

Hb
bb

EbK

EbKEa

a

a

a

a
P

P
Ha

HaaaEa
tzhth

Ec
c

HcL
PPLHc

cEc

KEbKEb
b

b

Hb

Hb
PP

Hb

Hb
bb

EbK

EbK

Ea

a

a

a

a
PP

Ha

HaaaEa
th

APPAtzhthAPPAth

XXV

i
i

il
l

l
T
l

T
i

T
i

T
i

lili
i

i

i

i
l

lT
i

T
iT

i
T
iT

i
T
l

T
i

T
li

i

i

i

i
l

lT
i

T
i

T
i

T
i

T
i

R
il

l
l

ll
ll

T
l

T
l

T
l

T
l

llll
l

l

l

l
llT

l

T
lT

l
T
lT

l
T
l

T
l

T
l

l

l

l

l

l
llT

l

T
l

T
l

T
l

T
l

l

lill
T
li

R
illlll

T
lll

T

li

li
















































































































































































































 

























































































































































 






















00

0
0

0~

~
0

000

0

0

0~

~

0

0

00

0

0

0

0

0~

~

0

0

0000

0
)()(1

00

0
0

0~~
0

000

0

0

0~~

0

0

00

0

0

0

0

0~~

0

0

0000

0
)(

)
~~

()()(1)
~~

)((





100

Chapitre 4 Commande Multi-Contrôleurs Linéaires

 

       

      
          

X

CBAtzhth

CBAth

AtzhthAth

XXV

lilili
R

il

lllllll

lili
R

illllll

T

li

li









































LLL

LLL

LL

)()(1

)(

)()(1)(



avec :

 

  



























































ili

lilii
lT

l
T
i

T
i

T
i

T
l

T
i

T
l

T
i

lili

lll

lllll
llT

l
T
l

T
l

T
l

T
l

T
l

T
l

T
l

llll

CLA

KBKBA
PP

LCABK

BKA
A

CLA

KBKBA
PP

LCABK

BKA
A

0
~~0

0
~~0

L

L

 

     

      



































































































































 










00

0
0

0~~
0

000

0

0

0~~

0

0

00

0

0

0

0

0~~

0

0

0000

0

l
l

ll
ll

T
l

T
l

T
l

T
l

ll

llll
l

l

l

l
llT

l

T
lT

l
T
lT

l
T
l

T
l

T
l

ll

l

l

l

l

l
llT

l

T
l

T
l

T
l

T
l

ll

Ec
c

HcL
PPLHc

cEc
C

KEbKEb
b

b

Hb

Hb
PP

Hb

Hb
bb

EbK

EbK
B

Ea

a

a

a

a
PP

Ha

HaaaEa
A

L

L

L

 

     

      



































































































































 










00

0
0

0~~
0

000

0

0

0~~

0

0

00

0

0

0

0

0~~

0

0

0000

0

i
i

il
ll

T
l

T
i

T
i

T
i

li

lili
i

i

i

i
llT

i

T
iT

i
T
iT

i
T
l

T
i

T
l

li

i

i

i

i

i
llT

i

T
i

T
i

T
i

T
i

li

Ec
c

HcL
PPLHc

cEc
C

KEbKEb
b

b

Hb

Hb
PP

Hb

Hb
bb

EbK

EbK
B

Ea

a

a

a

a
PP

Ha

HaaaEa
A

L

L

L

En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)), avec 0lla , 0llb , 0llc , 0lia ,

0lib , 0lic on obtient :
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En appliquent le programme de minimisation (4.26), l’inégalité (4.55) peut être mis sous la

forme :

                           minimiser lh

                             pour 10,0
~

,0
~~  ll
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ll hYPP
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 Mise sous forme LMI de l’inégalité (4.56)
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                        (4.58)

on peut écrire (4.58) sous la forme :
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De la même manière que dans la partie de la commande avec observateur de chapitre 3,

on peut réécrire l’inégalité (4.59) sous forme des LMIs suivantes :

(4.56)

(4.57)
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 Mise sous forme LMI de l’inégalité (4.57)

De la même façon que l’inégalité (4.56) en trouve les LMIs suivantes
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Exemple 4.4:

         Considérons l’exemple du pendule inversé sur un chariot mobile présenté dans

l’exemple 3.3 (figure 2.6).

        Les résultats obtenus après la résolution du programme de minimisation définie dans le

théorème 4.7:

 Sous système 1 :
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6.5151-26.9696-

1.10921.8320

43.9076186.8471

1.39813.9011

0.2692-0.1459-0.2316-1.1872-10

2

3
2























L

K

Les valeurs obtenues sont 0,0 21  hh , un seul retour d’état )()( 1 txKtu 

)()( 2 txKtuou  et un seul gain d’observateur 21 LouL  sont suffisants pour la stabilisation

du pendule inversé. Les figures 4.11 à 4.15 représentent les états et les états estimés

),)(ˆ),(( 11 txtx ))(ˆ),((),)(ˆ),((),)(ˆ),(( 443322 txtxtxtxtxtx , et la commande )(tu respectivement,

pour les conditions initiales  Tx 0,0060,-)0(   et  Tx 0,000,)0(ˆ  .

)(1 tx

)(ˆ1 tx

Figure 4.11 : Evolution de l’état )(1 tx  et de l’état estimée )(ˆ1 tx

)(2 tx

)(ˆ2 tx

Figure 4.12 : Evolution de l’état )(2 tx  et de l’état estimée )(ˆ2 tx
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)(ˆ
)(

3

3

tx

tx

)(ˆ1 tx

Figure 4.13 : Evolution de l’état )(3 tx  et de l’état estimée )(ˆ3 tx

)(ˆ
)(

4

4

tx

tx

)(ˆ1 tx

Figure 4.14 : Evolution de l’état )(4 tx  et de l’état estimée )(ˆ4 tx

Figure 4.15 : Evolution de la commande )(tu
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4.8. Conclusion

Le modèle flou incertain est représenté comme un ensemble de systèmes linéaires

incertains et une loi de commande local est conçue telle que la région de stabilité du sous

système local correspondant est maximisé. Cette approche permet l’optimisation du nombre

de contrôleurs qui peut être plus petit que celui des règles.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons abordé le problème de la synthèse de lois de commande

pour la stabilisation des systèmes non linéaires décrits par des modèles flous incertains de

type Takagi-Sugéno. Les conditions de stabilité sont formulées sous forme de LMIs pour une

meilleure exploitation numérique des résultats.

Dans la première partie, après une étude de la stabilité en se basant sur des fonctions de

Lyapunov, nous avons détaillé le principe de la commande PDC, les principales lois de

commande qui en découlent avec la mise en oeuvre d'observateur TS dans le cas des valeurs

de prémisses mesurables et dans le cas des valeurs de prémisses non mesurables,   ainsi que

quelques résultats concernant la relaxation des conditions de stabilité.

Dans la deuxième partie, nous avons étudié les modèles flous de Takagi-Sugeno avec des

incertitudes bornées et présenté des résultats sur leur stabilisation via la commande PDC. Les

approches se sont principalement basées sur l’utilisation des différentes  propriétés

matricielles. Pour prendre en compte certaines contraintes concernant les performances du

système en boucle fermée, de nouvelles conditions de stabilisation de modèles flous incertains

ont été définies. Elles concernent la stabilisation avec taux de décroissance prédéfini et le

placement des pôles des sous modèles TS dans une région convexe pré-spécifiée du plan

complexe.

Dans la dernière partie, une approche de synthèse, de loi de commande par commutation

pour les modèles flous de Takagi-Sugeno incertains a été étudiée. Le modèle flou incertain est

représenté comme un ensemble de systèmes linéaires incertains et une loi de commande
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locale est conçue telle que la région de stabilité du sous système local correspondant est

maximisée. Cette approche permet l’optimisation du nombre de contrôleurs qui peut être plus

petit que celui des règles.

L'efficacité des  méthodes étudiées a été montrée en utilisant plusieurs exemples de

simulation.

Dans ce travail, nous somme limité à la stabilité,  la vitesse de convergence et le

placement de pôles dans une région LMI comme critères de performances, comme suite à ce

travail nous proposons l'utilisation des méthodes d'optimisation multicritères pour l'intégration

d'autres critères de performances, ainsi que l'utilisation d'autres fonctions non quadratiques

comme fonctions candidates de Lyapunov afin de réduire le conservatisme des méthodes

actuelles.
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Annexe A

A
Preuve des Théorèmes (2.11) et (2.13)

        La boucle fermée du système non autonome avec l’utilisation de la loi de commande

floue de type PDC représenté par le modèle flou TS  suivant :
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Théorème A.1 [6] : Le modèle flou (A.1) est globalement asymptotiquement stable, s’il existe

une matrice définie positive 0 TPP , et des matrices symétriques T
iiii QQ  et des

matrices T
ijji QQ  , qui vérifient les inégalités suivantes :
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Preuve :

        Soit la  fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :

  )()()( tPxtxtxV T (B.5)

         La  dérivée  de la fonction candidate de Lyapunov est donnée par :
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        La stabilité de la boucle fermée est assurée si dérivée de la fonction candidate de

Lyapunov (A.6) est strictement négative.

        De la même manière, on peut trouver les conditions de stabilité moins conservative du

modèle flou TS discret.

(A.6)
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B
Théorème de séparation

         En utilisant une loi de commande floue de type PDC, La boucle fermée du système non

autonome et la  dynamique de l’observateur représenté par des modèles flous TS  sont

données par :

     )()()()(
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         Les conditions de stabilité de la boucle fermée du système et la  dynamique de

l’observateur sont donnés respectivement  par les deux théorèmes suivants :

Théorème B.1 : Le modèle flou (B.1) est globalement asymptotiquement stable, s’il existe une

matrice commune définie positive 0 T
cc PP qui satisfait les conditions suivantes :
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Théorème B.2 : Le modèle flou (B.2) est globalement asymptotiquement stable, s’il existe une

matrice commune définie positive 0 T
oo PP qui satisfait les conditions suivantes :
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La boucle fermée complète composée de l’état du système et l’erreur d’estimation,

permet d’écrire le système augmenté suivant :
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Théorème B.3 : le système augmenté décrit par l’équation (B.5) est globalement

asymptotiquement stable s’il existe une matrice définie positive commune 0
~~  TPP tels

que :
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où ij  peut être  définie comme suit :
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(B,7)

        Si on peut prolonger la propriété de séparation observateur/contrôleur d’un système

simple au cas de (B.5). On montrera dans la prochaine section, que dans le cas de (B.5), on a

en effet la propriété de séparation, et on a deux ensembles de LMI séparés pour l’observateur

et le contrôleur.
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Propriété de séparation

        Pour prouver que la propriété de séparation [29] est solvable, on doit montrer que P
~

la

solution commune définie positive des inégalités dans (B.6), est une matrice diagonale, avec

cP et oP en tant qu’éléments diagonaux, où cP  est la solution définie positive des inégalités

dans (B.3),  est une constante positive, et oP  est la solution de (B.4). On peut exprimer la

propriété de séparation dans le théorème suivant [29] :

Théorème B.2 ( Théorème de séparation pour les systèmes flous TS ) : Le système (B.5) est

globalement asymptotiquement stable si les inégalités dans (B.3) et (B.4) sont satisfaites

indépendamment.

Preuve

On choisis P
~

comme matrice diagonale avec cP  et oP  comme éléments diagonaux, c’est-

à-dire, on a ce qui suit :
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     On montrera qu’il existe toujours un 0   tel que P
~

 satisfait les inégalités (B.6). En

remplaçant P
~

 et ij  dans (B.6) on obtient l’inégalité suivant :
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      (B.9)

    En utilisant le complément de Schur, (B.9) est définie négative si et seulement si les

conditions suivantes sont satisfaites :
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           (B.10)

        Puisque (B.3) est satisfaite, la première inégalité déjà vraie. La deuxième condition est

satisfaite pour tout 0 tel que :
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où min et max sont les valeurs propres minimales et maximales. Comme (B.3) et (B.4) sont

déjà satisfaites, un tel 0 existe toujours.

     En utilisant le même argument, on peut également montrer que la seconde partie des

inégalités (B.6) est satisfaite. Par conséquent, les deux ensembles d’inégalités peuvent être

résolus indépendamment, et la séparation est valable.


