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Introduction générale 

 

Le monde de production des pièces mécaniques est en évolution permanente afin de 

répondre aux besoins de tous les secteurs qui utilisent ces pièces. Le moyen le plus fiable 

pour l’obtention des pièces par enlèvement de matière est l’usinage. Plusieurs paramètres 

influent dans le processus d'usinage, tel que les machines outils, les outils de coupe, les 

matériaux et les méthodes utilisées. A partir de ces processus on trouve que les machines 

outils ont une grande influence dans le domaine de l’obtention des pièces mécaniques.   

Les machines-outils sont des mécanismes de mis en mouvement d’un outil, dont le 

but est d’usiner des pièces de différentes formes et dimensions selon les besoins de 

l’utilisateur de ces pièces. Dans les nouvelles technologies la rénovation des méthodes et 

des moyens de production est un point capital, notamment dans le secteur de l’industrie 

automobile, l’industrie aéronautique et apéro-spatiale. Ces secteurs demandent des pièces 

de haute qualité et de grande précision. Pour obtenir ces pièces il faut les moyens qui 

interviennent dans ce processus de haute qualité et de grande précision aussi.  

Les machines-outils s'efforcent de suivre le développement de toutes les 

technologies et les techniques d’usinage moderne telles que l’usinage à grand vitesse 

(UGV) et l’usinage à très grand vitesse (UTGV). Ces nouvelles techniques nécessitent des 

machines outils de rigidité élevée et de grande précision. Les machines outils classiques 

n’atteignent pas ces exigences, qui nécessitent le développement de nouvelles structures 

adaptées à ces nouvelles conditions.  La structure parallèle pour les machines outils est une 

nouvelle architecture qui se propose pour atteindre des objectifs de la rigidité et la 

précision de ces machines-outils demandée.  

Les premiers mécanismes qui ont été adoptés sur la structure parallèle sont les 

manipulateurs parallèles, le simulateur de vol et le testeur pneumatique de Stewart et 

Gough. Après ces deux mécanismes, les roboticiens aussi se sont basés sur cette structure 

pour les robots parallèles. Dans le domaine des machines outils, le premier prototype d’une 

machine outils à structure parallèle a été présenté au public en 1994 par Ingersoll et 

Ginddings & Lewis.  
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Ce type de  machines outils est constitué généralement de deux plateformes, l’une 

mobile (la nacelle) et l’autre fixe relié entre elle par des connecteurs (bras et articulations). 

Dans cette structure, au moins deux chaines cinématiques sont utilisées pour reliée entre 

les deux plateformes. L’avantage principal de cette structure est de réduire la masse des 

organes en mouvement tel que les bras et les articulations, ce qui implique la réduction des 

inerties de ces organes.  

 Malgré les performances dynamiques élevées de ce type de machines-outils, elles 

sont toujours besoins d’améliorer leurs performances et leurs modes de fonctionnement en 

proposant de nouvelles structures. La maitrise de bonnes modélisations (géométriques, 

statiques, cinématiques et dynamiques) permettra de trouver des meilleurs solutions et 

d’éliminer les inconvénients qui peuvent apparaitre. 

 

Ce travail s’intéresse plus particulièrement à étudier les performances dynamiques 

de ces machines outils tel que les vitesses, les accélérations et les forces des organes en 

mouvement sur des trajectoires suivi par l’outil. L’étude du comportement mécanique de 

ces machines outils passe obligatoirement par l’étude géométrique de l’architecture à 

étudier pour trouver les relations qui existent entre les positions des actionneurs et la 

position de l’effecteur. Par la suite, ces relations interviennent dans les études statiques, 

cinématique et dynamique. Dans l’étude dynamique que nous avons établie, nous nous 

intéressons de trouver les performances dynamiques des organes de la structure que nous 

avons choisie. Parmi ces performances, on cite la détermination des vitesses, des 

accélérations et des forces fournies par les actionneurs. Cela est réalisé par l’utilisation des 

équations mathématiques du modèle géométrique (simulation avec Matlab) et sur la base 

du modèle DAO de notre prototype (simulation avec Solidworks). Puis nous avons 

effectué une optimisation des dimensions des bras du  modèle DAO. Ainsi les objectifs 

principaux de ce travail sont :  

- Déterminer le modèle géométrique des machines outils à structure parallèle en 

usinage à grande vitesse.   

- Etudier les méthodes de modélisation géométrique et dynamique des machines 

outils à structure parallèle. 

- Modéliser une machine outil à structure parallèle à trois axes utilisée en usinage à 

grande vitesse, et optimiser les dimensions des bras utilisés dans cette structure.  
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Ce manuscrit s'articule autour de quatre chapitres : 

Le premier présente le contexte de la structure parallèle et en particulièrement dans les 

machines outils en dressant un état de l'art des mécanismes parallèles. Ce chapitre montre 

que l’utilisation de la structure parallèle n’est pas seulement pour les machines outils, mais 

aussi pour d’autres structures comme les robots parallèles et les manipulateurs. Malgré les 

avantages de cette structure, elle présente quelques inconvénients tels que portée limitée de 

l’espace de travail, la complexité de la commande et le coût élevé. 

Le deuxième chapitre de ce manuscrit présente un aperçu sur la modélisation de ce type de 

machines outils. La modélisation géométrique est la base de toutes les modélisations soit 

cinématique, statique ou bien dynamique. Pour chaque modélisation il existe des méthodes 

et des approches utilisables pour résoudre ces problèmes.  

Le troisième chapitre présente une modélisation géométrique d’une machine outil à 

structure parallèle à trois axes afin de trouver la relation qui existe entre l’espace articulaire 

(positions des moteurs) et l’espace de travail (position et orientation de la nacelle), puis de 

comparer les résultats du modèle mathématique avec celle du prototype DAO. Cette 

analyse a conduit à la validation des résultats du modèle géométrique par deux méthodes.  

Enfin, le dernier chapitre présente une étude dynamique de notre modèle de la machine 

outil étudiée pour des trajectoires générées par l’outil. Dans la première étape on utilise 

une trajectoire circulaire simple dans le plan, et dans la deuxième étape on utilise une 

trajectoire spirale complexe dans l’espace. Finalement on fait une optimisation des bras de 

la structure pour deux sections de bras, la première est une section circulaire pleine et le 

deuxième est une section circulaire creuse.  

Enfin, cette thèse est achevée par une conclusion générale regroupant les principaux 

résultats obtenus et présentant quelques perspectives à cette étude. 
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Notations            
 
UGV Usinage à Grande Vitesse. 
ddl Degrés de liberté. 
J  Matrice Jacobinne. 

XJ  et qJ  Matrice Jacobinne en coordonnés cartésienne et en coordonnées 
articulaires. 

bR  Repère fixe attaché au centre de la plateforme fixe. 

nR  Repère mobile attaché au centre de la nacelle. 
q  Vecteur des variables articulaires. 
.

q  
Vecteur de la vitesse linéaire des actionneurs. 

X
 

Coordonnées opérationnelles. 
.

x  
Vecteur de la vitesse de la nacelle. 

..

x  
Accélération de la nacelle. 

..

q  
Accélération des moteurs. 

 , ,x y z
 

Positions de la nacelle, 


 Azimut (rotation autour de l'axe iz ), 

  Élévation (rotation autour de l'axe 1x ), 

 ,   q f X   Modèle géométrique inverse (MGI) 

 q,  X g 
 

Modèle géométrique direct  

. ..

, , ,  ef q q q f
 

   
 

 

Modèle dynamique inverse 

Γ
 

Vecteur des couples des actionneurs actives 
..

q  
Vecteurs des accélérations articulaires 

ef  
Vecteurs de l’effort extérieur qu’exerce l’effecteur de l’outil 

 B q
 

Matrice d’inertie du mécanisme dépendant de sa position  

 G q
 

Vecteur contenant les termes dus à la gravité  

.

,  C q q
 
 
   

Vecteur avec les termes dus aux effets centrifuges et de Coriolis  

.

,  F q q
 
 
   

Vecteur contenant les termes dus à tous les effets de frottement ; 
 

 K q
 

Vecteur de rigidité du mécanisme. 

.. .

, , , eq g q q f
 

  
 

 

Modèle dynamique direct 

 ,  ,  n x y zacF F F F

 

Force agissant sur le bout d’outil 

1 2 3,  ,  mot mot motF F F
 

Forces des moteurs. 

T L'énergie cinétique totale ; 
U  L'énergie potentielle totale 



  Notations 

5 
 

,   f   Vecteurs des forces (ou couples) agissant sur les centre de gravité ; 

cI  
Le moment d'inertie d'un corps ; 

m  Nombre de degrés de liberté du mécanisme. 

pN  Nombre de solides indépendants (bâti exclu), 

iN
 

Nombre de liaisons entre ces solides 

idof  
Nombre de degrés de liberté de la liaison numéro i , 

intm  
Nombre de mobilités internes. 

D
 

Diamètre de la base fixe. 
d

 Diamètre de la nacelle. 
L

 
Longueur des bras.  
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Etat de l’art sur les mécanismes à structure 
parallèle 
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I. 1. Introduction  

Dans ce chapitre, nous présentons le développement des mécanismes à structure parallèle, 

en particulier les machines-outils à structure parallèle, ainsi que l’utilisation de ces machines-

outils de plus en plus dans l’industrie, en particulier dans certaines applications des secteurs de 

l’industrie automobile et aéronautique. Ce type des machines-outils est connu par leurs 

caractéristiques dynamiques élevé. En effet, les accélérations atteignables au bout de l’outil sont 

plus grandes que pour les machines-outils à structure rn série, et la masses des pièces en 

mouvement qui est réduites dans ce type des machines-outils [1]. 

La structure en série pour les machines-outils classiques en général implique l’utilisation 

d’un ou plusieurs moteurs pour générer les mouvements de chaque axe. Les axes de la chaine 

cinématique chacun supporte l’axe suivant, ce qui génère une accumulation de la masse et 

augmentent les forces d’inertie des pièces en mouvement.  

Le développement industriel rapide et étonnant nécessite un développement continu des 

machines-outils pour la fabrication de pièces de formes complexes et de haute qualité. 

Aujourd’hui dans l’industrie, l'usinage à grande vitesse (UGV) est considéré comme l'une des 

technologies modernes dans l’usinage par enlèvement de la matière. Les machines-outils à 

structure parallèle représentent l’un des moyens les plus utilisés dans ce type d’usinage. 

Les machines-outils classiques souffrent au niveau de l’inertie grâce à la masse élevée des 

parties mobiles. A partir des lacunes de la structure en  série, la structure parallèle attirent 

l’attention des chercheurs et des industriels pour cette nouvelle topologie. C’est pourquoi les 

machines-outils à cinématique parallèle (en anglais Parallel Kinematic Machine ou PKM), ont 

des avantages sur leurs homologues en série. Parmi ces avantages on cite une bonne rigidité 

structurelle, et des performances dynamiques très intéressantes, car les mécanismes parallèles ont 

une masse des pièces en mouvement faible ce qui réduit les effets de l’inertie au profit des 

performances dynamiques [1-3].  

Actuellement, le développement de l'UGV ouvre la porte du monde de l’usinage à ces 

architectures à cinématique parallèle qui se présentent comme des alternatives intéressantes [4-

7]. Cependant, la conception d’une structure parallèle est une tâche difficile qui nécessite encore 

de nombreuses études avant que l’on puisse en espérer une utilisation industrielle répandue. 

Des travaux très intéressants traitent de la conception de cas particuliers des machines-

outils à structure parallèle, [8-10]. 
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I. 2. La structure parallèle pour les mécanismes   

Un mécanisme est un ensemble de pièces, flexibles ou rigides, assemblées entre elles par 

des liaisons mécaniques. Pour la structure des mécanismes on peut distinguer la structure en 

série, structure parallèle, ou bien structure mixte (hybride) [11]. 

La structure parallèles pour les mécanismes est l’un des structures utilisée dans plusieurs 

domaine surtout dans la mécanique, telle que les manipulateurs, les simulateurs de vol, les 

simulateurs de pneumatiques, les machines outil à structure parallèle…etc.  Cette structure a 

attiré l'attention de plusieurs chercheurs dans les instituts de recherche et d'industrie, en raison de 

leur potentiel dynamique élevé, leur rigidité structurelle, et de leur grande précision en raison des 

boucles cinématiques fermées et de l'absence d'accumulation d'erreurs. 

Après la définition d’un manipulateur parallèle selon la Fédération Internationale pour la 

Promotion de la Science des Mécanismes et des Machines (IFToMM) :« Manipulateur à 

structure parallèle est un manipulateur qui contrôle le mouvement de son effecteur au moyen 

d’au moins deux chaînes cinématiques fermé allant de l’effecteur vers le bâti » [12]. 

Par contre un mécanisme à structure en série est un mécanisme à chaîne cinématique 

ouverte (simple). Dans ce type de mécanismes l’organe terminal est relié à la base par une seule 

chaîne cinématique élémentaire ouverte [13]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.1 : Chaînes cinématiques : (a) en série, (b) parallèle. 

 

Il existe également des mécanismes qui sont composés d’un ensemble parallèle et d’un 

ensemble en série qui s’appellent mécanismes hybrides.  

 

 
 

a)                                             b)           
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Fig. 1.2 - Chaînes cinématiques hybride 

I. 3. Définitions fondamentales 

I. 3.1. Mécanisme parallèle  

 Jean-Pierre Merlet défini un mécanisme parallèle comme un mécanisme en chaîne 

cinématique fermé dont l'organe terminal est relié à la base par plusieurs chaînes cinématiques 

indépendantes  [14, 15]. 

I. 3.2. Degré de liberté  

 On appelle degrés de liberté, les mouvements indépendants possibles d'une pièce par 

rapport à une autre pièce, telle que les deux pièces reliées par une liaison mécanique [14]. 

I. 3.1. Liaisons mécaniques 

Lorsque deux pièces mécaniques reliées entre elles, le mode d’assemblage entre les deux 

pièces appelé liaisons ou bien joints, qui sont aussi appelés des articulations. On distingue selon 

la norme NF EN ISO 3952-1 les liaisons présentées dans le tableau 1.1 :  
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Tableau 1.1 : Représentation normalisée de quelques liaisons. 

Liaisons Schématisation 

normalisée 2D 

Schématisation 

normalisée 3D 

Mouvements relatifs ou 

Degrés de liberté 

Pivot 

 

  

0 0 

0 0 

Rz 0 

Glissière 

 

  

0 Tx 

0 0 

0 0 

Pivot 

glissant 

  

0 0 

0 0 

Rz Tx 

Rotule ou 

sphérique 

 

 

Rx 0 

Ry 0 

Rz 0 

Hélicoïdale 

 
 

Tx Rx 

0  0 

0  0 

 

On peut classer les liaisons en deux catégories principales, les liaisons actives (motorisées) 

et les liaisons passives. 

I. 4. Historique des mécanismes parallèles  

Les premiers mécanismes (ou manipulateurs) parallèles construits sont un simulateur de 

vol [16], et une machine pour tester les pneus (Figure 1.3) [17]. Aujourd’hui, on trouve de 

nombreuses utilisations des mécanismes parallèles dans l’industrie tel que pick-and-place, 

simulateurs de vol, machines-outils, micro positionnement. 
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a)                                                             b) 

Fig. 1.3 : a) simulateur de vol    b) machine pour tester les pneus. 
 

La première machine-outil à architecture parallèle a été présentée dans la foire des 

machines-outils à en 1994. Cette machine-outil est la machine-outil de la Variax de Gidding et 

Lewis (Figure 1.4) [18]. Il s’agit d’une fraiseuse à cinq axes présentant une architecture parallèle 

similaire à la plate-forme de Gough. Depuis, plusieurs machines-outils ont été conçues et 

réalisées avec des architectures très diverses.   

Actuellement, elles sont surtout utilisées pour des opérations de perçage dans l’industrie 

automobile ou l´évidement de poches dans l’aéronautique [19].  

 

 
 

 Fig. 1.4 : Photos de machines-outils à cinématique parallèle a) "Hexapode octaédrique 
d'Ingersoll b)" Variax "de Giddings & Lewis [19]. 

 

Dans les années 1980, les structures cinématiques parallèles ont suscité l’intérêt de la 

communauté robotique. Les structures robotiques cinématiques parallèles les plus réussies est le 
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robot Delta (Fig. 1.5), conçu dans les années 1980 par le professeur Reymond Clavel (professeur 

à l'Ecole polytechnique fédérale de Lausanne, EPFL) [20]. 

 

 
a)                                                                      b) 

 
Fig. 1.5 : Robot Delta               

D’autres structures parallèles sont très utilisées sans la réalisation des machines-outils, 

comme la machine TRICEPT Hybride à structure parallèle à 5 axes. SMT Tricept de 2004 fait 

partie de la société espagnole (PKM Tricept) qui est une société active dans le secteur de la 

machine à couper le métal PKM depuis assez longtemps  (depuis 1994). Elle produit trois types 

de machines Tricept PKM (fig. 1.6) (Tripode à structure hybride à 5 axes), [21]. 

 

 
 
 
 

Fig. 1.6 : Machine tricept à 5 axes à cinématique parallèle hybride [20]. 
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I. 5. Différents familles des mécanismes à structure parallèle  

On distingue plusieurs familles des structures parallèles, parmi ces familles on a :  

I. 5.1. Structure pleinement parallèle   

Un mécanisme pleinement parallèle est un mécanisme parallèle ou l’organe terminal est 

relié à la base par n chaînes cinématiques indépendantes, chacune de ces chaines cinématiques 

possédant une liaison actionnée par un moteur [22]. 

C’est une structure pour laquelle le nombre de chaines cinématiques est égale au nombre 

de degré de liberté de la structure, et chaque chaine cinématique comporte un seul moteur. 

La structure pleinement parallèle se divise en deux types : 

- Structure planaire : toutes les pièces sont dans le même plan.   

- Structure spatiale : les pièces sont situées dans un espace. 

 

Fig.1.7 : Mécanisme pleinement parallèle de type Hexapode [23].  

I. 5. 2. Structure hybride  

 Un mécanisme hybride parallèle est un mécanisme parallèle ou l’organe terminal de n 

degré de liberté est relié à la base par m chaînes cinématiques indépendantes, telle que (m<n). 

Chacune de ces chaines cinématiques possédant un ou plusieurs liaisons actionnées par un ou 

plusieurs moteurs [22]. La combainaison des chaines parallèles et des chaines en série, s’appelle 

structure hybride. Le robot de Chen [23] est constitué d’une structure parallèle de type Stewart et 

un effecteur de type série. 
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Fig. 1.8 : Robot proposé par Chen [23].  

I. 5.3. Structure redondant 

La redondance dans les structures parallèles est en général si l’utilisation des actionneurs 

plus que de degré de liberté (m>n). Selon Pierrot, il existe trois sortes de redondance pour les 

mécanismes parallèles [24]. 

I. 5. 3. 1. La redondance d'actionnement  

 Le nombre de moteurs est plus que le nombre de degrés de liberté. Donc il y a des moteurs 

qui générée des efforts internes au mécanisme (mobilité interne) sans effet sur l’organe terminal. 

L’utilisation de ce concept de redondance a pour objectif d’éliminer les positions singulières. 

Par exemple pour le robot Archi, il possède quatre moteurs pour trois mouvements, cette 

structure est représentée sur la Figure 1.9.  

 

Fig.1.9 : DAO de la structure du robot Archi [25]. 

I. 5. 3. 2. La redondance cinématique  

 La redondance ici influe sur les vitesses des pièces en mouvements. Dans ce type de 

redondance pour une vitesse donnée de l’effecteur on a une infinité de vitesses pour les moteurs. 
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 Le robot "double tripode" de Merkle, il contient des groupes de 3 actionneurs linéaires 

permettant de déplacer les points P1et P2 dans l'espace, ce qui assure 5 degrés de liberté à 

l'organe terminal. Un mécanisme d'entraînement à vis permet d'assurer la rotation de l'axe 

terminal autour de son axe, d'après Merkle [26]. 

 

Fig. 1.10 : double tripode de Merkle [26].  

I. 5. 3. 1. La redondance de mesure  

 Ce type de redondance est obtenu dans le cas où le nombre des capteurs est plus grand que 

le nombre des liaisons actionnées. Il joue un rôle important dans la résolution du modèle 

géométrique direct, la réduction de l’erreur de positionnement et le calibrage des robots. 

I. 6. Les machines-outils à structure parallèle   

Une machine-outil à architecture parallèle est composée d’éléments structuraux (bras et 

bases) et d’éléments de liaisons (joint rotules, cardons et liaisons pivot). L’étude du 

comportement mécanique de ces machines-outils passe par l’analyse structurale et par l’analyse 

des solutions technologiques retenues pour réaliser les liaisons. La structure mécanique de 

machine-outil à architecture parallèle peut être divisée en trois parties distinctes : 

I. 6. 1.  Le bâti  

 C’est le support de tous les éléments de la machine-outil. Généralement c’est un élément 

rigide avec une grande masse qui n’influe pas sur la cinématique de la machine-outil. 

I. 6.2. Organe terminal  

 La base mobil ou bien l’effecteur, est la partie opérative de la machine-outil. 

 

 

https://www-sop.inria.fr/members/Jean-Pierre.Merlet/Archi/node20.html
https://www-sop.inria.fr/members/Jean-Pierre.Merlet/Archi/node20.html
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I. 6.3. Eléments porteurs  

 Ce sont les éléments qui lient entre le bâti et l’effecteur. Ils sont composés d’un ensemble 

de corps déformable ou rigides liés par des articulations, servant à déplacer l'organe terminal 

dans un espace de travail d’une position à l’autre. 

I. 7. Existence des machines-outils à structure parallèle dans l’industrie  

Au cours des dernières années, plusieurs machines-outils à structures parallèle ont été 

réalisées. Plus de 80% des machines cinématiques parallèles réalisées sont des centres d'usinage 

pour des procédés de fraisage 3 ou 5 axes. Récemment, d'autres types des machines-outils pour 

le tournage, le formage et le rivetage ont été mis en place, [27]. La plupart des machines-outils à 

structure parallèle existe dans le domaine industrielle se trouvent dans [26, 27]. 

I. 7. 1. Fraiseuse à cinématique parallèle à 3 axes  

Plusieurs fabricants de machines-outils réalisent des machines-outils à structure parallèle 

comme les centres d'usinage 3 axes à grande vitesse. En 2000, la société Starrag Heckert 

Germany (anciennement Heckert Werkzeugmaschinen GmbH) a lancé une nouvelle technologie 

novatrice avec le centre d’usinage SKM 400 basé sur l’idée de remplacer les liaisons glissières 

de guidage linéaires par des liaisons rotatives [27]. 

 

Fig. 1.11 : Centre d'usinage à structure parallèle SKM 400 (Source Starragheckert) [28]. 
 

En 2004 la société Specht Xperimental, à commencé avec la production en série des 

centres d’usinage sous le nom GENIUS 500 (Fig. 1.12). Cette machine est une machine-outil à 

structure hybride à des caractéristiques suivantes : les axes de déplacement entraînés par des 

moteurs linéaires permettent des accélérations de 15-24 m/s2 et une vitesse d’alimentation de 

120-180 m/min, et la rigidité de cette machine-outil est supérieure à 30 N/μm [28]. 
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Fig. 1.12 : Centre d'usinage à cinématique parallèle GENIUS 500 (Source : Cross Hüller) [28]. 

I. 7. 2. Fraiseuse à structure parallèle à 5 axes  

De nombreux concepts de machines-outils basés sur une cinématique parallèle ont été mis 

au point pour l'usinage 5 axes. Nous présenterons ci-après quelques machines-outils à 

cinématiques parallèles destinées à l'usinage 5 axes. 

I. 7. 2. 1. Machine-outil à structure parallèles OSMO CENTAR OKUMA PM600  

Le Cosmo Center PM-600 d’Okuma (fig. 1.13) est une machine-outil à structure parallèle 

développée pour obtenir une production à haut rendement de pièces en aluminium et de matrices 

et moules nécessitant moins de polissage. Selon Okuma  propose un usinage à haute vitesse, un 

usinage de surface sculptée et un fonctionnement en continu, [28]. 

Cette machine est capable d'usiner à des vitesses allant jusqu'à 100 m/min et une 

accélération de 1,5 G (G : Pesanteur). L'angle d'inclinaison de la broche est de ± 30 ° max, 

vitesse de rotation de la broche est de 12000 jusqu’à 30 000 tour/min [28]. 

 

 

 

 

 

Fig. 1.13 : Machine-outil à mécanisme parallèle COSMO CENTER PM-600 [28] 
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I. 7. 2. 2. Centres d'usinage lignes ECOSPEED et ECOLINER  

Les lignes de centre d'usinage ECOSPEED et ECOLINER sont conçues pour l'usinage à 

grande vitesse de gros composants structurels en aluminium (ECOSPEED, ECOSPEED F et 

ECOLINER) et pour la production de composants de petite à moyenne taille, destinés aux 

applications aérospatial, automobile et outils (ECOSPEED F HT) (Fig.1.14) [28]. 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.14 : Centre d'usinage 5 axes ECOSPEED FHT. 

Les centres d'usinage précédents ont une structure hybride avec une tête d'outil 

cinématique à 3 axes entièrement parallèle Sprint Z3 (Fig. 1.15), pouvant se déplacer en Z et 

s'incliner dans toutes les directions, et qui est supportée en série par des axes X et Y 

transversaux. 

 

Fig. 1.15 : Tête d'usinage cinématique parallèle Sprint Z3 [28]. 

Les caractéristiques de cette machine-outil est l'accélération et les décélérations axiales de 

la tête Z3 de 1G. Les vitesses d'alimentation rapides vont jusqu'à 50 m/min. La course maximale 

de l’axe Z de la tête Z3 a été limitée à 670 mm. Cette course limitée donne à la tête une grande 

rigidité pour un meilleur usinage des sections de parois minces dans les composants structurels 

en aluminium de l'aérospatiale. Les broches jusqu’à 80 KW peuvent être adaptées à la 

conception de la tête Z3.  
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La nouvelle tête Z3 est constituée d'une broche motorisée avec des plages de vitesse 

disponibles de 7500 à 40000 tour/min. Plus de 20 centres d’usinage ECOSPEED sont déjà 

utilisés dans l’industrie aéronautique [28]. 

I. 7. 2. 3.  La machine-outil à structure parallèle Indicateur de machine verticale V100  

La société INDEX-Werke a développé un tour vertical V100 (fig.1.16) basé sur la structure 

parallèle de type delta linéaire. Cette structure est principalement destinée aux opérations de 

tournage, fraisage, rectification, durcissement au laser, de soudage au laser et les opérations 

d’assemblage peuvent également être effectuées avec les outils entraînés disponibles en option. 

 

Fig. 1.16 : Tour à structure parallèle V100 [28]. 

Ci-après, certaines des caractéristiques techniques du tour à structure parallèle INDEX-

Werke V100 sont indiquées: espace de travail: 250 × 250 × 150 mm; max. vitesse de translation: 

60 m / min; max. accélération: 1 G; broche de travail: max. vitesse 10000 tour/min; puissance à 

100% 10,5 KW; couple à 100% 50 Nm  [28]. 

I. 8. Les performances des mécanismes à structure parallèle 

Plusieurs critères couramment utilisés pour la conception des machines-outils à structure 

parallèle, la plupart de ces critères sont cité dans les travaux de [29-31]. Les performances 

principaux des mécanismes à structure parallèle sont le volume de travail, le rapport masse 

transportable / masse du robot, la précision et le comportement dynamique. 

I. 8. 1. Espace de travail 

L’espace de travail représente le volume atteint par l’effecteur du mécanisme ; c’est 

l’ensemble de tous les points qu’on peut accéder par l’outil en fonction de la géométrie du 

mécanisme. On peut définir l’espace de travail géométrique comme l’ensemble des positions et 

orientations accessibles par l’organe terminal. Le volume de travail représente un critère très 
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important dans les structures parallèles, l’étude du volume de travail est l’objectif de plusieurs 

travaux [32- 35]. 

I. 8. 2. Rapport entre la masse à transporter et la masse du mécanisme  

La masse transportée est la charge utile que peut porter l’effecteur du mécanisme selon 

leurs performances dynamiques. L’un des avantages des mécanismes à structure parallèle est que 

la masse transportable est importante par rapports aux architectures en série classique. Le rapport 

entre la masse à transporter et la masse du mécanisme est étudié dans les travaux de [25, 36]. 

I. 8. 3.  Précision et répétabilité 

La précision est définit par la différence entre la position de l’organe terminal avec la 

position programmée. La répétabilité est l'erreur maximale de positionnement de l'outil dans tous 

les points de l’espace de travail. La position et l’orientation de l’organe terminal d’un mécanisme 

sont les objectifs principaux des structures en série et des structures parallèles. L’exactitude de 

cette position est un point essentiel pour définir la précision de cette structure. Pour l’architecture 

en série l’accumulation des erreurs pose un problème au niveau de la précision, par contre pour 

les structures parallèles la diminution de l’erreur de positionnement est un avantage pour cette 

structure [36- 38]. 

I. 8. 4. Comportement dynamique  

La diminution de la masse des pièces en mouvement introduit la diminution des efforts 

d’inertie et la diminution des effets de couplage dynamique entre les articulations. Les 

mécanismes à structure parallèle sont connus par leurs caractéristiques dynamiques plus élevées, 

comme illustré dans les travaux [37,39- 41]. 

I. 9. Les avantages et les inconvénients des machines cinématiques parallèles   

La nécessité de la structure parallèle pour les machines-outils  à pour objectif de corriger 

les inconvénients des machines-outils à structure  en série. Les caractéristiques conceptuelles des 

machines à cinématique parallèle ont été discutées en détail dans [25, 36 - 38, 40]. Le tableau 

suivant donne un aperçu des avantages et des inconvénients des machines à cinématique 

parallèle: 
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Tableau 1. 2 : Avantages et inconvénients des machines à cinématique parallèle [42,43]. 

Avantages inconvénients 

Rigidité élevée due aux chaînes cinématiques en 

boucle fermée (structure parallèle).  

Espace de travail petit et complexe.  

Pas de forces de flexion, Seulement des forces 

de compression et traction dans les jambes.  

Ratio d'espace de travail / taille de la 

machine faible. 

Petite inertie grâce à la réduction des masses en 

mouvement. 

Contrôle très complexe. 

Très hautes performances dynamiques grâce à la 

faible masse en mouvement.  

Très sensible aux charges thermiques. 

Ratio charge utile / poids de la machine élevé.  Risque inhérent de collision avec une 

jambe de force. 

Beaucoup de composantes égales  Singularités dans l'espace de travail 

Possibilité de conception modulaire et de 

reconfigurabilité. 

Les performances dépendent de la pose. 

Erreur de position très petite.  Moyenne Composants clés complexes. 

Entraînements linéaires utilisés pour les 

mouvements rotatifs.  

Étalonnage compliqué. 

La somme maximale de force de toutes les forces 

de l'actionneur.  

L'erreur de force s'accumule. 

I. 10. Classification des machines-outils à structure parallèle  

Un manipulateur parallèle est un mécanisme en boucle fermée dans lequel l'effecteur 

terminal (plate-forme mobile) est connecté à la base (plate-forme fixe) par au moins deux 

chaînes cinématiques indépendantes. Entre la base et l’effecteur se trouvent des chaînes en série 

appelées membres ou jambes [14, 15]. A partir de cette définition, on aperçoit que plusieurs 

mécanismes à structure parallèle peuvent être formés par plusieurs composants reliés entre la 

plateforme fixe et la plateforme mobile.  

I. 10.1. Classification selon les mouvements effectués  

Selon cette classification ont trouve deux types de structures. 

I. 10. 1.1. Structure planaire 

Dans cette structure les articulations et l’effecteur sont située dans le même plan et les 

mouvements sont effectués aussi dans le même plan. 
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Fig. 1.17 : Prototype d’un mécanisme à structure parallèle planaire de type Dextar [44]. 

I. 10. 1. 2. Structure spatiale  

 Dans ce type des structures les actionneurs et l’effecteur sont située dans l’espace, et les 

mouvements sont effectués dans un espace de travail de mécanisme.  

 

Fig. 1.18 : Machine-outil à structure parallèle spatiale à trois degrés de liberté [28]. 

I. 10.2. Classification selon la forme des bras   

Au niveau des bras on trouve des bras à longueurs fixe tels que les mécanismes Delta 

linéaires ou bien rotatives, et aussi on trouve des bras à longueurs variables tels que les 

mécanismes Hexapodes, les mécanismes Triceps [45, 46]. 
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a)                                                                 b) 

Fig. 1.19 : Type de bras a) bras à longueurs variables b) bras à longueurs fixe. 

Dans la figure 1.20 on distingue les bras à longueur variables pour la plateforme de Stewart 

(structure Hexapode), et pour la machine-outil à structure parallèle de type delta linéaire les bras 

sont de mêmes longueurs fixes. 

        

a)                                                                                    b) 

Fig. 1.20 : a) Prototype Virtual d’une machine-outil a bras variable. b) machine-outil à structure 
parallèle bras fixe [47]. 

I. 10.3. Classification selon le type des moteurs  

Les moteurs sont des organes de désintégration standard. Au niveau des moteurs on 

distingue deux types de moteurs linéaires et rotatifs. Le choix du type de motorisation (linéaire 

ou rotative) est important.  

Bras 

Bati 

Nacelle 

Bras 

Bati 

Nacelle 

Bras à longueur 
variable 

Bâti La Nacelle 
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a)                                                      b) 

Fig. 1.21 : Type des moteurs   a) Moteur rotative   b) Moteur linéaire. 

Les deux structures les plus connue sont la structure delta linéaire et la structure delta 

rotatif (Figure 1.22) :  

 

a)                                                                  b) 

Fig. 1.22 : Manipulateur Delta : a) actionneurs linéaires b) actionneurs rotatifs [48]. 

I. 10. 4. Classification selon le type des articulations  

Les articulations dans la machine-outil sont les éléments qui relient les moteurs et les 

bras, ou bien entre les bras et la base mobile. Elles devront également être rigides et leur masse 

est minimale. On distingue des liaisons actives et d’autres passives. Pour les liaisons actives on 

peut, soit utiliser des liaisons pivot ou bien des liaisons glissières. Par contre pour des liaisons 

passives on peut utiliser des rotules, ou bien des liaisons joints cardon. 
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Fig. 1.23 : Liaisons prismatiques (Glissière (P)) et rotoide (Pivot) (R). 

                           
Fig. 1.24 : Liaisons Cardan ou universelle (U) et sphérique (rotule) (S). 

 
I.11 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons présentes une introduction aux mécanismes parallèles de 

façon générale et les concepts fondamentaux utilisés pour ce type d’architectures, donnant ainsi 

les différentes utilisations de ce type de structures. Les machines-outils est aussi l’un des 

mécanismes qui s’intéresse par cette architecteur. 

La seconde partie du chapitre expliquait les critères d’évaluation des performances des 

machines-outils à structure parallèle, leur avantages et inconvenants. Et en fin de ce chapitre on 

classe ces machines-outils selon les types de mouvement effectuée, la forme des bras, la nature 

de motorisation, et le type des articulations utilisées. 
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II. 1. Introduction 

 Les machines-outils à structure parallèle, dans leurs formes de base, sont des chaînes 

cinématiques fermées composées de liaisons rigides ou flexibles connectées par des articulations. 

Ces machines-outils peuvent se déplacer dans l’espace de travail par des mouvements générés 

par des articulations actives commandées par les actionneurs [1- 3]. 

 Typiquement, chaque articulation possède un degré de liberté dépendant de possibilité de 

mouvement admissible qui peut être un mouvement de rotation ou un mouvement de translation. 

Le nombre de degrés de libertés représente le nombre d’articulations qu’il peut déplacer et 

orienter un objet dans un espace à trois dimensions. 

 Mathématiquement, une chaine cinématique est décrite par ses équations cinématiques et 

dynamiques. La modélisation d’une chaine cinématique consiste à écrire la relation entre les 

positions, les vitesses et les accélérations de ses différentes pièces. L’analyse cinématique est 

nécessaire pour la planification et l’exécution des mouvements désirés du système aussi bien que 

par des calculs dynamiques. Les équations dynamiques d’une chaine cinématique décrivent son 

évolution dans le temps en réponse à des forces externes, et des couples agissant sur ses 

actionneurs.  

II. 2. Objectifs de la modélisation 

 L’étude des machines-outils à structure parallèle à l’ordre de conception et de la 

commande nécessite le calcul de certains modèles mathématiques qui définissent la relation entre 

les différentes pièces de ces machines-outils. On distingue parmi ces modèles : les modèles 

géométriques direct et inverse (MGD et MGI), qui expriment la relation entre l’organe terminal 

et les actionneurs, et les modèles cinématiques direct et inverse (MCD et MCI), qui expriment la 

relation entre la vitesse de l’organe terminal et les vitesses des actionneurs [3- 5], ainsi que les 

modèles dynamiques définissant les équations du mouvement de la machine-outil, qui permettent 

d’établir les relations entre les couples ou forces exercés par les actionneurs et les positions, 

vitesses et accélérations des articulations [6- 10]. 

 La modélisation prédictive des machines-outils à structure parallèle est une étape 

nécessaire pour la simulation du comportement de la structure de la machine-outil lors de 

l’usinage. Il existe différents types de modélisations de ce comportement, on peut citer à titre 

d’exemple la modélisation géométrique, cinématique, statique, dynamique…  
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 La modélisation géométrique permet d’établir la relation géométrique entre l’effecteur 

final et les actionneurs en fonction des dimensions de la machine-outil [1]. 

 La modélisation cinématique permet  d’étudie la relation entre la position, la vitesse et 

l'accélération de chacun des pièces de la machine-outil, afin de contrôler les mouvements, ainsi 

que de calculer les forces et les couples des actionneurs [5]. 

 La modélisation  statique permet de déterminer les contraintes et les déplacements de la 

structure induits par un effort statique donné appliqué sur cette structure de la machine-outil 

(effort sur l’outil, poids propre, etc.). Elle permet également d’identifier la rigidité des liaisons et 

des jambes [11]. 

 La modélisation dynamique des machines-outils permet de détermine les caractéristiques 

dynamiques de la structure, telle que la rigidité, les modes propres en fonction des masses et des 

inerties des éléments de la structure. [12]. 

II.3. Espace articulaire et espace opérationnelle 

 Pour un manipulateur à n degrés de liberté, l’ensemble des variables articulaires motorisées 

(les entrées) notées q définissent la configuration articulaire tandis que l’ensemble des 

coordonnées opérationnelles de position et d’orientation de l’effecteur (les sorties) notées 

X définissent la configuration de la plate-forme. On définit une relation entre les variables 

articulaires motorisées et les coordonnées opérationnelles, par un opérateur géométrique F tel 

que :  ,  q 0F X  Avec :  

 • q : L’espace articulaire lié aux articulations motorisées (n est le nombre d’articulations 

motorisées).  

• X : L’espace opérationnel (de dimension m) lié à la position et à l’orientation de l’effecteur. 

 

 

 

 

 

 Espace articulaire                      Espace opérationnel 

Fig. 2.1 : Espace articulaire et espace opérationnel. 
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II. 4. Paramétrage d’une structure de type Delta 

 Pour la structure parallèle de type Delta on trouve deux type de motorisations linéaire et 

rotatif. Généralement la nacelle est reliée à la base par des barres regroupées par paires, cette 

structure a été étudiée par plusieurs travaux [1, 3, 6, 13, 14]. Les barres d'une même paire reliant 

la nacelle aux actionneurs sont de même longueur il . Elles sont attachées d'un côté, à la nacelle 

de part et d'autre du point iB (points 1iB et 2iB ) et de l'autre côté, à l'actionneur numéro i , avec 

de part et d'autre du point iA  (points 1iA et 2iA ). 

 Le repérage d’une structure de type Delta linéaire se fait comme suit:  

 ♦ Un repère bR fixe, attaché arbitrairement au centre de la plateforme fixe, soit le point O. 

 ♦ Un repère nR mobile, attaché au centre de la nacelle, soit le point E. 

  Pour une architecture de type Delta linéaire le paramétrage se fait comme suit : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig. 2.2 : Paramétrage de la géométrie de structures de type Delta linéaire. 

II. 5. Modélisation géométrique 

 La modélisation géométrique permet d’identifier les relations entre les différentes 

parties d’un mécanisme pour occuper certaine positions ou configurations, ainsi que les 

transformations qui lient différentes références de chaque partie. 
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II. 5. 1. Changements des coordonnées  

 Pour étudier un mécanisme on associe à chaque pièce  de ce mécanisme un repère 

 ,  Y ,  Zi i i iR X  ou généralement le bâti est supposé comme une base fixe. Les repères 

particuliers liés à la base fixe  ,  Y,  ZR X , l’effecteur (l'organe terminal) associé un repère

 ,  Y ,  Zp p p pR X . Le repère de l’effecteur occupe une position et une orientation connues par 

rapport au repère fixe. On note généralement 1 2,  q ,  ..., qnq  les variables articulaires (angulaire ou 

linéaire) des actionneurs dans les articulations actives. Ces variables définissent la configuration 

instantanée de l’effecteur du mécanisme. 

 

Fig. 2.3: Repérage d’une structure parallèle. 

  La position d'un solide dans l'espace peut être définie par six paramètres 

indépendants:  

- Trois paramètres indépendants définissent la position finale du point de l’effecteur, 

(coordonnées cartésiennes, cylindriques, sphériques, …, dans la base du repère fixe),  

- Trois paramètres indépendants déterminent l'orientation du solide autour du point final de 

l’effecteur  (angles d'Euler, paramètres d'Euler, …). 

II. 5. 2. Orientation d’un solide dans un repère 

L'orientation d'un repère orthonormé (lié au solide) par rapport au repère fixe est 

spécifiée par trois angles ψ, θ  et ϕ, correspondant à une séquence de trois rotations (Figure 2.4) 

[15].  
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Fig. 2.4 : Orientation d’un repère dans l’espace (Angles de Roulis Tangage Lacet). 

 Les angles sont définis dans le cas présent, selon la convention (z, y, z), comme suit :  

- La rotation d'un angle  , appelé roulis, autour de l’axe iZ
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Fig. 2.5 : Angle de Roulis 
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sin     cos        0

0              0          1
iA

 

 

 
   
  

 

1y

 

iz

 

ix

 



 

iy

 

1x  

1Z  

Pour 1

1        0          0

0     0        1         0

0        0         1
iA

 
     
  

 



Chapitre II                                                          Modélisation des mécanismes et machines-outils à structure parallèle 

33 
 

- La rotation d'un angle ψ, appelé lacet, autour de l’axe 1X


,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.6 : Angle de Lacet. 

La matrice de passage du repère R1vers le repère R2 : 

12

1           0               0

0        cos       -sin    

0         sin      cos

A  

 

 
   
                                                                                             

  .2II  

- La rotation d'un angle θ, appelé tangage, autour de l’axe 2Y


. 

 

 

 

 

       

 
 
 

 

 

Fig. 2.7 : Angle de tangage. 

La matrice de passage du repère R2vers le repère Rf : 

2

cos       0       sin

0            1           0  

-sin      0       cos
fA

 

 

 
   
  

                                                                                                 .3II  

1y

 

1x

 

1z

 



 

2y

 

2z  

2x  

fx

 

2y

 

2z  

2x  

fz

 

fy
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Matrice total de passage du repère initiale iR  au repère finale fR . 

cos         0                    sin

sin sin    cos      - cos sin  

sin cos     sin   cos cos

A

 

    

    

 
   
                                                                                

  .4II

 

II. 5.3. Orientation de la nacelle 

L’orientation de la nacelle se détermine par deux angles notés angles d'Azimut et 

d'Elévation (   et  ), ces deux angles permettent de définir la position angulaire de la nacelle 

[15].  

 : Azimut (rotation autour de l'axe iz ), 0< <360º. 

 : Élévation (rotation autour de l'axe 1x ), 0<  <90 º. 

 

 
Fig. 2.8 : angles d'Azimut et d'Elévation. 

 
La matrice de passage du repère initial vers le repère final est :  
 

sin     cos cos    cos sin

0           sin cos   sin sin  

0                 -sin        cos
ifB

    

   

 

 
   
  

                                                                              .5II  

La comparaison de la troisième colonne de cette matrice (II.5) avec celle de la matrice A de 
l’équation (II.4), on trouve que :   
 

 

                                                   .6II  

 
 

 
Le développement de ces équations nous donne : 
 

sin              cos sin

-cos sin   sin sin  

cos cos    cos        
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2 2cos 1 cos sin                                                                                                           .7II  

 

                                                                      .8II  

2 2

cos
cos     

1 cos sin




 



                                                                                                  .9II  

Alors, on peut écrire la matrice A (II.4) en fonction des angles α et β : 

 

2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 cos sin          0        cos sin

cos sin sin cos
,     sin sin   

1 cos sin 1 cos sin

cos sin cos sin sin
   -       cos

1 cos sin 1 cos sin

A

   

   
   

   

    


   

 
 

 
 
  
  
 
 
 

                                    

  .10II  

II. 5. 4.  Modèle géométrique inverse  

  Le modèle géométrique inverse (MGI) exprime les variables articulaires commandées qi 

en fonction de la position de l’effecteur X et des paramètres géométriques ξ. 

   ,   q f X                                                                                                                             .11II  

 Le modèle géométrique inverse permet de trouver l’ensemble des positions articulaires  

accessible de placer l’effecteur dans une configuration voulue. 

 Le MGI est en général moins compliqué que le modèle géométrique direct MGD et peut 

être résolu géométriquement. La résolution des modèles géométriques direct et inverse est un 

problème important dans l’étude des mécanismes. 

 Pour le calcul du modèle géométrique inverse, on écrit un système d’équations non 

linéaire, dont chaque équation est associée à une chaine cinématique du mécanisme. Chaque 

chaine cinématique est caractérisée par une origine Ai et une extrémité Bi. 

 La configuration X de l’effecteur permet de définir la position des points extrêmes de 

chaque chaine cinématique. On peut ainsi écrire le modèle géométrique inverse pour chaque 

chaine cinématique  i I iA B H X . La résolution de ce  problème est simplifiée par le fait que 

généralement, toutes les chaines cinématiques d’un mécanisme pleinement parallèle sont 

identiques. 

2 2

sin sin
sin   

1 cos sin
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Pour la structure parallèle de type Delta à actionneurs linéaire, on peut définir la position 

et l’orientation de la nacelle par le vecteur x de dimension 5, telle que les trois premières 

composantes représentent les coordonnées du point E, et les deux autres composantes sont les 

angles d'Azimut et d'Elévation (AZ-EL). 

 

                                                       .12II  

 
 

Donc la matrice de passage du repère liée au centre de la nacelle d'origine E au repère fixe liée à 

la base fixe  , ,T X   s'écrit:  

 
  E,      X

, ,  
0                    1

A
T X

 
 

 
  

 
                                                                                          .13II  

On peut déterminer la distance  1 1A B comme suite :
 

 i i i ii i i i
A B A P P O O B  
   

                                                                                                    .14II  

   i i i i iA B X P q u                                                                                                              .15II
 

On peut écrire i i
A B


sous la forme suivant: 

/

/

1 /

0

0  

0

i n

i n

i n

B R pp

i p B R pi

B R p

x x xx

A B y y y y

q z z z

    
           
          


                                                                         .16II  

Le développement de l’équation (2)  donne : 

     
22

1 1 1 1 1A B X P q u                                                                                                    .17II
 

   
22 22 0i i i i i i iq q X P B u X P B L                                                                       

  .18II
 

Le développement de cette équation donne un système de trois équations avec i= 1, 2, 3. Ces 

équations donnent le modèle géométrique de la structure Delta linéaire.   

II. 5. 5. Le modèle géométrique direct  

Le modèle géométrique direct  permet d’obtenir la position de l’effecteur X (outil) en 

connaissant les coordonnées articulaires qi (moteurs), et des paramètres géométriques décrivant 

la structure ξ.                

 q,  X g                                                                                                                           .19II  

EX

X 
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 Afin d’identifier la position de l’effecteur, il est essentiel de connaître la relation existante 

entre l’espace articulaire (coordonnées articulaires : 1 2,  q ,  ..., qnq ) et l’espace  de travail 

(position/orientation de l’effecteur par rapport à un repère fixe).  

  

 

 

Modèles géométriques 

 

 

 

 

Fig. 2.9 : Passages entre coordonnées articulaires et coordonnées généralisées. 

II. 6. Modélisation cinématique 

II. 6. 1. Modèle cinématique inverse 

 Le modèle cinématique inverse décrit les vitesses des coordonnées opérationnelles (la 

vitesse de la nacelle en translation et en rotation) en fonction des vitesses articulaires (vitesses 

linéaires des actionneurs), pour une position et une orientation données de la nacelle [3, 14, 15]. 

Afin de contrôler les mouvements, ainsi que de calculer les forces et les couples des actionneurs. 

 Le problème de la cinématique directe de la machine-outil parallèle est généralement 

beaucoup plus complexe que le problème de la cinématique inverse. En effet, les équations d’une 

chaine cinématique ferme sont généralement des expressions hautement non linéaires des 

variables de la position opérationnelle.  

 L’écriture matricielle de la relation qui relie les vitesses opérationnelles et les vitesses 

articulaires est la suivante :    

. .

   q xJ q J x                                                                                                                         .20II  

Ou 
.

x  : Le vecteur de la vitesse de la nacelle. C’est le torseur des vitesses de la nacelle exprimé 

au point D et non pas au bout de l’outil (point E). 

.

q  : Le vecteur de la vitesse linéaire des actionneurs. 

 
Variables articulaires : q                                               
q1 
q2 
q3 
… 
 

Position de l’effecteur : X 
x 
y 
z 
 Et orientation de l’effecteur  
α, β, γ… 

Modèle 
géométrique direct 

Modèle 
géométrique 

inverse  
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Le calcul de la matrice jacobienne peut se faire en dérivant le MGD,  X f q  à partir de la 

relation suivante : 

 
 i

ij

j

F q
J q

q





                                                                                                                   .21II

 

 
 i

ij

j

F x
J x

x





                                                                                                                  

  II.22
 

Avec 1,  ..., m;    j 1,  ...,  n.i    

La matrice Jacobinne de ce système est donnée par :  

1
x qJ J J

                                                                                                                            
  .23II

 

Avec :  

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

         ...    

         ...       

.

.

         ...    

n

n

A

n n m

n

f f f

q q q

f f f

q q q

J

f f f

q q q

   
   
 
   

   
 
 
 
 
   
 
   

  

                                                                                         .24II

 

Dans ce cas de la structure Delta linéaire la matrice Jacobienne est donnée par :

 

     

     

     

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

     

      

     

x y z

x x y z

x y z

A B A B A B

J A B A B A B

A B A B A B

 
 
 
 
 
                                                                                

  .25II

 

     

1 1 1

2 2 2

3 3 3

  .                0                    0

0                 A  .                0  

0                       0            A  .

q

A Bu

J B u

B u

 
  
  

                                                                                               .26II

 

Le modelé cinématique inverse est l’expression de 
.

q  en fonction de
.

x . L’écriture du modèle 

cinématique inverse est alors : 
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. .
1  q xq J J x                                                                                                                         .27II  

Alors    
. .

1  q J x                                                                                                                 .28II  

L’utilisation de la matrice jacobienne: 

- Permet de calculer une solution locale des variables articulaires q connaissant les 

coordonnées opérationnelles X ; 

- Est utilisé pour déterminer la relation entre les efforts extérieurs exercés par l'organe 

terminal et les  forces ainsi que les couples appliques par les actionneurs ; 

- Facilite le calcul des positions singulières et la dimension de l'espace opérationnel 

accessible du robot [16]. 

II. 6. 2. Modèle cinématique direct 

 Le modèle cinématique direct établit la relation entre la vitesse 
.

x de la nacelle en 

translation et en rotation et les vitesses linéaires
.

q des actionneurs pour une position et une 

orientation données de la nacelle. Ce modèle cinématique direct est donnée par la relation 

suivante :   

. .

 x J q                                                                                                                                  .29II
 

II. 7. Modélisation dynamique 

 Le modèle dynamique de la machine-outil à structure parallèle permet de déterminer le 

couple maximal de chaque moteur lors de l’exécution du mouvement souhaité afin de définir des 

moteurs prototypes commerciaux, donc elle permet de trouver la relation entre la force agissant 

sur l’outil et les forces appliques par les moteurs. Ce modèle est basé sur le modèle géométrique 

et le modèle cinématique. En général, la modélisation dynamique consiste à l’obtention des 

équations différentielles qui régissent l’évolution dans le temps d’une grandeur de sortie. 

 L’obtention des lois de mouvements peut être réalisée grâce aux équations fondamentales 

de la dynamique. Pour le mouvement de translation on utilise le bilan des forces agissant sur le 

solide, et pour la rotation on utilise le bilan des couples appliqués sur un solide pour la 

réalisation de la rotation. 
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II. 7. 1. Modèle dynamique inverse 

 Le modèle dynamique inverse peut trouver la relation entre les couples (et/ou forces) 

appliqués aux actionneurs et les positions, vitesses et accélérations articulaires. Il est représenté 

par la relation : 

 

. ..

, , ,  ef q q q f
 

   
                                                                                                               

  .30II  

Avec : 

-  Γ : vecteur des couples des actionneurs actives, selon que l’articulation est pivot ou 

prismatique. 

- q : vecteur des positions articulaires. 

- 
.

q : vecteurs des vitesses articulaires. 

- 
..

q : vecteurs des accélérations articulaires. 

- ef : vecteurs représentant l’effort extérieur qu’exerce l’effecteur de l’outil. 

Dans le cas général l’équation précédant s’écrit sous la forme suivante :  

     
.. . .

 B . ,  ,  q q G q C q q F q q K q
   

        
   

                                                            .31II
 

Avec  

 B q  : La matrice d’inertie du robot dépendant de sa position ; 

 G q  : Le vecteur contenant les termes dus à la gravité ; 

.

,  C q q
 
 
 

 : Le vecteur avec les termes dus aux effets centrifuges et de Coriolis ; 

.

,  F q q
 
 
 

 : Le vecteur contenant les termes dus à tous les effets de frottement ; 

 K q  : Le vecteur de rigidité du mécanisme (dépendant de la position des bras du mécanisme).
 

 La relation est appelée modèle dynamique inverse (ou modèle dynamique). 

 

II. 7. 2. Modèle dynamique directe 

 Le modèle dynamique direct décrit les accélérations articulaires en fonction des positions, 

vitesses et couples. Il est représenté par la relation suivante : 

.. .

, , , eq g q q f
 

  
 

                                                                                                                 .32II  
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Les modèles dynamiques direct et inverse montrés dans la Figure 2.10, représentent les 

transformations entre les vecteurs de couples généralisés et les déplacements généralisés.  

 

 

 

 

 

 

 

  

Fig. 2.10 : Transformations entre le modèle dynamiques direct et inverse. 

 Le modèle dynamique joue un rôle important dans la conception et le fonctionnement des 

machines-outils à structure parallèle. Dans la conception des machines-outils à structure 

parallèle, on utilise le modèle dynamique inverse pour choisir le type des actionneurs, et on 

utilise aussi le modèle dynamique direct pour effectuer des simulations de vérification des 

performances. En ce qui concerne le fonctionnement de ces machines, on utilise le modèle 

dynamique inverse pour calculer les couples actionneurs, qui sont nécessaires pour réaliser  des 

taches souhaitées. Il est également utilisé pour identifier les paramètres dynamiques qui sont 

nécessaires à la fois pour le contrôle et la simulation [17].  

 Parmi les utilisations du modèle dynamique, on peut trouver la relation entre la force 

agissant sur le bout d’outil et les forces des moteurs. Cette relation est donnée par l’équation 

suivante : 

T
n a c m o tF J F                                                                                                    .33II  

Avec : 

x

n a c y

z

F

F F

F

 
 

  
 
 

  , et 

1

2

3

m o t

m o t m o t

m o t

F

F F

F

 
   
    

Où nacF Torseur des efforts appliqués sur la nacelle (l’outil), motF Effort de poussée des moteurs 

linéaires, et TJ  l’inverse de la matrice jacobienne Transposée. 

 On peut aussi trouver la relation entre les déplacements linéaires / angulaires δt des 

effecteurs et les forces / couples externes nacF appliqués à l'outil par l’équation suivante: 

n a c tF K                                                                                                          .34II  

 
Couple (t) 

Modèle Dynamique 
Direct 

Position (t) 
Vitesse (t) 
Accélération (t) 

Modèle Dynamique 
Inverse 
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II. 7. 3. Relation entre les accélérations 

La connaissance de la relation qui exprime l’accélération des moteurs 
..

q  en fonction de 

l’accélération 
..

x désirée de la nacelle, nous permet de déterminer les caractéristiques requises 

concernant l’accélération des moteurs en fonction des performances en accélération demandées à 

la nacelle. Cette expression s’obtient en dérivant le modèle cinématique par rapport au temps. 

Donc nous obtenons l’équation suivante [3, 15]: 

. . . . . . .
1 1 1

xq qq J x J J J J x   
  

 
                                                 .35II  

Avec 
..

1J x l’accélération des actionneurs due à l’accélération de la nacelle. 

Et 
. . .

1
x qJ J J x 
 

 
l’accélération des actionneurs due au déplacement de la nacelle à vitesse 

constante. Ce terme traduit la non linéarité de la relation entre la vitesse des actionneurs et la 

vitesse de la nacelle. 

 Soit mot  le vecteur dont les composantes sont les poussées nécessaires (suivant z) de 

chacun des moteurs pour déplacer la nacelle à partir de la position x , à la vitesse 
.

x , avec une 

accélération 
..

x , la nacelle étant soumise à l’effort extérieur nacF  . mot Comporte donc plusieurs 

termes : 

- les efforts dus à l’accélération de la nacelle, 
..

t
nacJ M x

 
 
 

, qui peuvent s’écrire aussi par: 

..
t

nacM J x . 

- les efforts dus à l’accélération de la masse du secondaire des moteurs
..

motM q , qui peuvent 

s’écrire aussi par :  

.. . . .
1 1 1

xmot mot q qM J x M J J J J x   
 

 


                                                                      
 .36II  

- les efforts dus à un effort extérieur extF , appliqué sur la nacelle : t
extJ F  

Après regroupement, le modèle dynamique inverse s’écrit : 

 
.. . . .

1 1 1t t
xmot mot mot mot q q extM J M J x M J J J J x J F   

  
 

 
                                        

 .37II
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II. 8. Approches d'analyse dynamique 

 Plusieurs approches sont proposées pour obtenir le modèle dynamique des structures 

parallèles comme les robots parallèles, les manipulateurs et les machines-outils. Pour définir un 

modèle dynamique pour un mécanisme multi-corps, plusieurs formalismes sont utilisables, tel 

que [18]: 

- Le formalisme de Lagrange ; 

- Le formalisme Newton Euler ; 

- Le principe d’Hamilton ; 

- Le principe de travail virtuel ;  

- La méthode de Kane. 

  

II. 8. 1. Développement du modèle dynamique par l’approche de Lagrange 

 L’approche de modélisation dynamique des mécanismes par la méthode de Lagrange est 

basée sur le calcul des énergies cinétiques et potentielles et sur la dissipation de ces différentes 

énergies pour la réalisation du mouvement. La formulation lagrangienne décrit le comportement 

d'un système dynamique en termes de travail et d'énergie stockée dans le système plutôt que par 

la force et les moments des membres individuels impliqués [19- 24]. 

 Le formalisme de Lagrange, permet de décrire les équations du mouvement des 

mécanismes en termes de travail de l'énergie du système. La forme générale de l'équation de 

Lagrange : 

.
 i

i
i

d L L

dt qq

         
                                                                                                           

 .38II
 

Avec : L = T- U
 

Ou :  

.

iq  : La coordonnée généralisée correspondante à l’articulation d’indice i ; 

i  : Le couple généralisé associé à l’articulation d’indice i. Il correspond à la somme des 

forces externes (couples moteurs, force appliquée à l'organe terminal, ...) et des forces 

dissipatives (forces de frottement, amortissements internes, auxquelles le mécanisme est soumis 

à l’articulation d’indice i. 
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T : L'énergie cinétique totale ; 

U : L'énergie potentielle totale ; 

L'application de la méthode de Lagrange exige une détermination de l’énergie totale disponible 

dans le mécanisme et du travail externe fourni au système. Ceci nécessite : 

1. la détermination de coordonnées généralisées appropriées ; 

2. l’identification de couples généralisés par les liaisons actives ; 

3. l’établissement de l'énergie cinétique et potentielle de tous les éléments (bras) du mécanisme.  

Si on remplace l'énergie cinétique totale  et l'énergie potentielle totale, le modèle dynamique 

inverse est : 

. .
i i

i i

d T d U T U

dt dt q qq q

   
          

         

                                                                                 .39II  

II. 8. 2. Développement du modèle dynamique par l’approche de Newton-Euler 

 Le formalisme de Newton-Euler est basé sur le théorème général de la mécanique qui 

applique le bilan d'efforts agissant au centre de masse de chaque corps dont le manipulateur est 

constitué. Dans cette approche, il est  nécessaire d'isoler chaque bras rigides du mécanisme et 

attacher un repère au centre de masse de chaque ‘un de ces bras rigide. Toutes les forces et tous 

les couples appliqués à chaque liaison rigide doivent être pris en compte. Pour les forces ou 

couples qui sont des couples d'action et de réaction, on considère qu'ils ont la même grandeur, 

des directions opposées et agissent sur des corps différents suivant la même ligne d'action selon 

la troisième loi de Newton. Plusieurs travaux basés sur cette approche pour l’étude dynamique 

des robots et des machines-outils à structure parallèle ont été réalisés comme dans  [25-31]. 

La base de ce formalisme est d’appliquer l’équation de Newton et l’équation d’Euler comme 

suit : 

a- L'équation de Newton 

.

cf mv
                                                                                                                              

  .40II  

b- L'équation d'Euler 

.

  c cI I                                                                                                                      .41II
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Ou :  

,   f  : sont les vecteurs des forces (ou couples) agissant sur les centre de gravité ; 

cI  : est le moment d'inertie d'un corps ; 

  : représente l'opération d'un produit vectoriel. 

 L’approche de modélisation par la méthode de Newton Euler nécessite d’éclater le 

mécanisme en segments articulés distincts. L’équation de Newton et celle d’Euler sont 

appliquées à chaque corps. Il est évident que l’équation d’Euler ne s’applique pas aux corps en 

pure translation et que l’équation de Newton ne s’applique pas aux corps en pure rotation autour 

d’un pivot fixe.  

 L’avantage de cette approche est que la formulation est globalement valide, c'est-à-dire 

indépendante du choix du système de coordonnées. Dans la formulation de Newton-Euler, en 

principe, nous pouvons rendre compte de toutes les forces et de tous les couples appliqués à 

chaque bras individuel dans les systèmes et en déduire les équations du mouvement. 

II. 8. 3. Développement du modèle dynamique par l’approche des travaux virtuels 

 L’approche de modélisation par la méthode des travaux virtuels consiste à déterminer la 

variation des forces actives des actionneurs pendant la durée de fonctionnement du mécanisme. 

La condition d’équilibre dynamique du mécanisme est celle que le travail virtuel des forces 

extérieures et intérieures ainsi que celui des forces d’inertie, développé au cours d’un 

déplacement virtuel général compatible aux liaisons, serait égal à zéro. Cette approche peut 

facilement éliminer les réactions des contraintes et établir une détermination directe et récursive 

des forces motrices. On cite plusieurs travaux basés sur le principe de cette approche [32 - 37]. 

II. 9. Conclusion 

 On a vu dans ce chapitre comment obtenir le modèle géométrique de la structure d’une 

machine, ainsi que la détermination de son modèle cinématique directe et inverse. On a vu aussi 

l’intérêt de la matrice jacobienne pour la détermination de la relation entre des différentes 

modèles (directe et inverse) statiques, cinématiques et dynamique. 

En plus, nous avons établi le modèle dynamique directe et inverse pour les mécanismes à 

structure parallèle de type Delta linéaire. Finalement on à illustré les approches les plus utilisées 

pour obtenir  le modèle dynamique. 
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III. 1. Introduction 

Le développement des moyens de production passe obligatoirement par le développement 

des machines-outils. Cette dernière à une influence directe et très importante dans le processus 

de fabrication des pièces mécaniques. Les machines-outils sont en évolution permanente à fin de 

répondre au besoin de marché pour atteindre des performances très élevée au niveau de la 

rigidité d’un côté [1- 4], et la qualité des pièces obtenue d’un autre côté [5, 6]. L’étude et la 

simulation du comportement des machines-outils à structure parallèle conduit au développement 

des caractéristiques de ces machines. Parmi les caractéristiques on trouve la rigidité qui est un 

paramètre principal pour les machines-outils, pour cela plusieurs travaux ont étudié cette 

caractéristique [7- 10]. 

La modélisation géométrique est la base de toutes les études des mécanismes. Elle consiste 

de trouver la relation géométrique entre les différentes pièces du mécanisme en fonction des 

dimensions de ces pièces, ses positions et orientations dans une référence donnée [11- 14].  

 Dans ce chapitre nous nous intéressons au modèle géométrique de la machine-outil à 

structure parallèle de type Delta linéaire à trois actionneurs perpendiculaires. Ce modèle  

géométrique est utilisé dans tous les études soit statique, cinématique ou bien dynamique. La 

détermination de ce modèle géométrique est basée sur la géométrie de la machine-outil et la 

nature des liaisons entre les différentes pièces avec les dimensions de chacune de ces pièces. 

 Ce modèle géométrique est utilisé en suite pour générer quelques trajectoires simples et 

complexes effectuées par l’outil, dans l’espace de travail de la machine-outil. Les résultats de la 

simulation sur le logiciel Matlab permet de trouver les positions des moteurs en fonction de la 

trajectoire parcourue par l’outil. Finalement la même structure de la machine-outil avec les 

mêmes dimensions sera utilisée dans Solidworks, pour générer les mêmes trajectoires fait avec 

Matlab pour comparer et valider les résultats des deux simulations. 

III. 2. Descriptions de la machine-outil à structure parallèle  

 La machine-outil étudiée est une machine-outil à structure parallèle de type Delta à 

actionneurs linéaires. Cette structure est utilisée dans plusieurs mécanismes parallèles [15-20]. 

Cette machine-outil est composée de trois actionneurs linéaires motorisés répartis sur des angles 

de 120 °, dans un cercle de rayon R et de centre localisé à l’origine du repère de la base fixe. Les 

actionneurs font un mouvement de translation selon l’axe vertical (l’axe Z) pour transmettre le 

mouvement vers l'effecteur final (outil de coupe). 
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 Chaque actionneur linéaire est relié au moyen d’un parallélogramme de deux bras 

identiques de même longueur articulée en extrémité avec des articulations à rotule. La structure 

de cette machine-outil est représentée dans la figure suivante : 

 

 

Fig.3. 1 : Modèle CAO de la machine-outil parallèle. 

III. 3. Analyse structurale de la machine-outil à structure parallèle  

 La machine-outil étudiée est de type PSS (Prismatique- Sphérique- Sphérique),  à trois 

degré de liberté. Elle est composée de deux plateformes, six bras de longueurs identiques, six 

rotules et trois moteurs linaires. 

Les pièces qui composant cette machine-outil sont:  

III. 3. 1. Le bâti  

  La plateforme fixe est la base porteuse de tous les éléments de la machine-outil, 

généralement le bâti est supposé comme élément rigide. 

III. 3. 2. Les moteurs  

 Au nombre de trois moteurs linéaires en liaison glissière par rapport au bâti. Chaque 

moteur glisse selon un axe parmi les trois axes parallèles de la machine-outil. Ces axes peuvent 

Joins rotule 

Bras 

Base mobile  
Base Fixe 

Moteurs linéaires 
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être verticaux répartis symétriquement selon des angles de 120 ° dans un cercle de rayon R, et de 

centre de base fixe de la machine-outil. 

III. 3. 3. La nacelle  

 La plateforme mobile est le porte outil ou électro broche de la machine-outil.  

III. 3. 4. Les bras  

 Ce sont des éléments de liaison entre les moteurs et la nacelle. Il se compose de trois 

paires de bras. Dans notre cas la paire de bras forme un parallélogramme puisque les longueurs 

de ses côtés opposés sont identiques. Dans l’extrémité de chacun de ces bras est limité par une 

rotule.  

III. 4.  Graphe de liaisons (Graphe d’agencement) 

 Le Graphe de liaisons est une représentation graphique d'un système mécanique, avec la 

définition des liaisons entre chaque classe d’équivalence de pièces. Une classe d’équivalence 

représente une pièce ou bien un ensemble de pièces liées entre elles par une liaison complète.  

Cette représentation  graphique a été proposée par François Pierrot [21]. 

Le tableau suivant représente les différentes représentations des liaisons : 

Tableau III. 1 : Conventions des liaisons. 

Nom de la liaison Représentation Degré de liberté Nombre d’inconnus 

Liaison pivot.  
 
 

01  ddl 05 

Liaison Glissière 
(prismatique). 

 
 
 

01 ddl 05 

Liaison  à rotule.  
 
 

03 ddl 03 

Liaison  Universel 
(Cardon). 

 
 
 

02 ddl 04 

  

A partir de la structure de cette machine-outil on peut construire le graphe de liaisons comme 

suite :  

 

 

R 

P 

S 

U 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_dynamique
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Fig.3.2 : Graphe des liaisons. 

III. 5. Formule de Grübler 

La formule de Grübler permet de déterminer la mobilité d’une structure mécanique 

articulée. Elle donne le degré de liberté de l’effecteur en dehors des positions et des agencements 

singuliers. 

  int
1

6 1
iN

p i i
i

m N N dof m


    
 

avec
 

m  : le nombre de degrés de liberté du mécanisme. 

pN  : le nombre de solides indépendants (bâti exclu),  

iN  : le nombre de liaisons entre ces solides,  

 idof  : le nombre de degrés de liberté de la liaison numéro i , 

 intm  : le nombre de mobilités internes. 

Dans notre cas, cette structure se compose de 11 pièces, le bâti est exclue ( 11pN  ), et le 

nombre des liaisons pour notre structure est 15 liaisons (12 liaisons rotules et 3 liaisons 

glissière), le nombre de degré de liberté de ces liaisons est :  

   12 3 3 1 39idof       

La mobilité interne de cette structure int 6m  , c’est la mobilité de rotation de chaque bras sur 

son axe. 

P 

P 

P 

S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 

Nacelle 
Bâti 
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La mobilité de cette structure :  6 11 15 1 39 6 m          3 m   

III. 6. Paramétrage de la machine-outil  

 La structure de la machine-outil étudiée est de type Delta linéaire, le mouvement de la 

nacelle est  piloté par trois liaisons  prismatiques  qui glissent linéairement selon l’axe Z de 

repère {RB}.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.3 : Schéma cinématique de la machine-outil Delta linéaire. 

 Comme indiqué ci-dessus, cette machine-outil est de type Delta à trois actionneurs 

linéaire, elle est composée de trois chaines identiques (PSS) montées en parallèle entre la nacelle 

(effecteur final), et la base fixe. Les variables articulaires  sont qi avec  i=1, 2,3. 

 Les coordonnées des variables articulaires dans le repère {RB} sont : 

q= (q1, q2, q3) T 

Et les coordonnées des variables cartésiennes dans le repère {RB} sont : 

E= (x, y, z) T. 

Les détails géométriques de la base fixe et de la nacelle sont présentés dans les figures 3.4 et 3.5: 

YE 

E1 
E2 

E3 

XE 

ZE 

E 

XB 

ZB 

YB 
B 

B1 

B3 

B2 

A1 

A2 

A3 

q1 q2 

q3 
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Les axes verticaux des trois moteurs linaires sont repartis par rotation symétrique de 2π/3 dans 

un cercle de rayon R et centré à l'origine du repère de référence {RB}, situé dans les points B1, B2 

et B3 successivement.  

III. 6.1. Paramétrage de la plateforme 

Le repère de référence {RB}= {B, XB, YB, ZB} est  fixé dans le centre de la plateforme fixe. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.4 : Paramétrage de la base fixe. 

Les coordonnées des points Bi avec i = 1, 2, 3 dans le repère fixe {RB} sont : 

1= 0   

0

R

B

 
 
 
 
               

2

2

3

2

0

R

B R

 
 

 
 

  
 
 
 
                    

3

2

3

2

0

R

B R

 
 

 
 

  
 
 
 
   

Les points des centres des liaisons rotules coté moteurs 11A , 12A , 21A , 22A 31A , 32A sont 

symétriques deux à deux, telle que  les distances entre les différents points Aij sont égales entre 

elles  11 12 21 22 31 32A A A A A A 
  

. 

 

B1 

B2 

B3 

120° 
240° 

XB 

YB 

R 

B 
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III. 6.2. Paramétrage de la nacelle 

Les coordonnées des points iE dans le  repère lié à la nacelle ER : 

1 0

0

r

E

 
 

  
 
                        

2

2

3

2

0

r

E r

 
 

 
 

  
 
 
 
                     

3

2

3

2

0

r

E r

 
 

 
 

  
 
 
 
 

 

Le paramétrage de la nacelle est donné comme suite : 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.3.5 : Paramétrage  de la nacelle. 

 Les points des centres des liaisons rotules coté nacelle 11E , 12E , 21E , 22E 31E , 32E   sont 

symétrique deux à deux, telle que  les distances entre les différents points Eij sont égales entre 

elles 11 12 21 22 31 32E E E E E E 
  

. 

Les distances entre les centres des rotules dans les deux cotés sont égaux, telle que

11 12 21 22 31 32 11 12 21 22 31 32A A A A A A E E E E E E    
     

 

 Pour l’agencement, les barres sont égales, et regroupées par paires, comme indique la 

figure 3.6  telle que: 

11 11 12 12 21 21 22 22 31 31 32 32A E A E A E A E A E A E    
     

 

III. 6.3. Paramétrage de la partie mobile de la machine-outil 

 La partie mobile de cette machine-outil se compose de trois parallélogrammes 

identiques qui relient  entre la nacelle et les trois moteurs linéaires. 

XE 

YE 

E 

E1 

E2 

E3 

240° 

120° 

r 

E21 

E22 

E11 

E31 

E12 

E32 
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Fig.3.6 : Paramétrage  de la partie mobile de la machine-outil. 

III. 6.4. Paramétrage de la chaine cinématique fermée 

Dans l’ensemble de cette machine-outil, on trouve  trois chaines cinématiques identiques 

fermées, chaque chaine cinématique est représentée comme suite : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3.7 : Paramètre Géométrique. 

E3 

E2 
E21 

E22 

E31 

E32 

E1 

A2 

A3 

A21 

A22 

A31 

A32 

YE 

XE 

ZE 

E 

A1 

A11 

A12 

E11 

E12 

B i  

L 

Z  

A i  

Ei  

qi  

r  

R  

BX  

BY  

B  

E  
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A partir des paramètres géométriques ci-dessus, pour les trois chaines cinématiques on a trois  

équations de vecteur BE


 de la forme suivantes : 

 i i i i i iBE BB B A A E E E   
    

                                                                                           (III.1)  

Pour   i=1, 2, 3. 

En transformant le vecteur de l'équation (III.1) en trois équations scalaires, on obtient: 

     
2 2 2 2

B i B i B i iX x Y y Z z q     
                                                                          

 (III.2)  

Donc, si nous remplaçons i = 1, 2, 3, nous trouvons un système de trois équations: 

   

     

     

2 22 2
1

22
2 2

2

22
2 2

3

0

1 3
0  

2 2

1 3
0

2 2

z q L r R x y

z q L R r x r R y

z q L R r x R r y

       




   
                


  

                                                               

 (III.3)

 

Le développement de ce système d’équations donne :  

   

     

     

2 2 2 2
1

22
2 2

2

22
2 2

3

1 3
 

2 2

1 3

2 2

z q r R x L y

z q R r x r R y L

z q R r x R r y L




     


   
               


  

              

                                                      (III.4)

 

Le modèle cinématique inverse de cette machine-outil peut être obtenue comme suit: 

 

   

   

22 2
1

22

2
2

22

2
3

1 3
 

2 2

1 3

2 2

   

q z L x R r y

q z L x R r r R y

q z L x R r R r y




     

    

               

   

               

                                                       (III.5)

 

 Avec 1 2 3,  ,  q q q sont les positions des moteurs M1, M2, M3 respectivement, et x, y, z les 

coordonnés du point E défini dans le repère fixe {RB}. 
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III. 7. Etude des positions des moteurs pour le déplacement de l’outil dans l’espace de 

travail   

 On utilise le modèle cinématique du système d’équations (III.5) pour trouver les positions 

des moteurs pour un espace de travail donné. On suppose que l’espace de travail de cette 

machine-outil soit un cube situé dans le centre de la base fixe. Cette étude des positions des 

moteurs est réalisée pour une structure telle que les glissières sont disposées parallèlement à l'axe 

Z avec une distance (R = 0,7m), la nacelle a un rayon (r = 0,15m), et les bras son de même 

longueur (L = 1,3 m). 

Cette structure est représentée dans la figure suivante : 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.8 : Dimensionnement du modèle géométrique. 

III. 7.1. Les valeurs de position de l'effecteur et des actionneurs 

 On remplace les dimensions (r, R, L) par leurs valeurs dans le système (III.5), cela nous 

conduit au calcul des positions des moteurs (q1, q2, q3). Ce calcul est fait pour les positions de 

l’effecteur  final (xp, yp, zp) comme il est représenté dans le tableau suivant: 

 

0.5m 

0.5m 

0.5m 

1B  

1.3m 

0.15m  

BZ

 

1A  

1q  

0.7m
 

BX  

BY  

B  

E  

Espace de travail  



Chapitre III                                                                                            Etude et Modélisation Géométrique d’une machine outil à structure parallèle 

 59 

Tableau III. 2 : Positions des moteurs en fonction de la position de l’effecteur. 

(L = 1,3 m),  (R = 0,7m), (r = 0,15m) 

La position de l’outil  (xp, yp, zp) Les positions des moteurs (q1, q2, q3) 

(xp= 0.25 m,  y p= 0.25 m,  z p = 0) (1.240 ;  1.1675 ;   0.94173) 

(x p = 0.25 m,  y p =0.25 m, z p = 0.5 m) (1.49 ; 1.1917 ;     1.1917) 

(x p = 0.25 m,  y p = - 0.25 m, z p = 0 (1.24 ;     1.1675 ;    1.1675) 

(x p = 0.25 m,  y p = - 0.25 m, z p = 0.50m) (1.49 ;    1.4175 ;    1.4175) 

(x p = -0.250 m,  y p =  0.250 m, z p = 0) (1.5058 ; 1.2799 ; 1.4889) 

x p = -0.25 m,  y p =  0.25 m, z p = 0.50m) (2.0058 ; 1.7799 ; 19889) 

(x p = -0.250 m,  y p =  -0.250 m, z p = 0) (1.5058 ; 1.0780 ; 1.2799) 

(x p = -0.25 m,  y p =  -0.25 m, z p = 0.50m) (2.0058 ; 1.5780 ; 1.7799) 

 Ces résultats représentent la position des moteurs dans chaque position de l’outil dans les 

extrémités de l’espace de travail proposé. 

III. 8. Etude des positions des moteurs lors de déplacement de l’outil selon un plan  

 Pour déplacer l’outil dans un plan de l’espace de travail de la machine-outil, les 

déplacements des moteurs M1, M2, M3 sont désignés par q1, q2, q3. 

III. 8. 1. Déplacements du moteur linéaire q1  

  Les déplacements du moteur M1 le long de l’axe Z pour tous les points du plan (oxy) de 

l’espace de travail, telle que (-0,25 ≤ x ≤ 0,25, - 0, 25 ≤ y≤ 0, 25, z = 0) est donné par le 

graphique suivant [22]:  

 
Fig.3.9 : Déplacements du moteur 1. 
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III. 8. 2. Déplacements du moteur linéaire q2 

 Les déplacements du moteur M2 le long de l’axe Z pour tous les points du plan (oxy) de 

l’espace de travail, telle que (-0,25 ≤ x ≤ 0,25, - 0, 25 ≤ y≤ 0, 25, z = 0) est donné par le 

graphique suivant :  

 
Fig.3. 10 : Déplacement du moteur M2. 

III. 8. 3. Déplacements du moteur linéaire q3 

 Les déplacements du moteur M3 le long de l’axe Z pour tous les points du plan (oxy) de 

l’espace de travail, telle que (-0,25 ≤ x ≤ 0,25, - 0, 25 ≤ y≤ 0, 25, z = 0) est donné par le 

graphique suivant :  

 
Fig.3. 11 : Déplacement du moteur M3 
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 Les trois figures précédentes représentent les positions de chaque moteur dans chaque 

point du plan (OXY) de l’espace de travail choisi. Ces résultats sont obtenus à partir du modèle 

géométrique de la structure et de l’espace de travail proposé.  

III. 9. Détermination des positions du moteur linéaires en fonction de la trajectoire de 

l'outil 

 La génération des trajectoires d’outils en usinage est obtenue à partir des déplacements des 

moteurs. Cela consiste à déterminer le chemin à suivre par le point piloté de l’outil. À partir du 

modèle géométrique on peut déterminer la trajectoire suivie par l’outil pour réaliser la tâche. Le 

calcul du parcours des outils lors de l’usinage est un objectif de certains travaux [23, 24], et 

d'autres travaux consistent à déterminer la trajectoire parcourue par  l'outil pour aller d'une 

position à une autre [25-28]. La connaissance de la trajectoire de l’outil permet d’optimiser le 

temps d’usinage pour certaines opérations d’usinage [29-30]. 

 Dans cette partie on utilise MATLAB pour trouver les positions des moteurs en fonction 

d’une trajectoire défini dans l’espace de travail, pour des dimensions donnée de la machine-outil 

parallèle. 

III. 9. 1. Positions des moteurs pour une trajectoire linéaire  

 La trajectoire proposée dans ce cas  est une trajectoire linéaire. Cette trajectoire a été 

effectuée par l'outil dans l’espace de travail de la machine-outil, les positions des trois moteurs le 

long de l'axe Z sont indiquées à la figure 3.12: 

 

Fig. 3.12 : Trajectoire linéaire de l’outil.  
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Fig.3.13 : Positions des moteurs pour une trajectoire linéaire. 

III. 9. 2. Positions des moteurs linéaires en fonction de la stratégie d'usinage 

 Lors d'un surfaçage d'une pièce prismatique tel que représenté à la figure 3.14, deux 

stratégies différentes sont possibles. 

 

 Fig.3.14 : Simulation du parcours de l'outil pour l'usinage de surface. 

La première stratégie d'usinage de cette pièce pour 5 passes, la génération de ses passes 

est comme suit: 

  

 

 

 
 

 

Fig.3.15 : Première stratégie de génération des passes sur la surface usinée. 

5eme Pass 

4eme Pass 

3eme Pass 

2eme Pass 

1er Pass 
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Les positions des moteurs pour cette stratégie sont illustrées dans la figure suivante: 

 

Fig.3.16 : Positions des moteurs  pour la première  stratégie  d'usinage. 

 La deuxième stratégie d'usinage de cette pièce, pour 5 passes, la génération de ses passes 

est comme suit: 

 
  

  

  

  

 

Fig.3.17 : Deuxième stratégie de génération des passes sur la surface usinée. 

Les positions des moteurs dans le cas de cette stratégie sont illustrées dans la figure suivante: 

1erpass 

2emepass 

3emepass 

4emepass 

5emepass 
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Fig.3.18 : Positions des moteurs  pour la deuxième stratégie  d'usinage. 

III. 9. 3. Discussion des résultats  

 D’après les deux résultats précédant, on constate que le temps de génération de trajectoire 

dans la deuxième stratégie est moins que dans la première stratégie, donc on peut choisir la 

stratégie qui donne un temps minimal de déplacement hors matière.  

III. 10. Etude comparatif en fonction de la trajectoire de l’outil 

 La détermination de l'emplacement des moteurs en fonction de la trajectoire de l'outil est 

calculée en utilisant MATLAB à partir du modèle géométrique de la machine-outil. En effet, il 

est possible de vérifier et de comparer la validation du notre modèle géométrique par l’utilisation 

du logiciel CAO SOLIDWORKS. La simulation est faite pour la même trajectoire et les mêmes 

dimensions de la machine.  Pour cela, deux cas de trajectoires sont envisagés, la trajectoire 

circulaire et la trajectoire spirale.  

III. 10. 1. Cas d’une trajectoire circulaire  

 On prend comme exemple une trajectoire circulaire pour les mêmes dimensions de la  

structure de la machine-outil comme indiqué sur la figure 3.19.  
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Fig.3.19 : Trajectoire circulaire a) dans MATLAB et b) dans Solidworks [31]. 

 La simulation du modèle géométrique avec MATLAB convertit automatiquement le 

modèle d'équations mathématiques en courbes de position des moteurs en fonction de la 

trajectoire de l'outil dans son espace de travail. Pour cette trajectoire, les moteurs sont déplacés le 

long de l'axe Z. Les résultats de cette simulation sont illustrés dans la figure 3.20. 

 

Fig.3.20 : Déplacement des actionneurs avec MATLAB [31]. 

 La validation des résultats de cette simulation est effectuée à l'aide du logiciel 

SOLIDWORKS Motion pour la même trajectoire, les résultats sont illustré dans la figure 3.21; 
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Fig.3.21 : Déplacement des actionneurs avec SOLIDWORKS [31]. 

 Les résultats précédents pour les deux simulations utilisées ici montrent que les courbes 

de déplacement des moteurs pour une trajectoire circulaire d’un diamètre de 300 mm simulées 

avec MATLAB, sont presque identiques à celles trouvées par SOLIDWORKS. Les résultats de 

déplacement sont proches de course de 190 mm dans les deux cas. Il y a une différence dans le 

temps d'étude entre SOLIDWORKS motion et MATLAB pour expliquer la différence des 

valeurs de la vitesse utilisée dans chaque simulation. 

III. 10.2. Cas d’une trajectoire spirale  

 Pour cette étude, la détermination des positions des moteurs est simulée avec MATLAB 

et SOLIDWORKS. Nous utilisons dans ce cas-là une trajectoire complexe, nous laissons le 

centre de la plate-forme mobile (l'outil) suivre une trajectoire spirale de 300 mm de diamètre et 

un pas de 20 mm, comme indiqué sur la figure3.21. Le déplacement de chaque actionneur est 

calculé et représenté sur la figure 3.22. 
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Fig.3.22 : Trajectoire spirale, a) dans MATLAB et b) dans SOLIDWORKS [31]. 

 

Fig.3.23 : Déplacement des actionneurs avec MATLAB [31]. 

 La validation des résultats de cette trajectoire est effectuée avec les logiciels MATLAB et 

Solidworks pour la même structure de la machine-outil. 

 

Fig.3.24 : Déplacement des actionneurs avec SOLIDWORKS [31]. 
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 À partir de ces résultats, nous trouvons que les courbes de déplacement des moteurs pour 

cette trajectoire simulée avec MATLAB et SOLIDWORKS sont pratiquement les mêmes. Les 

résultats de déplacement sont proches des 390 mm dans les deux cas. Il y a une différence dans 

le temps d'étude entre SOLIDWORKS motion et MATLAB pour expliquer la différence des 

valeurs de la vitesse utilisée dans chaque simulation. 

III. 11. Conclusion 

Les équations du modèle géométrique  servent à déterminer la relation entre la position de 

l’outil et les positions des moteurs pour une machine-outil à structure parallèle de type Delta 

linéaire. Ces équations sont utilisées pour déterminer la trajectoire du mouvement des moteurs 

pendant le mouvement de l’outil pour une trajectoire donnée. Le code MATLAB est utilisé pour 

simuler les équations mathématiques du modèle géométrique de la machine-outil pendant une 

trajectoire donnée, tandis qu’un modèle 3D de cette machine-outil est conçu et simulé à l’aide du 

logiciel de simulation SOLIDWORKS. Dans un premier temps des simulations pour des 

trajectoires simples et complexes sont générées avec un programme MATLAB, ensuite une 

comparaison entre des simulations pour les mêmes trajectoires est effectuée avec 

SOLIDWORKS avec les mêmes paramètres et les mêmes dimensions de la machine-outil. Les 

résultats obtenus par les deux simulations sont très proches. 
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IV. 1. Introduction 

 La résolution du modèle dynamique est utilisée pour trouver les différents paramètres 

dynamiques d’un mécanisme, tel que  les caractéristiques des actionneurs, la commande et le 

contrôle de mouvement de ces actionneurs. Le modèle dynamique est constitué des modèles 

dynamiques direct et inverse. Le modèle dynamique direct à pour objectif de déterminer les 

paramètres de mouvement de l’outil  à partir des forces exercées par les  moteurs, tandis que le 

modèle dynamique inverse permet de déterminer les caractéristiques des moteurs à partir de la 

vitesse et de l'accélération de l’outil sur une trajectoire effectuée. Pour déterminer le modèle 

dynamique, on a besoin de déterminer la vitesse et l’accélération du modèle cinématique. 

Plusieurs travaux ont étudiés le modèle dynamique pour des structures parallèles soit pour des 

machines outils ou bien des robots et manipulateurs [1 - 4].  

 Dans ce chapitre, dans une première partie nous avons développé le modèle dynamique de 

notre structure de type Delta linéaire, pour déterminer les vitesses, les accélérations et les forces 

des moteurs en fonction d’une trajectoire effectuée par l’outil. Le calcul de la matrice jacobienne 

permet d’écrire la relation entre l’espace articulaire et l’espace opérationnelle de notre 

mécanisme. Ensuite le modèle CAO de notre mécanisme est utilisé pour trouver les vitesses, les 

accélérations, et les forces appliques par les actionneurs pour des différentes trajectoires 

effectuées par l’outil. 

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous avons fait une optimisation des dimensions 

des bras, qui sont des éléments très importants dans la composition de la structure de ce type de 

machines outils. Il est à noter sue la rigidité de ces éléments à une influence directe sur la rigidité 

de la machine. Plusieurs paramètres influent sur la rigidité des bras, tel que les efforts exercés, le 

matériau utilisé et les dimensions. Dans cette étude on s’intéresse à l’optimisation des 

dimensions des bras pour une force appliquée sur l’extrémité d’un bras à section circulaire pleine 

et une section circulaire creuse, afin de trouver les dimensions du bras qui minimisent la 

contrainte de Von Mises et la masse des ces bras.  

IV. 2. Modèle dynamique inverse 

Le modèle dynamique inverse (MDI) d’un robot parallèle exprime les forces/couples moteurs 

en fonction du mouvement de la plate-forme mobile, par rapport à sa base. Ce modèle est donné 

par l’équation suivante : 
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Fig. 4.1 : Forces et moments appliqués sur la nacelle.  

 

 

 

                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.2 : Forces de réaction.  

 La nacelle est liée aux barres rigides par des rotules passives, ce qui rend les couples de 

réaction transmisses par les chaînes cinématiques à la plate-forme nuls ( 0iM ). L’effet de la 

chaîne cinématique i sur la nacelle est représenté par des forces de réaction fi  (i = 1 à 3) de 

composantes , , ,
T

i x i y i z 
 f f f . L’autre extrémité de la barre rigide i étant liée au moteur 

linéaire par une rotule passive. Le couple à cette articulation est nul (figure 4.2) et l’effet du 

vérin i sur la barre rigide est représenté par des forces de réaction ,i motF  (i = 1 à 3). 
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 Afin de déduire le modèle dynamique du mécanisme en considération, nous commençons 

par calcul du point de vue statique (c.-à-d. du point de vue de la conservation de la puissance 

mécanique). Nous pouvons donc écrire la relation entre les efforts appliqués sur la nacelle et les 

efforts fournis par les moteurs comme suit : 

T
mot nacJ FF                                                                                                             (IV.1) 

Tels que : 

motF  : Les forces de poussée des moteurs : 

1,

2,

3,

mot

mot mot

mot

F

F F

F

 
 

  
 
 

                                                                                                    (IV.2) 

 

nF  : Le torseur des efforts externes appliqués sur l’outil fixé sur la nacelle (les efforts de 

coupe) : 

ext
nac

ext

F
F

M

 
  

       

                                                                                                            (IV.3) 

 

J  : La matrice jacobienne est donnée par : 

1
x qJ J J                                                                                                                            (IV.4) 

IV. 3. Détermination de la matrice Jacobienne 

 Dans le cas de l’architecture choisie et avec le modèle cinématique décrit au paragraphe 

III.5, les matrices Jx et Jq des équations (II.24 et II.25) s’écrivent : 
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(IV.5) 
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(IV.6) 
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IV. 4. Détermination des forces de poussée des moteurs 

Pour des raisons de simplicité et afin de déterminer les forces de poussée nécessaires pour 

un déplacement donné, une vitesse donnée et une accélération donnée de la nacelle, les masses 

des barres reliant la nacelle aux moteurs sont négligées.  

Comme l’accélération d’un objet produite par une force est directement proportionnelle à 

la grandeur de la force  (d’après la deuxième loi de Newton), nous pouvons écrire : 

− La relation entre les forces de poussée des moteurs et les accélérations c’écrit : 

.mot motM qF                                                                                                       (IV.7) 

Où  motM est la masse totale de la partie mobile du moteur et q  est l’accélération linéaire du 

moteur. 

− Les efforts appliqués sur l’origine de la nacelle peuvent s’exprimés comme suit : 

,
.

.n

n
n O

n n o

M x
F

M x o o

 
  

 




                                                                                         (IV.8) 

Où nM  est la masse de la nacelle, no  est le centre de gravité de la nacelle, oo  est le point 

d’action des forces extérieures (c.-à-d. les forces de coupe), x  est l’accélération linéaire de la 

nacelle.  

Sous forme matricielle, l’équation précédente (IV.8) s’écrit : 

, . .
nn O nF M W x                                                                                                    (IV.9) 

Telle que : 
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                                                   (IV.10) 

En remplaçant les équations  (IV.7), (IV.9) dans l’équation (IV.1), on obtient [5,6] : 

   1 1 1. . . . . .T T
mot mot n mot q x q extM J M J W x M J J J J x J FF                           (IV.11) 

Pour l’arrangement de l’architecture que nous avons retenu, les matrices xJ  et qJ , s’expriment 

analytiquement : 
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(IV.13) 

Afin de déterminer les forces de poussée des moteurs, l’équation (IV.11) a été implémentée 

dans Matlab/Simulink. La Figure 4.3 présente la vue globale de cette implémentation. 

 
Fig. 4.3 : Architecteur Matlab/Simulink du modèle dynamique. 

IV. 5. Résultats de simulation dynamique 

 Dans cette section, des simulations sont effectuées pour étudier l'efficacité du modèle 

dynamique proposé. Pour simuler le mouvement pendant le processus d'usinage, on peut 

supposer qu'un outil est fixé au centre de la nacelle. La pointe de l’outil est assignée pour tracer 

une trajectoire linéaire dans l’espace de travail de la machine outil, les équations  de cette 

trajectoire est donnée par le système suivant: 

  10 *

  10 *

  1000  10*

X t

Y t

Z t





 

  

Pour : t = 0 : 10 
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La trajectoire de l’outil selon ce mouvement est représentée sur la figure suivante : 

 
Fig. 4.4 : Trajectoire de l’outil dans l’espace. 

 Pour parcourir la trajectoire précédant par l’outil, les composantes de la vitesse linéaire du 

centre de la nacelle sont :   

 
Fig. 4.5 : Graphe des vitesses linéaires du centre de la nacelle. 

La décomposition des déplacements  de  moteurs  lors de la réalisation de cette trajectoire 

par l’outil est :  

 

Fig. 4.6 : Graphe des déplacements des actionneurs. 

Les vitesses linéaires des actionneurs sont  représentées sur la figure suivante pour chaque 

moteur. 
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Fig. 4.7 : Graphe des vitesses linéaire des moteurs. 

Le déplacement des moteurs nécessite une force de poussé, cette force de poussé  est 

représenté sur la figure suivante pour chaque moteur. 

 
Fig. 4.8 : Graphe des forces de poussé des moteurs. 

 

IV. 6. Discussion des résultats  

 La trajectoire faite par l’outil dans ce cas est une trajectoire linéaire dans l’espace. À 

partir des résultats de cette simulation on peut trouver la position et la vitesse de chaque 

actionneur on fonction de la trajectoire effectuée par l’outil. On utilise les résultats de 

déplacement des moteurs pour la commande et le contrôle de ces moteurs.  Et ensuite on peut 

trouver la force délivrée par chaque moteur pour réaliser cette trajectoire. Ces forces dans ce cas 

la sont des grandeurs entre 70.5N et 72N. Ces résultats permettent de nous donner une idée sur 

les caractéristiques dynamiques des moteurs. 

IV. 7. Simulation dynamique avec le logiciel Solidworks 

 La méthode de simulation dynamique par l’outil CAO est très utilisée pour déterminer les 

caractéristiques statiques, cinématiques et dynamiques des mécanismes sur la base de la 

conception de prototype de ce mécanisme à étudier [7-10]. 



Chapitre IV                                              Etude dynamique et Optimisation d’une machine outil parallèle à trois axes 

 

 79

   Le développement du modèle de simulation de la structure mécanique de la machine outil 

à structure parallèle de type Delta dans SolidWorks est basé sur le même prototype construit 

dans le chapitre III avec les mêmes dimensions.  

Tableau IV. 1 : Les dimensions de la machine outil de type Delta linéaire. 

Longueur  Unité (mm) 

Diamètre Base Fixe 1400 

Diamètre Nacelle 300 
Longueur des bras 1040 
Diamètre de bras 40 

 

 L’objectif de la simulation dynamique est de déterminer les vitesses, les accélérations et les 

forces maximales de chaque moteur lors de l’exécution du mouvement souhaité afin de 

commander et de contrôlé le mouvement des moteurs, et de définir les caractéristiques 

mécaniques des ces moteurs. Pour trouver ces paramètres, le point de l’outil situé au centre de la 

nacelle poursuit une trajectoire établie dans l'espace de travail de la machine outil, dans 

lesquelles les moteurs fournissent des efforts pour faire ce chemin. Plusieurs trajectoires ont été 

testées dans Solidworks afin d’obtenir les vitesses, les accélérations et les forces de chaque 

moteur pour chaque trajectoire.  

IV. 7.1. Simulation pour une trajectoire circulaire 

 Pour simuler le mouvement pendant le processus d'usinage, on peut supposer qu'un outil 

est fixé au centre de la nacelle. La pointe de l’outil est assignée pour tracer une trajectoire 

circulaire de diamètre 300 mm, parallèle au plan (Oxy) à une distance de 200 mm à la base fixe 

comme indiqué sur la figure 4.9. La vitesse de déplacement de l’outil le long de la trajectoire 

circulaire est attribuée à une valeur égale à 120 mm/s.  
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Fig. 4.9 : Trajectoire circulaire effectuée par le centre de la nacelle. 

 Les vitesses, les accélérations et les forces de chaque moteur dans ce cas  sont représentée 

sur les figures suivantes : 

 
a) Vitesse du moteur M1             b)    Vitesse du moteur M2 

 
c) Vitesse  du moteur M3 

Fig. 4.10 : Vitesses des moteurs. 
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a) Accélération du moteur M1     b)  Accélération du moteur M2 

 

c) Accélération du moteur M3 

Fig. 4.11 : Accélérations des moteurs.  

A partir de ces résultats, pour un déplacement de l’outil à une vitesse de 120 mm/s, les 

moteurs se déplacent à des vitesses qui varient entre 69 mm/s et 82 mm/s. La force maximale 

fournie par chacun de ces moteurs pour effectuer cette trajectoire est d’une valeur de 3260 N. Le 

singe négatif des résultats des vitesses et des forces précédents représente le sens de mouvement 

des moteurs.   

IV. 7.2. Simulation pour une trajectoire spirale 

Le deuxième cas à étudier représente le déplacement de l’outil sur une  trajectoire spirale 

avec une  vitesse à une valeur égale à 120 mm/s. 

 

Fig. 4.12 : Trajectoire effectuée par le centre de la nacelle. 



Chapitre IV                                              Etude dynamique et Optimisation d’une machine outil parallèle à trois axes 

 

 82

 Les courbes de vitesses, d’accélérations et de forces maximales de chaque moteur dans ce 

cas, sont représentées sur les figures suivantes : 

 
Vitesse du moteur M1             Vitesse du moteur M2 

 
Vitesse du moteur M3 

Fig. 4.13 : Vitesse des moteurs  

 

 
a)  Accélération du moteur M1            b)  Accélération du moteur M2 

 
c)  Accélération du moteur M3 

Fig. 4.14 : Accélération des moteurs.  
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a)  Force exercée par le moteur M1             

 
b)  Force exercée par le moteur M2             

 
c)  Force exercée par le moteur M3             

Fig. 4.15 : Forces exercée par les moteurs pour une trajectoire spirale. 
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A partir de ces résultats, pour un déplacement de l’outil à une vitesse de 120 mm/s, les 

moteurs se déplacent à des vitesses qui varient entre 55 mm/s et 73 mm/s, la force maximale 

fournie par chacun de ces moteurs pour effectuer cette trajectoire est d’une valeur de 3260 N. Le 

singe négatif des résultats des vitesses et des forces précédents représente le sens de mouvement 

des moteurs.   

IV. 8. Optimisation  

 L’optimisation est très utilisée dans différents domaines : économie, recherche 

opérationnelle, production, ingénierie… Le rôle de l’optimisation est de trouver la meilleure 

solution d’un problème parmi l’ensemble des solutions qui répond à ce problème, c’est-à-dire :  

- Extraire, après évaluation de la solution qui répond le mieux au problème ;  

- Améliorer encore cette solution en utilisant les résultats de l’évaluation. Il existe un éventail de 

méthodes utilisées pour résoudre les problèmes d’optimisation [11-14]. Un programme 

d'optimisation basé sur la méthode des éléments finis peut résoudre un problème avec une série 

de valeurs pour un paramètre donné, puis on peut définir l'objectif et les réponses contraintes. 

 Les pièces principales dans notre structure sont les bras, dont la rigidité à une influence 

directe et importante sur la rigidité et la précision de la machine outil. Le choix du type et des 

dimensions des bras est important pour obtenir une structure rigide avec une grande précision.  

IV. 8.1. Optimisation du modèle 

 L’optimisation à un rôle très important dans la conception des mécanismes, elle permet 

de construire un mécanisme avec des meilleures solutions, tout en respectant les exigences de 

milieu de travail. Par exemple, dans l’optimisation de la conception on recherche les dimensions 

optimales pour un mécanisme tout en respectant les conditions de résistance. Dans une étude 

d'optimisation, on peut modifier les paramètres de conception pour trouver la meilleure solution 

parmi plusieurs configurations de conception possibles. 

 Dans notre étude, nous sommes fréquemment confrontés à des problèmes d'optimisation 

des dimensions de la machine outil. Nous définissons  une fonction objective f(x) dépendante des 

variables x design, qui cherche à optimiser (Minimiser ou maximiser) les dimensions par rapport 

aux variables impliquées dans un espace délimité ou pas dans un nombre de contraintes d'égalité 

gi (x) = 0 ou d'inégalité hj (x) ≤0. La forme générale du problème d'optimisation peut 

comprendre trois composants principaux : 

• objectif,  
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• Limites,  

• Variables. 

Pour optimiser une conception, on doit soit maximiser soit minimiser, l’objectif 

en modifiant les variables tout en maintenant les réponses à des critères dans des limites définies. 

IV. 9. Optimisation des dimensions des bras  

 Pour observer le comportement mécanique des bras de notre structure, une étude statique a 

été effectuée pour calculer la contrainte équivalente (Von Mises) dans le bras.  En supposant que 

le module d'élasticité des bras d'acier E est de 21 000 MPa, le coefficient de Poisson μ est de 

0,28 et la densité de matériau ρ est de 7700 kg / m3.  

Pour validée nous résultats on fait cette étude sur deux types des bras, un bras de section 

circulaire pleine, et un bras de section circulaire creux.  

IV. 9.1. Bras à une section circulaire plein  

 Dans cette section, des simulations basées sur le logiciel SolidWorks sont effectuées pour 

optimiser les dimensions  des bras de notre machine outil. Les dimensions initial de bras  sont la 

longueur de L=1000mm et le rayon de Db=40 mm, comme illustré dans la figure 4.16. 

 Le modèle d'éléments finis a été résolu pour chaque bras, et la distribution des contraintes 

de Von Mises a été obtenue pour une charge statique, on choisi dans ce cas une force de 

grandeur de 1000 N appliquée à chaque extrémité du bras de la structure. 

     

Fig. 4.16 : Les dimensions des bras à optimiser. 

Le résultat de l’étude statique du bras est illustré sur la figure 4.17.  La contrainte de Von 

mises est inferieure à la contrainte admissible (Limite d’élasticité).  
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Fig. 4.17 : La distribution de la contrainte de Von Mises  sur le bras. 

 Il se résulte que la forme générale du problème d'optimisation peut être posée 

comme suit: 

Fonction objective f (x): minimiser la contrainte de Von-Mises, la contrainte de conception ne 

doit pas dépasser la limite d'élasticité du matériau soumis à une charge statique. 

Les contraintes: 

hj (x): les contraintes d'inégalité sont le diamètre du lien 30mm ≤ d ≤ 50mm et la longueur du 

lien 950mm ≤ L ≤ 1050mm. 

Pour résoudre un problème d’optimisation de conception, on limite les variables de conception 

dimensionnelle par des valeurs minimales et maximales, puis on choisit une optimisation 

«Standard» ou «Haute qualité».  

La solution du problème d'optimisation est donnée par un ensemble x* auquel la fonction 

objectif a une valeur minimale, à l'intérieur des contraintes d'égalité, d'inégalité et de champ.  

Afin de diminuer la contrainte maximale (Von Mises), SolidWorks permet d'optimiser 

notre conception sur la base de critères que nous avons définis. Nous pouvons réduire 

l'utilisation du  poids de notre conception. L’objectif de notre étude est de définir le diamètre et 

la longueur du bras en vue de réduire la contrainte de Von-Mises. Cette pièce est le point de 

connexion entre la nacelle et la plateforme fixe. 

- Limites et conditions de chargement 

Cette partie  permet de saisir les objectifs de conception d’optimisation possible. 

 Raideur optimal par rapport aux dimensions de bras; 
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 Minimiser la masse; 

 Minimiser la contrainte de Von mises. 

 Après la procédure d’optimisation de conception avec les dimensions de bras en variables 

d’optimisation et la masse en tant que conditions de contrainte, la répartition de la contrainte de 

Von mises, les diamètres et la masse après 25 scénarios  peuvent être obtenues comme illustré 

sur les  figures 4.17, 4.18, et 4.19. 

 

Fig. 4.18 : Evolution de la fonction objective  (Contrainte) lors de l’optimisation. 

 

Fig. 4.19 : Evolution de diamètre du bras (variable d’optimisation). 
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Fig. 4.20 : Evolution de la  masse (condition de contrainte). 

Tableau IV. 2 : Les dimensions optimales du bras à section plein. 

 

  

L’optimisation de conception  permet de répondre à une possibilité d’optimisation les 

dimensions d’une pièce selon certaines conditions pour atteindre des objectifs fixées à l’avance. 

Les dimensions du bras qui minimisent la contrainte et la masse sont les dimensions de scénario 

24, tel que la longueur est L = 1010 mm, et le diamètre de bras Db = 46mm. La contrainte de 

Von Mises dans ce cas est 6,299. 105 N/m2, et la masse du bras est 1678,5g. 

IV. 9.2. Bras à une section circulaire creuse   

 Dans ce cas l’optimisation basée sur le logiciel Solidworks est effectuée pour optimiser la  

conception des bras de section circulaire creuse. Les dimensions initiales du bras  sont la 

longueur de L=1000mm, le diamètre intérieur du bras Db,int=25 mm et le diamètre extérieur  

Db,ext=45 mm, illustré dans la figure 4.21. 
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Fig. 4.21 : Les dimensions du bras creuse. 

 Le modèle d'éléments finis a été résolu pour obtenir l’étude statique à chaque bras, afin de 

déterminer la distribution des contraintes de Von Mises pour une charge statique, on choisi dans 

ce cas une force de grandeur de 1000 N appliquée à l’extrémité du bras. Le résultat de cette étude 

statique est illustré à la Figure 4.22.  La contrainte de Von mises est inferieure à la contrainte 

admissible limite d’élasticité). 

 

Fig. 4.22 : La distribution de la contrainte de Von Mises dans le bras à section creuse. 

 Après la procédure d’optimisation de conception avec les dimensions de bras en variables 

d’optimisation et la masse en tant que conditions de contrainte, la répartition de la contrainte de 

Von Mises, les diamètres et la masse après 30 scénarios peuvent être obtenues comme illustré 

sur les  figures 4.22, 4.23, et 4.24. 

        

Fig. 4.23 : Evolution de la fonction objectif  (Contrainte) pour la section creuse. 
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Fig. 4.24 : Evolution de la masse. 

 

Fig. 4.25 : Evolution de diamètre du bras  (variable d’optimisation). 

Tableau IV. 3 : Les dimensions optimales du bras à section creuse. 

 

 L’étude de conception permet de répondre à une possibilité d’optimisation des dimensions 

d’une pièce selon certaines conditions, pour atteindre des objectifs fixées à l’avance. Les 

dimensions du bras qui minimisent la contrainte et la masse sont les dimensions de scénario 28, 
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tel que la longueur L = 1130 mm, et le diamètre de bras Db = 55mm. La contrainte de Von mises 

dans ce cas est 5,6174x 105 N/m2, et la masse du bras est 2130g. 

IV. 10.  Conclusion 

 Dans cette partie une analyse dynamique d’une machine outil à trois actionneurs à 

structure parallèle est effectuée. Cette analyse est basée sur les équations du modèle dynamique 

inverses de la structure Delta linéaire, est simulé dans MATLAB. Pour obtenir un mouvement de 

l'outil sur une trajectoire donnée avec une vitesse constante, chaque moteur parmi les trois 

moteurs fourni une force et une vitesse comme le montre dans les graphes 4.7 et 4.8. Les vitesses 

et les forces des actionneurs sont calculées en fonction des positions et des orientations de l’outil 

sur une trajectoire dans l’espace. On observe que pour obtenir un mouvement de l’effecteur par 

une vitesse constante selon d’une trajectoire, les vitesses et les forces exercées par les moteurs 

sont variable le long de cette trajectoire. 

 A travers les résultats obtenus, on peut dire que les caractéristiques de la structure 

parallèle pour obtenir le mouvement de l’outil  selon une trajectoire à une vitesse constante, les 

moteurs font des efforts variables et se déplacent également à des vitesses différentes. 

 De même, pour obtenir la validation de nos résultats, une simulation dans Solidworks à 

été effectuée pour déterminer la variation des caractéristiques dynamiques des actionneurs selon 

des trajectoires différentes dans le plan et dans l’espace, dans un première temps on prend une 

trajectoire circulaire dans le plan, et ensuite on a pris une trajectoire spirale dans l’espace.   

 Les résultats obtenus par les deux simulations montrent que pour un déplacement de l’outil 

le long d’une trajectoire donnée nécessite l’application de certaines forces par les moteurs avec 

des vitesses spécifiques. A partir de ces résultats on peut déterminer le type de moteur à utiliser 

d’un côté, et le mode de commande et de contrôle de mouvement de ces moteurs d’un autre côté.  

Solidworks est un logiciel de prototypage virtuel, qui nous permet de modéliser une  

structure mécanique, ainsi que de simuler et de visualiser son mouvement dans des conditions de 

fonctionnement réelles. On peut trouver plusieurs paramètres, et de tester plusieurs trajectoires et 

positions pour atteindre des résultats acceptables.    

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous avons fait une optimisation des dimensions 

des bras. Les résultats obtenus par cette optimisation permettent de choisir une structure qui 

répond à nos besoins. Les dimensions optimales pour ces bras permettent de minimiser la 

contrainte et la masse.  
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Conclusion générale 

 Les travaux présentés dans cette thèse présentent une approche d’étude et de modélisation 

géométrique et dynamique des machines-outils à structure parallèle. La structure parallèle est 

une nouvelle architecture utilisée dans plusieurs domaines tels que la robotique et les machines 

outils. Elle ce compose au moins de deux chaines cinématiques liée entre deux plateformes, 

l’une fixe et l’autre mobile. 

 L’étude s’intéresse à la modélisation de structure parallèle pour les machines outils. Dans 

un premier temps nous avons déterminé la relation qui existe entre les variables de l’espace des 

taches et les variables de l’espace articulaire. Il s’agit de trouver le modèle géométrique qui 

définit la relation entre les positions des moteurs et la position de l’effecteur. Ensuite on utilisé 

ce modèle pour déterminer les déplacements des moteurs en fonction des déplacements de l’outil 

sur des trajectoires différentes. Pour valider nos résultats, nous avons utilisé deux méthodes, 

étude avec la simulation sur Matlab qui se base sur le modèle des équations mathématiques du 

modèle géométrique de notre mécanisme, et la simulation avec  Solidworks qui se base sur le 

prototype DAO de même mécanisme. Pour chaque simulation on utilisé plusieurs trajectoires 

dans le but de vérifier et de valider les résultats obtenus, et au même temps, pour voir la 

simulation pour des cas de trajectoires simples et des trajectoires complexes. 

   

 Dans cette étude, nous avons trouvé que les résultats obtenus par Solidworks et les 

résultats obtenus par Matlab sont proches avec une légère différence, du fait que Solidworks 

prend en compte le type des liaisons et les contraintes mécaniques dans ces liaisons. Ce ci nous à  

permis de dire que les résultats obtenus par Solidworks sont plus proches. Par la suite nous avons 

déterminé le modèle dynamique de notre machine-outil en se basant sur le modèle géométrique, 

et on a calculé les performances dynamiques telles que les vitesses, les accélérations et les forces 

exercées par les moteurs à partir de la simulation du prototype avec Solidworks. La connaissance 

des performances dynamiques de notre prototype nous permet de choisir le type de moteur à 

utilisé, et le mode de  commande et le contrôle de ce moteur. 

 A partir des résultats précédents, nous remarquons que ce type de machine-outil possède 

des propriétés dynamiques plus élevées qui contribuent grandement à la qualité des pièces à 

fabriquer. Néanmoins, il existe une certaine complexité dans la structure parallèle en termes de 

qualité des pièces utilisées dans la construction de ces machines outils, et le mode de contrôle. 
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L'élimination de ces complexités est un défi majeur à relever pour les rendre plus sensibles aux 

exigences de la facilité de la fabrication et de l'utilisation de ces machines outils. 

 

Perspectives 

A l’issue de cette étude, on propose des perspectives suivantes :     

 Utiliser les résultats obtenus par les travaux précédents pour réaliser un prototype d’une 

machine outil à structure parallèle à trois axes.  

 Utiliser le modèle géométrique pour développer un système de commande des moteurs, 

et un autre système pour contrôler le déplacement des moteurs lors de réalisation des 

taches.   

 Introduire des améliorations au niveau des bras pour minimiser le poids de la structure de 

la machine-outil, et chercher à trouver des solutions pour les axes de déplacement des 

moteurs, avec des modifications au niveau des articulations par l’utilisation des joints à 

cardons au lieu des rotules. 



 

 

Résumé  

L’évolution technologique rapide est le résultat du développement de tous les moyens de base de la 

nouvelle technologie dans tous les domaines, en particulier le développement  des matériaux utilisés et les moyens 

de production, en termes de machines outils, outils de coupe et procédés de fabrication. 

En ce qui concerne les machines outil, il y a eu un grand développement à de nombreux égards, où 

l’émergence de machines outils avec une nouvelle structure appelée machines outils à structure parallèle, est utilisé 

dans le domaine de l'usinage à grande vitesse. 

Dans ce travail, nous avons mené une étude géométrique et dynamique des machines outils à structure 

parallèle, afin de mettre en évidence les performances dynamiques de ce type de machines outils, ensuite nous avons 

fait une optimisation des dimensions des bras utilisé dans la structure de ces machines outils.   

  

Mots clés : Modélisation  dynamique; Structure parallèle; Machines outils ; Optimisation.    

 

 

Abstract 

The rapid technological evolution is the result of the development of all the basic averages of the new 

technology in all fields, in particular the development of the materials used and the average production, in terms of 

machine tools, cutting tools and processing methods. Manufacturing, it has experienced a great development. 

 With regard to machine tools, there has been a great development in many respects, where the emergence 

of machine tools with a new structure called parallel structure machine tools, is used in the field of high speed 

machining. 

 In this work, we carried out a geometric and dynamic study of parallel structure machine tools, in order to 

highlight the dynamic performances of this type of machine tools, then we made an optimization of the dimensions 

of the links used in the structure of these machine tools. 

 

Key words:  Dynamic modeling; Parallel structure; Machine tools; Optimization. 

  ملخص 

الات ، ــدیدة في جمیع المجـــا الجــولوجیــة للتكنــالأساسی ائلوســع الویر جمیــة لتطــریع ھو نتیجـــولوجي الســـطور التكنــالت

دت تطورا ـــد شھــقــع ، فرق التصنیـــع وطــالآلات وأدوات القط ــاج ، من حـیث الإنت ــدمــة ووسـائلالمستخ وادـویر المـة تطــوخاص

 .كبیرا

  ــمىست ةدیدــج ذات تـركیبــةآلات  تیث برزــ، حالجــوانبدید من ــر في العــور كبیــاك تطــ، كان ھنبالآلاتلق ــفیما یتع

  .تستعمــل في التصنیـع فائــق الســرعة, یةوازتــالمركیبة ــالآلات ذات الت

ت ذات بنیة متوازیة، من أجل تسلیط الضوء على الأداء ـة للآلانامیكیـة ودیـندسیـة ھـــإجراء دراســنا بــل، قمــفي ھذا العم

  .تالآلا ھذهالمستخدمة في ھیكل ذرع ، ثم قمنا بتحسین أبعاد الأـــھذا النوع من الآلاتدینامیكي لــال

 

  .الأمثل ; الآلات ; یةوازتمذو بنیة ھیكل   ; النمذجة الدینامیكیة    :الكلمـــــات المفتــاحیــــة

 




