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1 Liste des abréviations et des symboles

X : ensemble
d(.,.) : métrique
k : constante de contraction
F' : multifonction
e(.,.) : exces de Hausdorf
D(.,.) : distance de Hausdorf
p(.,.) : métrique partielle
p°(.,.) : métrique
p¥(.,.) : métrique
B : boule
By : boule d’unité fermée
ey(.,.) : exces partielle de Hausdorf
D,(.,.) : distance partielle de Hausdorf
UC' : propriété UC
P : propriété P
PF :ensemble de meilleurs points de proximité
dom :domaine de définition
p— : p point
d— : d point
Fiz : ensemble de points fixes
Gr : graphe
A @ valeur propre
[.,.] : produit sous interne
(@) : écriture allégée de la suite (z,)nen
IT,, X, : écriture allégée de I1,,cn X,
(x,) € I, X, : (Tn)nen est une suite dans X telle que x,, € X,, (Vn € N)
I1, X écriture allégée de IL,en Xy ol s € S
(Z5(ny) € I Xsm) 1 (Ts(m))nen est une suite dans X telle que x40,) € Xyn)
(Vn € N)
liminf X, := {z € X : 3(x,)nen € I, X, x, — 2}



Résumé

Les travaux de cette these portent sur l'existence de point fixe des fonctions. Dans un
premier temps, nous établissons des résultats d'existence de point fixe des
multifonctions qui ne sont pas pseudo-contractantes et non-dilatantes et satisfont une
certaine condition de contraction asymptotique. Par la suite nous donnons quelques
résultats de points fixes et de meilleur point de proximité pour les multifonctions en
espaces métriques partiels. Nos résultats généralisent et completent divers résultats
connus. Quelques exemples sont également donnés pour illustrer les principaux
résultats présentés. D'autre part, nous obtenons un nouveau résultat sur l'existence
d’un point fixe pour une classe de fonctions a valeurs définies satisfaisant une condition
de contraction sur un espace métrique partiel, notre méthode s’appuie sur le principe
variationnel d’Ekeland. Et on a terminé par un résultat de stabilité de point fixe qui
donne une variante du théoréme de Nadler.

Mots clés : Point fixe, point de proximité, point de coincidence, espace métrique,

espace ordonné, espace conique.

Abstract

The work of this thesis is the existence of fixed point functions. First, we establish
results of fixed point existence for multifunction that are not pseudo-contracting and
no expansive and satisfy a certain asymptotic contraction condition. Subsequently we
give some results of fixed points and best proximity point for multifunctional spaces
partial metrics. Our results generalize and complete various results known. Some
examples are also given to illustrate the main results presented. On the other hand, we
obtain a new result on the existence of a fixed point for a class of functions with defined
values satisfying a contraction condition on a partial metric space, our method is based
on the variational principle of Ekeland. And we end up with a fixed point stability result
that gives a variant of Nadler's theorem.

Keywords: fixed point, proximity point, coincidence point, metric space, ordered

space, cone space.
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2 Introduction

la résolution de plusieurs problemes mathématiques se ramene sou-
vent a la recherche de point fixe pour certaines fonctions non linéaires.
De plus, plusieurs problemes intervenant en physique,dans des disciplines
aussi diverses que 1’économie, la biologie, la physique, la mécanique, etc...
de nombreux phénomenes sont modélisables sous forme de problemes
mathématiques. Cette mise en forme permet d’utiliser les ressources des
mathématiques appliquées : programmation mathématique, recherche de
points fixes. Lorigine de la théorie des points fixes est une méthode des
approximations successives utilisée pour prouver ’existence des solutions
d’équations différentielles introduites indépendamment par Liouville en
1837 et Picard en 1890. La théorie classique est le travail de Banach 1922
qui fournit une méthode constructive pour trouver les points fixes et le
principe de contraction de Banach d’une fonction contractante sur un
espace métrique complet pour assurer un point fixe unique forment une
base pour le développement important dans la théorie des points fixes
. Donc divers résultats relatives aux points fixes, aux points fixes com-
muns, aux points de coincidence, etc. ont été étudié pour des fonctions
satisfaites différentes conditions contractives dans différents domaines.
Les descriptions des évolutions importantes dans cette période prouvent
I’existence des théoréemes du point fixe en utilisant des fonctions contrac-
tives plus généralisées que les fonctions contractives précédentes. Plus
des fonctions contractives généralisées ont été concues par Bianchini,
Caristi. Dans les années 1980 Sessa et Jungck ont introduit la notion
de la commutativité faible et les fonctions compatibles. Par la suite, un
de théoremes du point fixe commun a été introduit par Sessa et Pant.
L’objectif de ce travail de these est de contribuer a I'amélioration des
résultats récemment obtenues par des généralisations des théoremes de
point fixe dans le cas univoque et multivoque sur des espaces métriques
ordonnés et également essayer d’affaiblir les hypotheses nécessaires d’
existence d’un point fixe ou un meilleur point de proximité.
Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions mathématiques

de base nécessaires sur les espaces métriques et les espaces mériques



parciels. Aussi deux théoremes d’existence de point fixe pour une multi-
fonction qui ne sont pas pseudo-contractantes sont établits.
Dans le deuxieme chapitre nous donnons un théoréme d’existence de
point fixe pour une multifonction de type (F + G)/2 ot F et G sont
non-dilatantes et satisfont une certaine condition de contraction asymp-
totique. Des résultats antérieurs seront alors une conséquence immédiate.
Nous étudions des theorems de points fixes pour des multifonctions mon-
dilatantes verifiant certaines conditions asymptotiques. Cette étude a été
le sujet de nombreux travaux (23|, [41], [52], [72], [73], [75])pour une
fonction asymptotiquement contractive.
Dans le troisieme chapitre, nous obtenons quelques résultats de points
fixes et de meilleur point de proximité pour les multifonctions en espaces
métriques partiels. Nos résultats généralisent et completent divers resul-
tats connus. Quelques exemples sont également inclus pour illustrer les
principaux résultats présentés.
Dans le quatrieme chapitre, nous donnons une nouvelle version du prin-
cipe variationnel dEkeland sur les éspaces métriques partiels. Nous avons
établi un résultat sur lexistence dun point fixe pour une classe généralisés
des contractions sur un espace métrique partiel.

Dans le cinquieme chapitre, on donne un résultat de stabilité de point

fixe qui donne une variante du théoreme de Nadler.



Chapitre 1

Théoremes du point fixe pour
des fonctions contractantes et

non pseudo-contractives

Dans ce chapitre, on donne les définitions préliminaires de certains
termes et et quelques théorémes bien connus en rapport avec les contrac-
tions des fonctions sur un espace métrique. Aussi deux théoremes d’exis-
tence de point fixe pour une multifonction de type (F' 4+ G)/2 ou F et

G ne sont pas pseudo-contractantes sont établits .

1 Quelques définitions sur les espaces métriques

Définition 1.1 Un espace métrique (X,d) est un ensemble X muni
d’une fonction d : X x X — R appelée distance ou métrique, pos-
sédant les trois propriétés suivantes :

Ve,y e X d(z,y) 20, d(z,y) =0z =y.

Ve, y € Xd(z,y) = d(y, ).

Va,y,z € Xd(x,2) <d(z,y) +d(y, 2).

Définition 1.2 Soient (X,d) un espace métrique et d : X x X — R*

une fonction, on dit que T est contractante s’il existe k € (0,1) tel que
pour tous x,y € X d(T(x),T(y)) < kd(z,y)

Définition 1.3 On dit que la suite (x,) dans l’espace métrique (X, d)
est de Cauchy si Ve > 0, AN, > 0 tel que n,m > N, = d(z,, x,,) < €.
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Définition 1.4 L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite

de Cauchy dans X est convergente.

Définition 1.5 Soient (X,d) est un espace métrique et T : X — X.
Alors T a un point fize s’il existe x € X tel que Tx = x. Le point x est

appelé point fixe de T.

Définition 1.6 Soient (X, d) un espace métrique complet et T, S : X —

X deux fonctions alors x € X est appelé point de coincidence de T et

S, siTx = Sx.

Définition 1.7 Un espace métrique(X,d) est complet, si toute suite de

Cauchy est convergente.

Théoréme 1.1 Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X

une fonction contractante. Alors F admet un unique point fire T € X.

On présente maintenant quelques définitions et propriétés sur les

multifonctions.

Définition 1.8 Soient (X, d) un espace métrique et T : X — 2%, Alors
T a un point fixe s’il existe x € X tel que x € Tx. Le point x est appelé
point fize de T.

Définition 1.9 Soient (X, d) un espace métrique et CB(X) la famille
de tous les sous ensembles fermés et bornés de X. VA, B € CB(X) on
définit

H(A, B) = maz{supaead(a, B), suppepd(b, A)}
ou d(xz,A) = inf{d(z,a), a € A} est la distance entre le point a et
Uensemble A et H est la métrique d’Pompeiu-Hausdorf dans CB(X)

induite par la métrique d.

Définition 1.10 (X, d) est un espace métrique et T : X — 2X. Sl
existe k € [0,1) pour xz,y € X tel que H(Tx,Ty) < kd(z,y). Alors la

multifonction T est contractante.



2 Espaces métriques partiels

Définition 1.11 On dit que la fonction p : X x X — [0,400] est une
métrique partielle sur X si les conditions suivantes sont satisfaites :
(a) p(x,z) = p(y,y) = p(x,y) si et seulement si x = y pour tous
r,y € X,
(b) p(z,x) < p(x,y) pour tous x,y € X,
(c¢) p(z,y) = ply,z) pour tous z,y € X,

(d) p(z,z) < p(z,y) + ply, z) — ply, y) pour tous x,y,z € X.
Alors (X, p) est dite un espace métrique partiel.

Pour une métrique partielle p sur X, la fonction p* : X x X — R*

donnée par
p*(z,y) = 2P(z,y) — p(z, ) — p(y, ) (1.1)
et
p*(z,y) = p(z,y) — min{p(z,z),p(y,y)} (1.2)

sont des métriques sur X. Chaque métrique partielle p sur X engendre 7,

est une Tj topologie sur X avec une base des familles d’ouvertes p-boules

Exemple 1.1 Un simple exemple d’un espace métrique partiel est la

paire (R p), ot p: RT x RT — RT est définie par p(x,y) = mazx{z,y}.

Exemple 1.2 [62] Si X = {[a,b] : a,b € R,a < b}, alors p([a, b], [c,d]) =

max{b,d} — min{a,c} est une métrique partielle sur X.

Définition 1.12 [62]
(i) Une suite {x,} dans un espace métrique partiel (X,p) converge
vers x € X si et seulement si p(x,x) = lim, o p(z, z,).
(77) une suite {x,} dans un espace métrique partiel (X, p) est dite de
Cauchy si et seulement si limy, ;00 P(Tn, ) existe (et finie).
(1i1) un espace métrique partiel (X, p) est complet si toute suite de

Cauchy {x,} dans X converge vers un point © € X tel que

plx, ) = limy, 0o P(Tn, Tim)-



Lemme 1.1 [62]

(al) Une suite {x,} est de Cauchy dans un espace métrique partiel
(X,p) si et seulement si {x,} est de Cauchy dans l'espace mé-
trique (X, p®).

(a2) Un espace métrique partiel (X, p) est complet si et seulement si
Uespace métrique (X, p®) est complet.

lim p*(2,2,) = 0 p(e,2) = lim pla,2,) = lim p(ag, ).

n—oo n—oo n,m—_ oo
(1.3)

3 Fonctions pseudo-lipschitziennes

Soient (X, d) un espace métrique, A et B deux sous-ensemble de X.

On a par définition :

d(xz, B) = infd(z,y) avec la convention inf = +o0,
yeB 0

e(A, B) = supd(x, B) si B # 0, e(A,0) = +oo si A# 0, e(d, B) =0,

TEA

D(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)).

Ici e(A, B) est 'exces de A sur B et D(A, B) est la distance de Pompeiu-
Hausdorf entre A et B.
Introduisons la notion de pseudo-lipschitziannité d’une multifonction

T : X = X relativement & un sous-ensemble non vide U de X.

Définition 1.13 La multifonction T est dite pseudo-lipschitzienne re-

lativement a U s’il existe k > 0 tel que pour tous x,x' € U
e(TxNU,Tx") < kd(x, ).

Lorsque k € [0,1), on dit que T pseudo-contractante relativement a U.

Si k=1, T est dite pseudo-nondilatante relativement a U.

Notons que lorsque U = X, on retrouve la définition classique de

multifonction lipschitzienne (resp. contractante) caractérisée par I’exis-
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tence d’'un réel K > 0 (resp. k € [0,1))
D(Tx,Ty) < kd(z,y) Vz,y € X.

De méme, si kK = 1, T est dite non-dilatante i.e.

L’existence de points fixes pour les multifonctions pseudo-contractante
est bien connue (voir [17], [31], [45], [74] ). Ce résultat d’existence a été
formulé initialement par Nadler [66, Theorem 5] pour une multifonction
contractante T : X == X a valeurs fermées, bornées et non vides; 1'hy-

pothese de bornétude des valeurs est en fait inutile (voir , Covitz-Nadler

[26]).

Théoréme 1.2 Soient (X, d) un espace métrique complet, T : X = X
une multifonction a valeurs fermées, non vides. On suppose que T est
pseudo-contractante relativement a une certaine boule ouverte B(xg, 7o)
et r:= (1 — k)" td(xo, Txo) < 19 (k étant la constante de contraction).
Alors 'ensemble de points fivzes ®p := {x € X : x € Tx} de T est non
vide et

d(xg, ®r N B(xg,10)) < 1.

4 Existence de point fixe pour les multifonctions

non pseudo-contractives

Soient (X, d) un espace métrique, A et B deux sous-ensemble de X.

On a par définition :

d(z, B) = infd(z,y) avec la convention inf = +o0,
yeB 0

e(A, B) =supd(x,B) si B#£0, e(A,0) = +ocosi A#0, e(d, B) =0,

€A

D(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)).

Ici e(A, B) est I'exces de A sur B et D(A, B) est la distance de Pompeiu-
Hausdorff entre A et B.
Introduisons la notion de pseudo-lipschitzienneté d’une multifonction

F : X = X relativement a un sous-ensemble non vide U de X.
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Définition 1.14 La multifonction F' est dite pseudo-lipschitzienne re-

lativement a U s’il existe § > 0 tel que pour tous x,x’ € U
e(FxNU, Fx') < 0d(z,z").

Lorsque 6 € [0,1), on dit que F pseudo-contractante relativement a U.

Si 0 =1, F est dite pseudo-nondilatante relativement a U.

Notons que lorsque U = X, on retrouve la définition classique de
multifonction lipschitzienne (resp. contractante) caractérisée par 'exiq-
tence d'un réel 6 > 0 (resp. 6 € [0,1))

D(Fz, Fy) < 0d(z,y) Vz,y € X.

De méme, si # = 1, T est dite non-dilatante.

Dans la suite on prend U = B(zg,7) = {z,d(z¢,z) <1}

4.1 Existence de point fixe

Théoréme 1.3 Soient (X, d) un espace métrique complet, F' : X =
X une multifonction da valeurs fermées, non vides. On suppose que F
verifie : Vo € X N B(xg,r) 361,05 € [0,1) ety € F(x), tels que
O + 6 <1, (1 —60)u < Od(y,z) et ug < (1 — 6y — O3)r avec u =
d(y, F(y)) et ug = d(zo, F'(0))

Alors l’ensemble de points fizes ®p = {x € X :x € F(z)} de F est

non vide et
Uop

d(xg, Pr N B(xg,r)) < ——m——.
(0 F (0 )) (1—81—92)

Démonstration. Considérons d(xg, F'(z9)) < (1 — 6y — 02)r, on peut
trouver x; = y € F(x) tel que d(zg,z1) < (1 — 6y — O2)r alors x; €
B(xg,T).

-Si 01 + 65 = 0, puisque uy = d(x1, F(z1)) = 0 on trouve x; € F(x;)
on prend la suite x,, = xy pour tout n > 1.

-Si 01 + 65 # 0, on construit une suite finie xy, ..., z, dans B(z, )

verifie ; € F(z;-1) et d(x;, 2;-1) < (01+62)" ug pour tousi = 1,2, ..., n.

12



Puisque z,, € F(z,-1) N B(xp,r) on a :

Up = d(xna F(xn)) S (91 + 02)d(xn7 xn—l)
S (91 + 02)”u0

aussi on peut trouver z,,1 € F(z,) tel que d(z,, zpy1) < (01 + 02)"ug

d’ou

3
=

d(zo, Tny1) < ) d(wi, mi1)

2(91 + 02)i_luo

i=1
S (1 — (91 + 92))_IUQ

3 -
—

IN

IN
5

et zp41 € B(xg,7), on a définit une suite de cauchy (z,) dans B(xg,r)

ou X est un espace métrique complet si on prend ¥ comme limite on a :

d(T,z9) < lim d(zp11 — o)
n—oo

S (1 — (91 —+ 92))711@
<r

ceci donne T € B(xg, 1)
d’autre part, on a la suite u,, = d(x,,, F'(x,)) converge vers 0, il existe

une suite (z,)telque z, € F(x,) et u, = d(zn, z,) :

A7, F(T)) < inf d(T,y)

yEF ()

<lim inf d(x,,
- yeF(In) ( y>

<liminfd(z,, z,) =0
(1.4)

-
Dou® € ®p et d(x <
ou=e€ dpe (x,xo)_1_<91+92) u

13



Théoréme 1.4 Soient (X, d) un espace métrique complet, F' : X =
X une multifonction da valeurs fermées, non vides. On suppose que F
verifie : Vo € X N B(xg,r) 30 € [0,1) ety € F(x), tel que
u < 0d(y,z) et ug < (1 —0)r avec u = d(y, F(y)) etuyg = d(xo, F(z0))
Alors l'ensemble de points fizes Pp:={x € X : x € F(z)} de F est non
vide et

d(xg, ®r N B(xg,r)) <

(1-6)

Démonstration. Considérons d(xg, F'(z9)) < (1 — 0)r, on peut trouver
1 =y € F(xg) tel que d(zg, 1) < (1 — 0)r alors z1 € B(xo, 7).

-Si 6 = 0, puisque u; = d(x1, F(z1)) = 0 on trouve x; € F(z1) on
prend la suite x,, = x; pour tout n > 1.

-Si @ # 0, on construit une suite finie x1, ..., z,, dans B(xg,r) verifie
z; € F(z;1) et d(zi, ;1) < 071y pour tous i = 1,2, ..., n.

Puisque z,, € F(x,-1) N B(zg,7) on a :

Up = d(ﬂ?n, F(an)) < ed(xrm xn71>
<0"uq

aussi on peut trouver z,1 € F(z,) tel que d(x,, Tn1) < 0"uy d’ou

d(zo, Tnt1) < d(xi, 1)

et Tp1 € B(xg,r), on a définit une suite de cauchy (z,) dans B(xg,r)

ou X est un espace métrique complet si on prend T comme limite on a :

d(T,x0) < lim d(x,41 — o)
n—o0

<r

ceci donne T € B(xo, )
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d’autre part, on a la suite u,, = d(z,, F'(x,)) converge vers 0, il existe

une suite (z,)telleque z, € F(x,) et u, = d(zp, 2,) :

d(z,F(z)) < inf d(z,y)

yEF ()

<lim inf d(x,,
= e (Tn,y)

<liminf d(z,, z,) =0
(1.5)

Uop

D'ou T € ®p et d(T,z0) < T

Remarque 1.1 Dans le théoréme 1.3 et 1.4 précédents la multifonction

F n’est pas nécessairement pseudo-0contractante.

Exemple 1.3 Soient X = [0, 1] et d(z,y) = |z—y| on a (X, d) un espace
métrique complet, la multifonction F : X = X est définie par :

(0,1}, =0
F(X)=19 {3z}, €(0,1)
{%, 1}x=1

Si on prend r = %,xo =0€ X, pourx=0eta' = % il est clair que F ne
verifie pas la condition du pseudo-0contractante mais Vo € X N B(0, %)
30 €[0,1),y € F(z),u € d(y, F(y)) etug = 0= d(0,0) tel que

u < 0d(y,x) et ug < (1—;0) et on a : ®p N B(xg,r) = {0}

Théoréme 1.5 Soient (X, d) un espace métrique complet, F': X = X
une multifonction a valeurs fermées, non vides. On suppose que pour tous
r>0etzyg € X, F verifie : Yo € X N B(xg,r) 30 € [0,1) ety € F(x),
tel que u < 0d(y,x) avec u = d(y, F(y)).

Alors F' a un point fize dans X si et seulement si

D ing (1 =0)d(x,x0) + d(z, F(z))
0<r zeB(zxo,r) (1 — (9)7'

<1 (1.6)

Démonstration. On prend z € ®p et d(x, xy) < r on a la condition 1.6

est necessaire.
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On peut choisir 0 < r et x; € B(zo, ) tel que

(1 —0)d(xy,x0) + d(xy, F(z1)) < (1 = 0)r
d(xy, F(z1)) < (1 = 0)(r — d(z1, %))

on applique le théoreme 1.4 en remplacant z et r par x; et r —d(xy, zo)

on obtient F' a un point fixe dans X. [ ]

Théoreme 1.6 Soient X un espace de Banach, F : X = X et G :
X = X deuxr multifonctions a valeurs fermées, non vides. On suppose
que F' et G verifient :
Vo e X N B(xg,r) 30 € [0,1) ety € F(x), tel que u < 0d(y, )

Ve € X N B(zg,r) 30" € [0,1) ety € G(x), tel que v’ < §'d(y,x)
(6 +9/))r avec u = d(y, F(y)), v’ = d(y', F(y)) et ug =

et ug < (1 —
F+G
G )

F+dG
Alors ’ensemble de points fives ®picy2 = {x eX:zxe€ ;— (:L‘)}
de (F + G)/2 est non vide et

d(l’o,

d(l’o, (I)(F+G’)/2 N B(l‘o, 7’0)) S T.

PG gy < et -2 01 <

(o) tel que ||z1 — x| < B alors

Démonstration. Considérons d(zy,
+G
2

r, on peut trouver x; €

x1 € B(zo, 7).
+G F+G

-Si 0 + 60" =0 on trouve x; € (xo) N B(xg, 1) C

(1) on
prend la suite xz,, = x; pour tout n > 1.
-Si 0 + 0" # 0, on construit une suite finie xq,...,z, dans B(xzq,r)

G 040 .
(1) et ||z — ziq]] < B( —; )t pour tous i =

verifie z; €
1,2,...,n.
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F+G

Puisque z, € (xn—1) N B(xo,7) et pour tous y, € F(x,) et

Y. € G(x,) on a

F+@G Yn + U,

1
< 5Ulzn = yall + llzn = yal)

d(x,,

0+0
2

)n

G
(x,) tel que ||z, —zni1]] < B(

aussi on peut trouver x,,41 €
d’ou

n+1
|2 — g ]| < Z | — ial|
i=1

2

0+0
2

n+1
040,
=
i=1

)8

<(1-

et zpy1 € B(xg,7), on a définit une suite de cauchy (z,) dans B(xg,r)

si on prend T comme limite on a

17 = ol| < lim [z 41 — ol
n—oo

0+
2

<(1- )78

ceci donne T € B(xg,r) et pour tous f € F(T) et g € G(Z) on a
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F+G F+G

1w @) < -l + dwn T )
_ f+3
<7 = zall + llan = =l
_ 1 - _
<z = zall + 5 (lzn = fIl + llza =l
_ 0+0 _
<z = zall + (5= )llzn-1 — 7|
F+G
on obtient alors T € —5 (). Dot T € Ppicy et ||[T — x| <
B
_ |
1_9+9
2

Théoreme 1.7 Soient X un espace de Banach, F : X = X et G :
X = X deux multifonctions a valeurs fermées, non vides.On suppose
que pour tous r > 0 et xg € X, les deux multifonctions ' et G vérifient :
Vo € X N B(xg,r) 30 € [0,1) ety € F(x), tel que u < 0d(y, )

Ve € X N B(xg,r) 30" € [0,1) ety € G(x), tel que u' < 0'd(y, x)
avec u = d(y, F(y)), v’ = d(y', F(y')). Alors (F + G)/2 a un point fize

dans X si et seulement si pour xog € X

6+¢ F+d
(1= 55w = oll + d, —— ()
inf inf ; <1 (1.7
r>0 z€B(zo,r) 0+40
r(1— 5 )

Démonstration. -On prend x € @iy et ||[v — 20| < 7 on a la
condition 1.7 est necessaire.

-On peut choisir r > 0 et xy € B(xo,7) tel que

0+0 F+G 0+0

(1= T2l = ol + d(a, () < (1 = )

on a F' et GG sont pseudo-f contractante et pseudo-¢’contractante respec-
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tivement relativement a une boule ouverte B(z1,r — ||x1 — zo]|)

F+d 6+0

d(z1, ——(21)) < (r = [lz1 = @[ N(1 = —5

)

on applique le théoréme 1.7 en remplacant zq et r par xy et r— ||z —zo|)
on trouve (F'+ G)/2 a un point fixe dans X. u
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Chapitre 2

Existence de point fixe pour
les multifonctions
asymptotiquement

contractives

Nous donnons un théoreme d’existence de point fixe pour une multi-
fonction de type (F'+G)/2 ou F et G sont non-dilatantes et satisfont une
certaine condition de contraction asymptotique. Des résultats antérieurs
seront alors une conséquence immédiate. Nous étudions des théorémes
de points fixes pour des multifonctions non-dilatantes verifient certaines
conditions asymptotiques. Cette étude a été le sujet de nombreux tra-
vaux ([23], [41], [52], [72], [73], [75])pour une fonction asymptotiquement

contractive.

1 Point fixe pour les fonctions asymptotiquement
contractives

On commence par le résultat suivant sur les fonctions asymptotique-

ment contractives

Théoreme 2.1 Soient X un espace de Banach réflexif et C' un sous-

ensemble convexe fermé non vide. Soient f,g : C — C deux fonctions

I soit demi-fermé. On suppose que pour

non-dilatantes telles que I —
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un certain xg € C

1f(z) = fl@o)ll | llg(x) = g(wo)|

lim  su + < 1. 2.1
rechimaee P lz — o] [l = o ) 2
. _J+ty :
Alors la fonction h := 5 admet un point fixe dans C'.

Démonstration. Considérons une suite (¢,)nen dans (0, 1) avec t,, —

n—oo
1. Définissons la fonction ¢, : z € C' — ¢,(z) := tn(%)(x) + (1 -

tn)xo pour chaque n € N. Comme f et g sont a valeurs dans C' qui est
convexe alors ¢,(C) C C (Vn € N). D’autre part, les fonctions étant

non-dilatantes alors
o (z) — n(2)]| < tullz —2'|| VneN.

Ainsi les fonctions ¢, sont t,-contractantes de C' dans C. Le théoreme
de Picard-Banach assure que chaque ¢, admet un unique point fixe
x, € C. Remarquons que si la suite (x,) est bornée dans un espace de
Banach réflexif, elle admet une sous-suite (z,) convergente faiblement
vers un point z. Comme C' est convexe fermé donc faiblement fermé
et on aura € C. On conclut d’aprés 'hypothese de fermeture que
0e~(f+a)2@ e CEN@ =2

Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que (x,,) est bornée.

Supposons le contraire, il existe alors une sous-suite, notée (z,,) telle que
||xn|| — oco. D’apres la condition (2.1), il existe o € (0,1) et p > 0 tels

que pour tout z € C' vérifiant ||z|| > p on a

1f () = (o)l < allz — ol et lg(z) — g(zo)|| < allz — .

D’ot1, comme, pour n assez grand, ||z,| > p, on a

lzall = g (@a)l
< 217 ) — o)l + 1 o) + lgtan) — gzl + llgeo) ) + (1 = )]
(2.2)
< 2 (@) — w0l + @)l + o)) + (1 = ta)lol.
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Divisant par ||x,]|, il vient

=zl LGl + gl ol
B PN P PN
lzoll, £ @)l + o)l ol

1<t (a(l 1—¢,)1xoll
R P T P Ry P

En passant a la limite, on en déduit que o > 1 d’ou la contradiction. La

démonstration est donc achevée. ]

Corollaire 2.1 [75] Sous les mémes hypothéses et avec g = f, la fonc-

tion f admet au moins un point fize dans C.

2 Point fixe pour les multifonctions asymptotique-

ment contractives

Notre but ici est d’obtenir une certain généraisation en utilisant la
notion (semi—) de multifonctions asymptotiquement contractives que
introduits au dessous . Pour commencer, on donne certaines notations et
conventions sur un espace vectoriel normé (X, ||-||), 'ouverture la boule
avec le centre = et le rayon r dans X est notée par B(z,r); la boule
d'unité fermée est notée par By. pour tous les sous-ensembles C, D

sous-ensembles X, on définissons

d(z,D) = inf ||z — y| avec le convention inf = +oo,
yeD %]

e(C,D) =supd(z,D) if C # @, e(a,D) =0,
zeC

d(C, D) = max(e(C, D),e(D,C)).

On rappele qu'une multifonction F' : C — 2% est contractante (resp.
multifonction non-dilatante) dans C' C X s'il existe 6 € [0,1) tel que

pour tout xz, 2’ € C, on a

F(z) C F(a) + 0|z — 2'|| Bx, (2.3)

(resp. F(z) C F(2') + ||z — /|| Bx).
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notons que lorsque F(z) := {f(z)}, on f : C — X est une fonction ,
F est une fonction contractante avec un taux 6 (resp. non-dilatantes )
sur C' si et seulement si f est une fonction contractante avec un taux 6

(resp. non-dilatantes) fonction sur C': pour tous z, 2’ € C

1f(z) = f@O) <Ol — 2|
(resp. [|f(z) = f(@) <lle =2l

Le théoreme d’existence de points fixes pour la multifonction contrac-
tive est bien connu (voir [66]).Plus généralement, une généralisation de
théoréeme de Picard-Banach sur les multifonctionss pseudo-contractives
est donné dans ([17], [31], [45, Lemme 1], [74, Prop. 2.5]). Rappelons ce

résultat :

Proposition 2.1 ([17], [45], [74]) Soient (X,d) un espace métrique
complet et F : X — 2% une multifonction avec valeurs non vides et
fermés. Supposons que F est pseudo-0-contractive par rapport a une
boule B(xg,ro) pour quelque 6 € [0,1) (i.e. e(F(x) N B(xg,10), F(2)) <
Od(x,x") pour x,2' € B(xg,r)) et r:= (1 —0)" d(xg, F(xg)) < ro. Alos
lensemble des points fizes est défini sur FixF' :={z € X : z € F(x)} de
F' est non vide et

d(l’o, FixF N B(l’o, 7’0)) <r (24)

Dans ce paragraphe, la réflexivité des espaces de Banach et la pro-
priété de la demi-fermeture des multifonctions jouent un role important
pour avoir un résultat de points fixes . Rappelons que F : C' — 2% est
dite demi-fermé si son graphe Gr(F’) est fermé séquentiellement dans le
produit de la topologie faible sur C' avec la topologie de la norme sur un

espace de Banach X i.e.
((@ns Yn))n € GX(F), (xn) =2, (Yu) >y = z€C,y € F(z)

ou Gr(F) :={(z,y) e Cx X :ye F(x)}.
Il est bien connu que si f : C' — X est non-dilatante sur C' a un sous-

ensemble fermé convexe d’un espace de Banach uniformément convexe
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X, alors I — f est demi-fermé ([75], [98, Proposition 10.9 p. 476]), ot un
I'espace de Banach (X, ||-||) est uniformément convexe si et seulement si
tout € € ]0,2] il existe d(¢) €]0, 1] tel que pour tout z, y € X, r > 0, on

a

llzl <7 Iyl <7 o=yl > o] :»H H (1-s

Par exemple, chaque espace de Hilbert est uniformément convexe, les
espaces [, et L,(2) sont uniformément convexes pour 1 < p < oo (2
est un domaine dans R™) ce qui n’est pas le cas pour p € {1,00}. Il
est également bien connu que chaque espace de Banach uniformément
convexe est réfixif (|98, Proposition 10.7]).

La définition suivante généralise la notion des fonctions asympto-
tiquement contractives a valeurs définies. notons que la signification
du mot“asymptotique” n’est pas lié aux iterations de la multifonction
comme dans [51] mais porte sur le comportement de la correspondes dé-
finie a l'infini . Ce comportement peut étre étudié en utilisant notions
de cones asymptotiques et de compacité asymptotique, comme dans [9],
[27], [57], [58], [59], [77].

Définition 2.1 Soient C' un sous-ensemble d’un espace de Banach X
et F: C — 2% une multifonction avec des valeurs non vides. On dit que

F' est asymptotiquement contractive sur C' s’il existe xq € C' tel que

ey CE@):Flzo)

z€C, ||z||—oo |z — wol|

< 1. (2.5)

Notons que lorsque F'(z) := {f(x)}, ou f : C'— X est une fonction,
on obtient la définition des fonctions asymptotiquement contractives sur
C' donné dans [75] en tant que variante de la notion introduite dans [58].

Si e(F(z), F(z')) < oo pour tout z,z’ € C' (particulierement , si F
est une multifonction avec des valeurs bornées) alors la condition (2.5)
est indépendante du choix de zo € C. En effet, soit 1 € C' (21 # x9).
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Depuis e(F(z), F(x1)) < e(F(z), F(xo))+e(F(xo), F(x1)), nous avons

el (@), F(z1) _ e(F(z), F(zo)) | e(F(xo), Flx1)), ||z — ol

< 7
|z — x| |z — xo]| |z — xo| |z — ]|
et
F F F F
lim sup e( (I)’ <$1)) < limsup 6( (‘T)u (xo)) <1
2eC, a0 |17 — 1] 2eC, |z =00 11T — To|

La proposition 2.2 est une version a plusieurs valeurs du résultat

principal de [75].

Proposition 2.2 Soient X un espace de Banach réflexif et C un sous-
ensemble non vide conveze fermé de X. Soit F : C — 2% une multifonc-
tion avec valeurs fermées et non vides telles que F' est non-dilatantes sur
C. Supposons que F' est asymptotiquement contractive sur C' a xy avec
F(xg) borné. Si F(C) C C et I — F sont demi-fermés, alors F' admet

un point fixe.

Démonstration. Soit (6,,) une suite dans (0,1) tel que #,, — 1. Pour

tout n € N, nous définissons une multifonction F,, : C' = X par
F.(z) = 0,F(x) + (1 — 0,)zo. (2.6)

11 est clair que F,(z) C C pour tout n et x € C. D’autre part, pour
z,x € Cetwv, € Fy(x), de (2.6), il existe u, € F(x) tel que v, =
Onty + (1 —0,)x0. On applique (2.3), puisque F' est non-dilatantes alors
il existe u), € F(2') satisfaisant ||u, —u,| < ||z — «'||. Ainsi, pour v/, =
Opul, + (1 —0,)xg € F,(2'), on a

[on = VIl < On [lz — 2|

Alors F), est une contraction avec le taux #,, sur C. le théoréeme de Nadler

[66] garantit que chaque F,, a valeurs multiples admet une valeur fixe
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point x,, en C. Donc, a partir de (2.6) et pour certains y,, € F(x,), on a

Yn — o = 0, (20 — m0), (2.7)
(1= 00) (20 = Yn) = Tp — Yo € (I = F)(2y). (2.8)

notons que si la suite (z,,) a une sous-suite bornée, la démonstration
est finie. En effet , on pend une sous-suite si nécessaire, (x,) admet une
limite faible z € C (C est fermé , convexe dans l'espace réflexif X).
Comme (y,) est borné (par égalité (2.9)), une suite (x,, — y,) converge
vers 0. Nous concluons que 0 € (I — F)(Z),i.e. Z est un point fixe de F.

Ainsi, pour compléter la démonstration de la proposition, montrons
que la suite (x,,) est bornée . Si ce n’est pas le cas, on prend une sous-suite
si nécessaire, on peut supposer que (||z,||) — oo. Lorsque la condition
(2.5) est satisfaite, il existe ¢ € (0,1) et p > 0 tel que

Ve e C)|lz|| > p:e(F(x), Fxy)) < cl|lz — xo]| -
Pour n, on a 6, > c et ||x,]| > p, alors
d(yn, F(x0)) < cl|zn — zo]| -
Il existe alors une suite (z,) dans F'(zg) telle que
[yn = 2nll < ¢ lzn — 20l -
Par contre, a partir des égalités (2.9) et (2.8), on obtient

[znll < llon = yall + lyn = 2zull + [[zall
< (1= 0n) lzo =yl + clln = @oll + |20l
< (1= 00)0," + ) [lan — 2ol + ll2ull -

En divisant par ||z,|| on obtient

[[oll

2]

[z

1<0,' —1+0)(1+ .
[l

)+
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Si (||zn|]) — oo et 6, — 1, on obtient une contradiction, alors la suite

(x,) a une sous-suite bornée et la proposition est prouvée . |

Remarque 2.1 Sie(F(z), F(x)) < oo pour tout x € C' (en particulier,
st F(xg) est compact) alors la condition (2.5) est indépendante du choix
xg € C : en effet, soit v1 € C (x1 # xy). Comme

e(F(z), F(x1))

e(F(2), F(w)) | e(F(wo), F(w)), llw = 2o

<
|z — 2| |2 — o |z — o |z — 2|
e(F(x), F(xo)) | e(F(wo), F(x1)) |21 — 0|
< — — 22 (1 + — ),
||17 o ||17 mo|| ||l’ $1||
alors
F F F F
lim sup e(F(x), F(x1)) < limsup e(F(x), F(x)) <1
veCla|—oo 1T — 1| veCla|—oo 1T — o]|

D’autre part, lorsque F est univoque i.e. F(x) := {f(z)} avec f :
C — X, on retrouve la définition d’une fonction asymptotiquement-

contractive sur C donnée par Penot [75].

Rappelons quune multifonction F' : C' = X est non-dilatante si pour

tous x, 2’ € C, on a
F(z) € F(@') + |1z — /|| Bx, (2.9)

Et ou Bx est la boule unité fermée dans X et F est demi-fermée si
son graphe Gr(F) := {(z,y) € C x X :y € F(x)} est séquentiellement
fermé dans 'espace produit C' x X muni de la topologie faible dans C'

et de la topologie de la norme dans X i.e.
(p,yn))n C Gr(F)yz, 2~z ety, >y — z€Cetyec F(x).

Théoréme 2.2 Soient X un espace de Banach réflexif et C' un sous-
ensemble conveze fermé non vide. Soient F : C = 2% et G : C = 2%

deuzr multifonctions non-dilatantes a valeurs fermées non vides telles que

FC) O, G(C)cCel—TtC

soit demi-fermé. On suppose qu’il

27



existe xg € C tel que F(xo), G(xo) soient bornés et

A T < e

Alors H = F+G

admet un point fize dans C.

Démonstration. Procédons comme dans le théoreme (2.1). Considé-

rons une suite (6,,) dans (0,1) avec #,, — 1. Définissons la fonction
n—oo

On
O, :xeC =2 d,(x) = E<F + G)(x) + (1 — 6,)x¢ pour tout entier n.
Comme C' est convexe, ©,(C) C C Vn € N. De plus, comme F' et G

sont non-dilatantes alors, pour tous z,z € C,
e(F(x), F() < |lz =2/ et e(G(2), G(2")) < [l — 2|
®,, est donc #,-contractante. En effet, il suffit de montrer que
(P, (2), Bp(2')) < Op)|x — 2| Va, 2" € C.

Soient z, 7" € C et w, € ®,(x). Il va alors exixter u,, € F(z) et v, € G()

_’n

tels que w, = —(u, + v,) + (1 — 6,,)x0. Donc, d’apres les propriétés de

la fonction x — d(x, A) := 1r€1£Hx —all, on a
0., ,
(U + v5) + (1 = 0,) 0, ?(F + G) (@) + (1 = 6,)z0)
On
= a2y 0. 2+ )
6

= 2d(up + vn, (F + G)(2")

On conclut, en prenant le supremum sur ®,,(x), que
e(P,(z), P, (2") < O,||lr — 2'|| et par symétrie que P, est donc 6,-

contractante (Vn € N). Le théoreme de Nadler [66] assure que, pour tout
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n, il existe z,, € C' tel que z,, € ®,,(z,,). Donc z,, = 0,2, + (1 —0,)x avec

/
2, = 2 —; y”, Yn € F(x,) et y), € G(x,) (Yn € N). Remarquons que si

la suite (z,,) est bornée dans X étant réflexif, il existerait une sous-suite
notée aussi (x,) convergente faiblement vers un point z € C' (C' convexe

fermé). Comme z,, = zg + 0, *(x,, — x¢), la suite (z,) est bornée et donc
G
il )(z5). On en

Tp—2n = (1=0,)(x0—2n) — 0 avec (x, —2,) € (
F+G

déduit que 0 € (I —
F+G

)(Z) i.e. T est un point fixe de la multifonction

. Il reste & montrer que (x,) est bornée. Supposons le contraire,
il existe alors une sous-suite notée par z, telle que ||z,|| — oo. En
utilisant la condition (2.12), il existe ¢ € (0,1) tel que pour n assez

grand
d(yn, F(20)) < cllzn — x|l et d(y;,, G(z0)) < cl|lzn — o]
Et donc il va exister u,, € F(z) et v, € G(z0) tels que

1Yn = unll < ellzn — 2ol

g, = vall < ellzn — 2oll.

D’autre part, les sous-ensembles F'(xg) et G(xg) sont bornés donc les

suites (u,) et (v,) le sont aussi. Et comme on a les inégalités :

On On
H%HZH—-n+§wk+ﬂ—9w%H

Sf%wﬂﬂ+"MkWM+ mw+ 5 [vnll + (1= 0n) o]l
n 071
Ol = 2ol + - luall + = lJvall + (1 = 62) o]l
[z — 2ol | llunll + [loal ol
1< 0,(c )+ (1—6,)
[ 2[|zn | [

il vient, par passage a la limite, que ¢ > 1 et la contradiction s’en suit.
]

Autre technique pour montrer que ®,, est une contraction On prend
z,x' € C et w, € ¥,(x) alors ils existent u,, € F(x) et v, € G(z) tels
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que wy, = - (Up + vy,) + (1 — 0,)xo. Comme

F(z) C F(z') + [z — 2| Bx et G(x) C G(2') + ||z — 2’| Bx,

il existe u), € F(2') et v, € G(2') vérifiant ||u, — u| < ||z — /|| et

(U +05) +(1=0n) 0 € Py (27)

2

0 0
ot de plus [fw, —will < Fllun =l + Zllon = vill < bullz — '] Ona

l|vn—vl || < ||z —2'||. Posons alors w], :=

donc montrer que pour tous z, 2’ € C'et w,, € @, () il existe w), € ®,,(x’)

tel que |Jw, — w)|| < 0,|lz — 2’| i.e. on a
O, (x) C D,(2) + O,l|Jx —2||Bx Va,2' €C.

D’ou la contraction de chaque &,,.

Une premiere conséquence peut-étre donnée par le corollaire suivant
assure l’exsitence de points fixes pour une multifonction nondilatente
et asymptotiquement contractive. Notons que le corollaire ci-dessous est

semblable & un résultat obtenu dans [66].

Corollaire 2.2 Sous les mémes hypothéses et avec G = F, F' admet au

moins un point fize.
Une seconde conséquence est donnée par :
Corollaire 2.3 Soit C' une partie convexe fermé et non vide dans X

un espace de Banach réflexif. Soient f,qg : C — C' deux fonctions non-
+4g

dilatantes telles que I — soit demi-fermé. On suppose que pour un

certain xg € C

1S () = fleo)ll |, llg(x) — g(xo)\l)

lim  sup +
zeC,||z||—o0 ( ||.§L’ — I()H H$ — I(]H

<1. (2.11)

J+g

Alors la fonction h := admet un point fize dans C'.

Démonstration. Il suffit de considérer F' et G définies par F(z) :=
{f(x)} et G(x) := {g(x)} pour tout z € C. u
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Les résultats précédents peuvent étre appliqués aux propriétés de
coincidence entre deux multifonctions. Donnons dabord la définition sui-

vante.

Définition 2.2 Soient X un ensemble et Y un espace linéaire et F, G :
X — 2 deux multifonctions . Nous disons que F et G présentent une

coincidence X s’il existe u € X tel que
0€ (F—G)(u).
Le point u est appelé un point de coincidence de F' et G.

notons que si Y = X et G(z) := {z} pour tout x € X, on obtient la
définition d’un point fixe du multifonction F. On a aussi que la relation
0 € (F — G)(u) peut s’écrire F(u) NG(u) # &, pour que deux fonctions
f,9: X — Y présentent un coincidence sur X S’il existe u € X tel que
f(u) = g(u).

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate donne I’existence
d’un point fixe d’'une somme (resp. un point de coincidence de deux

multifonctions).

Corollaire 2.4 Soit C' un cone convexe fermé non vide d’un espace ré-
flezif de Banach X. Soit € (0,1), F : C — 2° une multifonction
0— contraction (resp. G : C' — 2 une multifonction (1—6)— contraction)
sur C' avec des valeurs fermées et non vides. Supposons que I — (F 4+ G)
est demi-dermé et il existe xy € C tel que F(xg), G(xo) sont bornés et

on a

oy (SEELF ) | o(0(0) Gla)

[ = ol I = o

)<1‘ (2.12)

z€C, ||z||—o0

Alors la multifonction H := F + G admet un point fize sur C' qui est un
point de coincidence de (I — F) et G.

Démonstration. Puisque pour tous les sous-ensembles A, A’, B, B’ de
X ona

e(A+ B,A"+ B')<e(A A") +e(B,B), (2.13)
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La multifonction H est non-dilatante et

o CH ) H(0)

< 1.
z€C, ||z —o0 |z — o]

Puisque C est le cone convexe, H(C') est contenu dans C, le résultat s’en

suit du proposition 2.2. [ ]

notons que si Z est un point fixe de H tel que F(Z) = G(z) et si F(Z)

est un cone convexe, alors Z est un point fixe commun de F et G.

Corollaire 2.5 Soit C' un cone convexe fermé non vide d'un espace
uniformément convere de Banach X. Soit § € (0,1), f : C — C
est une 0—contraction (resp. g : C — C soit une multifonction (1 —

0)— contraction) sur C. Supposons que

S CLES I GLEFCT)

lim
||5L"—900|| ||l’—ff0||

z€C,||z||—o0

Alors la multifonction f + g admet un point fize sur C' qui est un point

de coincidence de (I — f) et g.

La notion de valeur propre est trés importante dans ’analyse non
linéaire, elle a beaucoup d’applications en tant que notion de point fixe .
Nous présentons maintenant quelques résultats liés aux valeurs propres.
On obtient notamment un résultat d’existence pour les valeurs propres
des fonctions non-dilatantes.

Nous rappelons qu'un nombre réel A est dit une valeur propre pour
une multifonctions F : C' — 2% il existe un élément 7 € C, T # 0 tel
que \T € F(T), quand F(x) := {f(z)}, ou f: C — X est une fonction,
on obtient la définition habituelle d'une valeur propre pour une fonction.

La proposition suivante donne un résultat d’existence.

Proposition 2.3 Soit C' un cone convexe fermé d’un espace réflexif de
Banach X. Soit A\ > 1 et soit ' : C — 2° une multifonction non-
dilatante sur C' avec des valeurs non vides et fermés et 0 ¢ F(0). Sup-

posons que [ — \"'F est demi-fermé et qu’il existe o € C tel que F(xg)
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est borné et on a

F F
mmd (), F(z0)) _ ¢
z€C,||z||—o0 HZL’ — .230”

Alors X\ est une valeur propre pour F' associé a un vecteur propre @ € C.

et si F(T) est un cone alors T est un point fize de F.

Démonstration. On prend H := 0] + \7'(1 — 0)F avec 6 € (0,1), on
a H(C) C C (C un cone convexe ), H(zg) bornéet I — H = (1 —0)(I —
A"LF) pour que I — H est demi-fermé. De plus, en utilisant I’inégalité
(2.13), on a

e(H (z), H(xo)) e(F(x), F(x0))

<O+ 1H(1-0) ,
| — o] & — ]|
lim wde@hH@M)ge+x*u—e) lim deF@%F@d)
7€zl o0 [l = o 2€C, 2] 00 [ — o

<O+ANT1-0)<0+(1-0)=1.
Donc, il existe un point fixe 7 de 01 + A7'(1 — 0)F i.e., on a

TE0T+ N1 -0)F (),
(1—-0)zerx(1-0)F(z),
TENTF(T), (2.14)

Pour que AT € F(Z) et T # 0 (0 ¢ F(0)). Remarquons que si F(T) est

un cone, on a donc T € A" F(T) C F(Z), i.e., T est un point fixe de F.

Corollaire 2.6 Soit C' un cone convexe fermé d’un espace de Banach
uniformément convere X. Soient A > 1 et f : C — C une fonction
non-dilatantes sur C' telle que f(0) # 0. Supposons qu’il existe xy € C
tel que

1/ (x) = f (o)l

lim  sup < 1.
zeC,||z||—o0 HZE‘ — I()H

Alors \ est une valeur propre sur F' associée a un vecteur propre @ € C.
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3 Condition contractive asymptotique par rapport

au produit sous-interne

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de points fixes
pour des fonctions multiples sous une autre condition asymptotique.
Cette étude s’inspire du travail [46]. Pour cet objectif, introduisons quelques
définitions. Rappelons qu'un produit sous-interne sur un espace vecto-
riel X est une fonction [-,-] : X x X — R satisfaisant les propriétées

suivantes pour tous z,y,z2 € X et A € R

[ +y,z] =z, 2]+ [y, 2], (2.15)
[Az,y] = Alz, y] (2.16)
2, 2] >0 for x#0, (2.17)

e, y]l* < [, 2]y, ). (2.18)

Il est prouvé dans [40] et [60] qu'un espace sous-interne produit est
un espace linéaire normé avec la norme ||z||, := [z, 2]"/? et chaque espace
de Banach peut étre dote de différente produits sous-interne sauf pour
les espaces de Hilbert ou [, -] est produit interne. On dit que le produit
sous-interne sur un espace vectoriel normé (X, ||-||) est compatible avec
la norme ||-|| si [z, 2] = ||z|*. Introduisons la définition suivante des mul-
tifonctions asymptotiquement contractives en ce qui concerne un produit

sous-interne [-, -] sur un espace de Banach X.

Définition 2.3 Soit C' un sousensemble d’un espace de Banach X et
soit F : C' — 2% une multifonction avec des valeurs non vides. On dit
que F' est asymptotiquement contractive sur C s’il existe (xg,vo) € GrF

tel que

li [?J_y(),l"—fﬂo]
1m sup sup 5
2€C, [ »oo yeF(z)  ||o — 20|

<1. (2.19)
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notons que quand F(z) := {f(x)}, on f: C — X est une fonction,
on a la définition de la fonction contractive asymptotique sur C' comme
variante de la notion introduite dans [46]. En effet, la condition (2.19)

devient dans ce cas comme suit : il existe (xg,yo) € GrF de sorte que

lim sup f(@) — g0, 2_ Zo)
2eC, oo |l — o]

Observons que si X est un espace de Hilbert avec de produit scalaire

noté (- | -)x, l'inégalité ci-dessus est alors écrit

lim sup (f(ﬁ) — Yo | z ; wo)X
2€C, ||zl|l—~o0 |z — 0|

<1, (2.20)

et la fonction f : C' — X est dite scalairement asymptotiquement

contractive sur C' si (2.20) est satisfait pour certains (zg,yo) € GrF.
Dans la suite, nous ne considérons que les espaces sur produits sous-

interne de Banach (X [|-||) qui sont compatibles avec la norme ||-|.

Le prochain théoréme est une version du résultat principal [46, Th. 3.2

] sur les multifonctions.

Théoréme 2.3 Soient X un espace de Banach réflexif et C' un sous-
ensemble non vide conveze fermé de X. Soit F : C — 2% une multifonc-
tion non-dilatante sur C' avec des valeurs fermées et non vide. Supposons
que F est asymptotiquement contractive sur C si F(C) C C et I — F est

demi fermé alors F' admet un point fize sur C.

Démonstration. Soit (zg,yo) € GrF tel que (2.19) est satisfait et soit
(0,,) une suite dans (0,1) tel que 6,, — 1. pour tout n € N, nous définis-

sons la multifonction F;, : C = X en mettant
Fo.(x) :=0,F(z)+ (1 —0,)y. (2.21)

Il est clair que F,,(x) C C pour tout n et z € C. On a pour z,z’ € C et
v, € Fu(z), de (2.21), il existe u,, € F(z) tel que v, = O, u, + (1 —6,)yo.
Appliquons (2.3) or F' est non-dilatante et F'(2’) est fermé, convexe dans

I'espace réflexif X, il existe u], € F'(2') satisfaisant ||u,, — u,|| < ||z — /|
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Ainsi, pour v}, = 6,ul, + (1 — 0,)yo € F,(2'), on a
[on — o] < O |z — 27|

Alors F,, est une contraction avec le taux 6,, sur C. Le théoréme de
Nadler [66] assure que chaque multifonction F,, admette un point fixe z,,

dans C. Donc, a partir de (2.21) et pour certains y,, € F(x,), un a

Yn — o = 0, (20 — %0), (2.22)
(1 =0,) (Yo — yn) = Tn — yn € (I — F)(zn). (2.23)

Comme dans la Proposition 2.2, il suffit de montrer que (z,,) est borné
. Supposons le contraire , on prend une sous-suite telle que (||x,||) — oo.
Comme la condition (2.20) est saisfaite , il existe ¢ € (0,1) et p > 0 tel

que
Vo € C, ||zl = p,Vy € F(x) : [y — yo, x — o] < ¢z — o

Pour n, on a 6, > ¢, ||z,|| > p et x,, = Opyn + (1 — 0,)yo € Fo(xy)
avec y, € F(z,) pour que

2
[yn — Yo, Tn — xO] <c ”xn - xOH .
rapres 1 Gtés d du .
D’apres les propriétés des produits sous-interne , on a

|zn — onQ =[xy, — %o, Tp — o] = [Tn — Yo, T — Zo] + [Yo — To, Ty, — X0
S en[yn — Yo, Tn — .170] + ||y0 - xOH Hxn - xOH

<Ouclzn — ol* + llyo — zoll |12, — ol -

En divisant par ||z, — zo||> et on prend la limite pour obtenir ¢ > 1 ce

qui conduit a une contradiction et la conclusion de la proposition. ]
Remarquons que lorsque F(z) := {f(z)}, ou f : C — X est une
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fonction, on a le corollaire suivant qui est une variante de [75, Proposition
1].

Corollaire 2.7 Soient X un espace réflexif de Banach et C' un sous-
ensemble conveze fermé non vide de X. et f : C' — X wune fonction

non-dilatante sur C. Supposons que pour certains xo € C, on a

lim sup [f(ﬁ) - f(fo)af - xo]
2€C, ||z|—oo ||z — xo|

Si f(C)C C etI— f estdemi-fermé, alors f admet un point fize .

Nous introduisons maintenant le concept suivant qui généralise la

définition des fonctions p— asymptotiquement bornées .

Définition 2.4 Soient X un espace de Banach et C' un sous ensemble
non vide fermé et convere dans X, F : C — 2% une multifonction
avec des valeurs non vides et soit ¢ : Ry — Ry, on dit que F est p—
asymptotiquement bornée sur C' si pour certain (xg,yo) € GrF il existe

p,c >0 tel que pour tout v € C\B(0,p) ety € F(z) on a

1y — woll < co(lle — zol]). (2.24)

Nous donnons un résultat de point fixe pour une multifonction non-
dilatante F' lorsque F' — G satisfait certaines conditions de contraction
asymptotique sous 'hypothese que G est une multifonction p—asymptotiquement

bornées.

Proposition 2.4 Soient X un espace de Banach réfexif et C' un sous

ensemble non vide convexe fermé dans X, et soient F : C — 2% une

multifonction non-dilatante avec des valeurs non vide fermé et G : C' —

2% une multiforzc)tion p—asymptotiquement borné sur C' et (xg,z) €
Pt

GrG avec limT = 0. On suppose qu’il existe c € (0,1), p > 0 tel que

t—o0

pour yo € F(zg) on a

Vo € G, lal > p, ¥y € F(z), 32 € G(a) : [y—2—0, 5—0] < 2 — o]
(2.25)
Si F(C) C C etI—F estdemi-fermé alors F' a un point fize C.
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Démonstration. Il suffit de prouver que la condition (2.19) est satis-
fait. Soit (xg, z0) € GrG, c € (0,1), ¢, p > 0 tel que (2.24) et (2.25) sont
satisfaites. Considérons # € C'\ B(0,p) et y € F(z), on a alors, pour
z € G(x),

[y — Yo, T — 0 _ ly— 2+ 2 — 20+ 2 — Yo, T — X0
lz — zol|? |2 — 2o
7[y—z—y0,:z:—x0] [z — 20,2 —x0] |20, 2 — o]
|z — 2o Iz — 2o |z — 2o
B e N Y I
|z — 2ol |l — o]
On obtient
p r =l e =l el
yeF@@) |7 — 2o (| (|
sy sup o=zl Ll o) ol
z€C, ||z|| =00 yeF(x) Hﬂf — SC()H [|z||—o00 ||'r - xOH HJJ - xOH
<c<1.
D’apres le théoreme 2.3, F' a un point fixe. [ ]

Corollaire 2.8 Soient X un espace de Banach réfexif et C' un cone
non vide convexre fermé dans X. et soit f : C — X wune fonction
O— contractante avec 6 € (0,1) et F' : C — 2% une multifonction non-
dilatante avec des valeurs non vides fermés et (1 — §)—contractante. On
suppose que F' est une multifonction p—asymptotiquement borné sur C
et (xg, 2z0) € GrG avec liriloM = 0. On suppose qu’il existe ¢ € (0,1),

t— t
p > 0 tel que pour yo € F(xy). Si f(C)C C, F(C)C Cetl—(f+F)

est demi-fermé alors f + F a un fize point fize dans C.

Démonstration. On vérife les hypotheses de la proposition 2.4 avec
[-,-] est un produit semi-interne compatible avec la norme dans X. Il

est claire que H := f + F' est non-dilatante dans un cone convexe C,
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H(C) = f(C)+F(C) c C+C C C. Considérons zy = f(xo)+yo € H(xo)
et (x,z) € GrH. Il existe y € F(z) tel que z = f(z) + y. On utilise les

properiétées de [-, -], on obtient les inégalités

[z —y — 20,7 — xo] = [f(z) — f(x0) — Yo, — T0]
=[f(z) = f(

<[lf(z) = fzo)ll lx = 2ol + llyoll lz — xoll
2
<0z = zoll” + llyoll lz — zoll -

xg), X — To| + [— Yo, T — Xo)

Donc pour tout = € C' tel que ||z — x|l > 2(1 — 6) " ||yo/|, on obtient

1
[z =y — 20,0 — w0 <O o — wol* + S (1= 0) ||l — o

< (L4 0) |l — o

N |

D’ou la propriété (2.25) est satisfaite avec la constante ¢ := (1 + ) €
(0,1). u

Le résultat suivant est similaire au Corollaire 2.3 qui donne lexistence
d’une valeur propre d’'une multifonction non-dilatante et p— asympto-

tiquement.

Corollaire 2.9 Soit C' un cone non vide convexe fermé dans un espace
de Banach réfexif X. Soit A > 1, 0 € (0,1) et Soit F : C — 2% une
multifonction non-dilatante avec des valeurs non vides fermés dans C' tel
que 0 ¢ F(0) et F(C') C C. On suppose que [ —X\"'F est demi fermé et
F' est une multifonction o— asymptotiquement bornée avec tlg& @ = 0.

Alors X est une valeur propre de la multifonction F' associée a un vecteur

propre T € C.

Démonstration. Puisque toutes les hypotheses du corollaire ci-dessus
sont satisfait, il existe T € T + A™1(1 — 0)F(Z) ou (1 — )T € A 71(1 —
0)F(T). Ainsi AT € F(T) et comme 0 ¢ F(0), T # 0. n

Sous certaines conditions d’assymptotique on obtient le point fixe
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des multifonctions pas nécessairement multifonction non-dilatante, un
résutat qui généalise le résultat de Park [72] est obtenu. On présente la

définition d’une multifonction assymptotiquement contractante.

Définition 2.5 Soit C' un sous-ensemble non vide d’un espace de Ba-
nach X et soit F' : C — 2% une multifonction d valeurs non vides.
On dit que F est asymptotiquement k-contractive sur C' s’il existe une
fonction k : RT x RT — R* telle que

1. k est symmétrique.

. pour tout x € RT lim supk(x,y) < 1.

Yy—00

2

3. il existe 7o = 0 tel que pour tous x,y = 19, k(z,y) < 1.

4. il existe r1 = 1o tel que si ||z|| = ro, F(z) C C — 1 B,.

5. pour tous X € F(x) et Y € F(y) ouxz,y € C, | X -Y| <
k(] Tyl e = yll-

On donne le résultat suivant :

Théoreme 2.4 Soient X un espace de Banach réflexif et C' un sous-
ensemble convexe fermé non vide de X. Soit F : C — 2% une multifonc-
tion asymptotiquement k-contractante a valeurs fermées non vides telles
que F(C) C C et I — F soit demi-fermé. On suppose qu’il existe xy € C
tel que F(xg) soit borné. Alors F' admet un point fixe dans C.

Démonstration. Considérons une suite (6,,) dans (0, 1) telle que (6,, —
1).

Définissons pour tout n € N la multifonction F, : C — 2% par :F,(z) =
0. F(x)+ (1 — 6,)xg,x9 € C pour n assez grand, on a F : C — ryB, —
C — roB;. Soit (v,) € F,(x), il existe (u,) € F(x), tel que v,(z) =
O, + (1 — 6,)xz0 alors

anH = H‘gnun + (1 - gn)xOH
> 0,r1+ (1 —6,) ||0]

> 7.
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D’aure part, soit n assez suffisant et pour z, 2’ € C'—ryB, soient (u,) €
F.(z) et (v],) € F,(2'), il existe u,, v, € F(x), tel que u,, = O,u, + (1 —
0,)zo et v, = 0u, + (1 — 6,)z. Dot :

| = O ||t — v

> Ok ([l lyll) [l =y
> Ol =y (2.26)

[, = v

ce qui montre que F,, est #,-contraction. Le théoreme de Nadler assure
alors 'existence d’un point fixe de F,(z). On a z, € C' — roB, pour n
assez grand il existe y, € F(x,) vérifie x, = 0,y, + (1 — 0,)x et donc
(1—=0,)(xy —yn) = xp —yn € (I — F)(z,). Comme la suite (x,) est
borné, la démonstration est achevé puisque z,, est borné dans un espace
de Banach réflexif, elle admet une sous-suite converge faiblement vers
un point fixe T et la suite converge vers 0 et comme I — F' demi-fermé on
trouve T = f(T) avec T € C. Si la suite (z,) est non bornée, on suppose
la sous-suite (x,,) ou

lim ||z,|| = oo
T—r00

et soient (y,) € F(x) et (y0) € F(wo) telles que |y, — ¥ < ||, — 0|

ou

znll < lzn = yall + [lum — 0| + |40
< (1= 0,) |20 = yall + |20 — 2ol + |82
< (1= 0,)07" + @) ||z — ol + ||| -

1-6, 0, 0
Dou:1 < (i> (1 + on”) + 19 et on passe a la limite
7 Han ”mnH

pour trouver la contradiction o > 1. ]

Par la définition suivante aussi on trouve des conditions sufisantes

pour 'existence d’un point fixe.

Définition 2.6 Soit C' un sous-ensemble non vide d’un espace de Ba-
nach X et soit ' : C — 2% une multifonction d valeurs non vides.

On dit que I est asymptotiquement k’-contractive sur C' s’il existe une
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fonction k' : RT x Rt — R* telle que
1. k7 est symmétrique.
2. pour tout x € Rt ;Lrgo supk'(z,y) < 1.
3. pour tous x,y € R, K'(x,y) < 1.
4. pour tous X € F(z) et Y € F(y) ov z,y € C, | X -Y] <
Kl lyll) lz =yl

On donne le résultat suivant :

Théoreme 2.5 Soient X un espace de Banach réflexif et C' un sous-
ensemble convexe fermé non vide de X. Soit F : C — 2% une multi-
fonction asymptotiquement k’-contractante a valeurs fermées non vides
telles que F(C) C C et I — F est demi-fermé. On suppose qu’il existe
zo € C tel que F(xq) soit borné.

Alors F admet un point fixe dans C.

La démonstration est similaire au démonstration du théoréme (2.4).
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Chapitre 3

Points fixes et meilleurs
points de proximité pour les
multifonctions contractantes

cycliques

Dans ce chapitre, nous obtenons quelques résultats de points fixes
et de meilleur point de proximité pour les multifonctions en espaces
métriques partiels. Nos résultats généralisent et completent divers résul-
tats connus. Quelques exemples sont également donnés pour illustrer les

principaux résultats présentés.

1 Introduction

La notion d’espaces métriques partiels a été introduite par Matthews
[62], cette classe d’espaces fournit un cadre permettant de construire des
modeles de calcul pour les espaces métriques et les structures associées.
Dans un espace métrique partiel, les applications répandues de la notion
d’espaces métriques partiels dans la programmation et la théorie ont
attiré I'attention de nombreux auteurs qui ont récemment publié d’im-
portantes aboutit a la généralisation de ce principe, pour plus de détails,
on peut se référer a [1, 2, 4, 5, 11, 50, 51, 70]. Tout dabord, rappelons

quelques définitions et propriétés de base sur les espaces métriques par-
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tiels.
Soient A, B deux sous-ensemles non vides d’un espace métrique par-
tiel (X, p), 'exces partiel e, (A, B) de A sur B et D, (A, B) est la distance

de Pompeiu-Hausdorf partielle entre A et B sont définies comme suit :

p(z,B) = ;ggp(:ﬂ, y)

€p<A7 B) = Sllpp(l', B)

T€EA

D,(A, B) = max(e,(A, B),ey(B, A)).

Remarque 3.1 [5] Soient (X,p) un espace métrique partiel et A un
sous-ensemble non vide de X, alors a € A < p(a, A) = p(a, a).

Lemme 3.1 [11] Soient (X, p) un espace métrique partiel et A, B deuz
sous-ensembles non vides, fermées et bornées de X, et h > 1. Alors pour
tout a € A, il existe b € B, tel que p(a,b) < hD,(A, B).

Et on prend les notations
Ao ={zx € A:p(z,y) = p(A, B), pour certainsy € B},
By ={y € B:p(x,y) = p(A, B), pour certains xz € A}.

Définition 3.1 [3] Soient (X,p) un espace métrique partiel et (A, B)
un couple de sous-ensembles non vides de X, et A # ().

On dit que la paire (A, B) a la P-proporietée si et seulement si

p(x2,y2) = p(A, B) = p(r1,y1) = p(e2, 42)-

Ou X1, To € AO et y1,ys € By.

{p(xlayl) = p(A, B)

2 Points fixes pour les multifonction cycliques

Dans [67], les auteurs ont établi les résultats suivants.

Théoréme 3.1 [67] Soient A et B deuxr sous-ensembles fermés d’un

espace métrique complet (X, d). On suppose que FF: AUB = AUB une
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multifonction a valeurs fermées, bornées, et non vides.

S’il existe une constante 6 € (0,1) tel que
D(F(z), F(y)) < 0d(z,y) Vx € AetVy € B.
Alors F' a au moins un point fize dans AN B.

Théoréme 3.2 [67] Soient A et B deuz sous-ensembles non vides d’un
espace métrique (X, d) tel que (A, B) satisfait la propriété UC et A est
complet. Soit F' une multifonction cyclique (sur A et B) a valeurs bornées

et fermées et contractante. Alors F a un meilleur point de proximité z

dans A.

On donne maintenant les résultats suivants :

Théoréme 3.3 Soient A et B deux sous-ensembles fermés et non vides
d’un espace métrique complet (X, p). On suppose que ' AUB =% AUB
est une multifonction cyclique & valeurs multiples i.e., F(A) C B et
F(B) C A avec des valeurs fermées et bornées.

S’il existe une constante 6 € (0,1) tel que
D(F(z),F(y)) < 0d(z,y) Yz € A et Yy € B. (3.1)

Alors F' a au moins un point fize dans AN B.

Démonstration. Soient 8 > 1 tel que k := 0 < 1,27 € A on obtient
x1 € F(zo) C B.

-Si D, (F (), F(x1)) = 0, alors F(zg) = F(x1), on obtient x; € F(x).
-Si D, (F(zo), F'(z1)) > 0, par lemme 3.1, il existe x5 € F(z1) C A tel
que p(x1,22) < BD,(F(xg), F(x1). par définition de F, on a p(xy, z9) <
BOp(zo, x1) = kp(zo, T1).

-Si Dy (F(x1), F(xq)) = 0, alors F(x) = F(x3), on obtient xo € F(x2).
-Si D,(F(z), F(x1)) > 0, on peut utiliser lemme 3.1 pour montrer qu’il
existe x3 € F(z3) C B tel que p(xq, x3) < kp(x1, 23).

De cette maniere, on obtient une suite x,, telle que xq, € A, 29,41 € B,

et p(zn, Tni1) < kp(x,_1,2,), pour n=1,2, ...
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Par induction, on obtient p(x,, x,11) < k"p(xg, z1), pour n = 1,2, ..., on

a

p<xm In—l—p) < p(l’n, xn—i-l) + p<mn+17 xn—i—p) - p($n+1, xn—l-l)
< p(wn, xn-ﬁ-l) + p(mn—l-la xn-ﬁ-p)
< p(iL‘n, xn-ﬁ-l) + p(wn-i-lv xn+2) + p($n+27 wn-i—p) - p($n+27 xn+2)
<P(Tns Tog1) + D(Tng1s Trg2) + D(Tnt, Tngp)

Alors on obtient

p(ﬂfn, xn-&-p) S p($n> $n+1) + p(xn—&-l? $n+2) + ...+ p($n+p—1, xn—&-p)
<k"p(zo, 1) + k" 'p(x0, 21) + K" p(20, 21)
< (B" + BT+ KM p(20, 1)
km

<
“1-k

p(xo, 1) = 0asn — +oo.

Par la définition de p®, on a p*(y, Tnip) < 2P(Tp, Tnyp) — 0 quand n —
+00, ce qui implique que x,, est une suite de Cauchy dans (X, p°®), puisque
(X, p) est complet, par le lemme 1.1, I’espace métrique correspondant
(X, p®) est également complet. Donc, la suite x,, est convergente dans X,
en ce qui concerne a la métrique p°.

Soit T = limx,, donc T = limxy,,T = limxy, ;. Puisque A et B
sont fermés, on a T € AN B # ().

Et on a lim p*(z,,T) = 0. Par lemme 1.1, on a

p(7,7) = lim p(z,,7)= lim p(z,,z,) =0.
n—-+40o n,m—-+oo
Et
p(@, F(7)) <p(T, 2pi1) + p(@ni1, F(T)) = p(@ni1, Tnsr)
S p(f7 anrl) + p($n+17 F<E>)
<P(T, Znta) + Dp(F (20), F(T))
Sp(f, xn-f—l) + ep(xn) .ZU)

Sin — 400, on a p(z, F(T)) = 0 alors p(Z, F(Z)) = p(Z,7). Par re-

marque 3.1, on en déduit que T € F(T) = F () [
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Exemple 3.1 Soient X = {0,1,2,3} et p: X x X — R" une métrique
partielle sur X définie par

p(0,0) = p(1,1) = 0,p(2,2) = 2, p(3,3) = 5,
p(0,1) = p(1,0) = %,
p(0,2) = p(2,0) = 3,
p(0,3) = p(3,0) = 5.
p(1,2) = p(2,1) = 3,
p(1,3) =p(3,1) = £,
p(2,3) =p(3,2) = 5.

Soient A ={0,2}, B ={0,1}.
Et F:AJUB = AU B défine par
F(0)=F(1)={0},F(2) ={0,1} et F(3) ={2}.
Notons que, F(x) est fermé et borné pour x € AU B dans l’espace

métrique partiel donné (X,p). nous montrons que , Vx € AetVy € B,

7

la condition contractive est satisfaite avec 6 € (g,1). Pour cela, nous

considérons les cas suivants :

cr=y=0:
Dy(F(0), F(0)) = D, ({0}, {0}) = 0.
Sr=0,y=1
Dy(F(0), F(1)) = D, ({0}, {0}) = 0.
Sr=2y=0:

Dy(F(2), F(0)) = Dp({0,1},{0})
=maz{p({0,1},{0}), maz{p(0,0),p(1,0)}}

7
— < op2
%_pbm
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-r=2,y=1:

Dy(F(2), F(1)) = D,({0,1},{0})
= maaz{p({O, 1}7 {0})7 ma:v{p(O, 0), p(1, O)}}
= <021,

Donc toutes les conditions du théoréme 3.3 sont satisfaites. Alors x =0
est un point fixe de F. Par contre, la métrique p° induite par la métrique

partiél p est donnée par

p°(0,0) = p*(1,1) = p*(2,2) = p°(3,3) = 0,
p*(0,1) = p*(1,0) = 55,
p*(0,2) = p*(2,0) = 3,
p*(0,3) = p*(3,0) = 5,
pi(1,2) =p*(2,1) = 3,
p*(1,3) = p*(3,1) = 3,
P*(2,3) = p°(3,2) = 5.

Notons que, dans le cas d’une métriqgue de Pompeiu-Hausdorf ordinaire,
la multifoction donnée ne satisfait pas la condition (1). En effet, pour

x =2,y =0, la condition n’est pas satisfaite. En fait, nous avons

DPS(F(2)7 F<O)) = DPS({Oa 1}7 {O})
:ﬂ;ax{ps({Q 1}7 {0})7 max{ps(o, 0)7178(1’ O)}}
6

— 4 0=0p°2
50 £ 30 p*(2,0),

évidemment, le raisonnement du théoréme 3.3 peut facilement étre

étendu a un ensemble finis, de la maniére suivante.

Théoréme 3.4 Soient A;, pour i = 1..n, des sous-ensembles fermées
et non vides d’un espace métrique complet (X,p). Supposons que F :
Ul A, = UL A, est une multifonction avec des valeurs fermées et bor-
nées vérifie les conditions suivantes (ou A,11 = Ay ).

- F(A;) C A pour 1 <i<n.
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- SVl existe une constante 6 € [0,1) telle que
DP(F(x)7F(y)) < 0d<$7y) Vo € Az etVy S Ai-i—l

pour 1 <1 <n.

Alors F' a au moins un point fize dans N}_, A;.

2.1 Cas des multifonctions cycliques (0, L)—faible

contractives

Donnons le résultat suivant

Théoreme 3.5 Soient A et B deux sous-ensembles fermés et non vides
d’un espace métrique complet (X, p). Supposons que F: AUB = AUB
est une multifonction cyclique i.e., F(A) C B et F(B) C A avec des
valeurs fermées et bornées.

S’il existe une constante 6 € (0,1) et L > 0 telle que

D,(F(z), F(y)) < 60d(z,y) + Lp“(y, F(z)) Yz € A et Yy € B.

Donc lensemble des points fite Op:={r € X :x € F(z)} C AN B de

F' est non vide et complet.

Démonstration. Soit § > 1 tel que k := 6 < 1,25 € A on obtient
x1 € F(zy) C B.

-Si D, (F (), F(x1)) = 0, alors F(zg) = F(x1), on obtient x; € F(x).
-Si Dy(F(xg), F(z1)) > 0, Par lemme 3.1, il existe zo € F(z;) C A
tel que p(z1,22) < BD,(F(z0), F(z1). Par la définition de F, on a
p(x1,22) < BOp(x0, 1) + BLP" (71, F(20)) < kp(20, 1))

-Si D, (F (1), F(x2)) = 0, alors F(z1) = F(x2), on obtient xy € F(x3).
-Si D,(F(zo), F(x1)) > 0, on peut utiliser lemme 3.1 pour montrer qu’il
existe 3 € F(z2) C B tel que p(x2, z3) < kp(z1, x9).

De cette maniere, on obtient une suite z,, telle que x5, € A, 29,11 € B,

et p(n, Tni1) < kp(zp_1, ), pour n = 1,2, ..., par induction, on obtient
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P(Tn, Tni1) < k"p(xo, 1), pour n=1,2,..., on a

(T, Tryp) S P(Tn, Trg1) + P(Tnt1, Togp) — P(Tnt1s Tngr)
<p(@n; Tpt1) + P(Tnt1, Totp)
<P(Tns Tog1) + PD(Tng1, Tng2) + P(Tns2, Tngp) — P(Tni2, Tnio)
<p(Tn, Tpg1) + P(Tng1, Tns2) + P(Tng2, Tnip)

Alors on obtient

p(xn; xn+P> S p(xn7 xn+1) + p(xn+17 $n+2) 4+ ...+ p(er»pflJ xn+p)
< k"p(xo, x1) + K" p(wo, 1) + K p(o, 31)

S (l{fn + kn—l + kn+p_1)p($0,$1)
kn

<

“1-k

p(zo, 1) — 0asn — +oo.

Par la définition de p°, on obtient p*(z,,Zn+p) < 2p(Tn, Tnip) — 0
quand n — 400, ce qui implique que (z,) est une suite de Cauchy
dans (X, p®). Puisque (X,p)est complet, par lemme 1.1, 'espace mé-
trique (X, p®) est aussi complet. Donc, la suite z,, est convergente dans
X, en ce qui concerne la métrique p®. Soient T = limx,, ainsi T =
lim x5, T = lim x4, ;. Puisque A et B sont fermées, on aT € ANB # ().
Soient T = lim x,,, alors T = lim xg,, T = lim x9,,.1. Puisque A et B sont
fermées, on a7 € AN B # 0.

Et on a lim p*(x,,Z) = 0. par lemme 1.1, on a p(Z,7) = liril P(Tn, T) =
n—+00
Et
p(@, F (7)) <p(T, Tny1) + p(Tny1, F(T)) — p(Tni1; Tngr)
S p(f, .Tn+1) + p($n+1> F<E>)
Sp(f, l'n+1) + Dp(F(xn)7 F(E>>
< p(f, In+1) + 9p($m :L“)

Sin — +oo,onap(z, F(x)) = 0alors p(z, F(T)) = p(T,T). par remarque
3.1, on en déduit que = € F(7) = F().
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Il reste & montrer que ® est complet. Soit (x,,) une suite dans @, telle

que x,, — T. Puisque A N B est fermés, on a T € AN B Notons que

p(@, F(Z) <p(T,20)) + p(xn, F20)) — p(@0, 20) + €, (F(20), F(T))
<p(T, xn)) + P(@n, F(22)) — (T, ¥0) + €p(F(20), F(T))
<p(T, wn)) + P(Tn, Tn) — P(Tns Tn) + €(F(20), F(T))
<p(T, xn)) + ep(F(zn), F(T))
<p(T,xn)) + Op(2n, T) + Lp* (T, F(22))
<p(T,x,)) + O0p(xn, T) + L(p" (T, 20) + p* (T, F (7))
<p(T,zn)) + Op(xn, T) + Lp" (T, zn)

Donc, si n — +00, on obtient p(7, F'(Z)) = 0 on a p(7, F (7)) = p(T, T),

par la remarque 3.1 on obtient T € F(T) = F(T).

Et & est fermées. n

Evidemment, le raisonnement du théoréme 3.5 peut facilement étre

étendu a une collection d’ensembles finis, dans la suite.

Théoreme 3.6 Soient A;, pour i = 1...n, des sous-ensembles fermés
et non vides d’un espace métrique complet (X,p). Supposons que F :
Ul A; = U A; est une multifonction avec des valeurs fermées et bor-
nées vérifiant les conditions suivantes ( Api1 = Ay ).

- F(A;) C A pour1 <i<n.

- Sl existe deux constantes 6 € (0,1) et L > 0 telle que

Dy(F(z), F(y)) < 0d(z,y) + Lp“(y, F'(z)) Yz € A; et Yy € Aipy

pour 1 < i < n. Alors l’ensemble des points fizes Pp :={x € X : x € F(z)} C

N A; de I est non vide et complet.
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3 Meilleurs points de proximité pour une multi-

fonction cyclique

Dans cette section, nous considérons le théoreme 2.1 dans le cas ou
AN B =1 et (A, B) satisfait la propriété UC.

Définition 3.2 Soient A et B dans (X, p). On dit que (A, B) satisfait la
propriété UC si (x,,) et (x])) sont des suites dans A et (y,) est une suite
de B telles que lim p(z,,y,) = p(A, B) et lim p(x),y,) = p(A, B),

alors lim p(z,, ) = 0.
n—o0

Définition 3.3 Soient A et B deux sous-ensembles non vides d’un es-
pace métrique (X,p). La multifoncion F : AUB = AU B est une

contraction cyclique s’il existe une constante 6 € (0, 1) telle que
Dy(F(x), F(y)) < 0p(,y) + (1 — O)p(A, B) Vx € A et ¥y € B.(3.2)

Lemme 3.2 Soient A et B deux sous-ensembles non vides d’un espace
métrique (X,p) avec la propriété UC et soit (r,) une suite dans A.
S’il existe une constante (y,) dans B telle que Jgrgop(xn,yn) = p(A, B)
et T}EIolop(an,yn) = p(A, B), alors (x,) est une suite de Cauchy dans
(X, p%).

Démonstration. Soient (x,) et (y,) deux suites telles que {z,} C A,

{yn} C Bet lim p(an, yn) = p(A, B) lim p(wn41,yn) = p(A, B).
Par la propriété UC, on obtient lim p(z,,x,+1) = 0.
n—o0

Et on a

p(A, B) <

Ynip, anrp) + p(anrpa $n)

p(
p(
< PYntps Tntp) + P(Tnsps Tn) — P(Tntps (Tntp))
p(
P(Yn+ps Tntp) T P(Tntps Tngp—1) + oo + P(Tng1, Tn)-

En passant a la limite, on obtient im p(Z,4p, Yntp) + UM p(2p4p, ) =
n—oo n—oo

p(A, B).
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On a lim p(zp4p, zn) =0 et
n—o0

ps (xn+p7 Z'n) = 2p(37n+p7 xn) - p(anrpa anrp) - p(xn, xn)

P°(Tntp, Tn) < 20(Tpps Tn) — 0.

On obtient (x,,) est une suite de Cauchy dans (X, p®). n

Théoreme 3.7 Soient A et B deux sous-ensembles non vides d’un es-
pace métrique (X,p). tels que (A, B) vérifie la propriété UC et A est
complet . F : AUB == AU B est une multifonction cyclique 1i.e.,
F(A) C B et F(B) C A avec des valeurs fermées et bornées.

Alors F a un meilleur point de prozimité zZ € A.

Démonstration. Soit o € A, on obtient z; € F(xy) C B. Il existe
x9 € F(z1) C A. tel que

p(x1, x2) <p(xy, F(21)) + 0
<e,(F(xo), F(z1)) +6
< Dy(F(x0), F'(x1)) + 0.

Il existe x3 € F(z2) C B tel que
p(w2,73) < Dp(F(w1), F(x2)) + 6%

En utilisant 'induction, nous obtenons une suite (z,,) avec xa, € A, To,41 €

53



B,y € F(x,) et

p($n7 CEn—i—l) S Dp(F(l‘n—l),
<Op(xp—1,25) +

n

(zn)) +

(1— 0)p(A, B) + 0"

<0

Dp(F(2n—2), F(2n-1)) +

+ 6" +

(1-

S e(ep(xnf% Tp— 1)

S 02p<xn—27 In—l)

(1-0)p(A,B)+ 0" +

+(1—6%)p(A, B) + 20"

S an(x07 xl) +

(1 - 0")p(A, B) + no".

p(A,B) + 0"
+ 6" +(1

—0)p(A, B) + 0"

Ona lim p(ib’n, anrl) < p(A, B) et puisque lim p(wn: mn+1) = p(Aa B)
n—oo n—oo
p(A, B). Puisque (x2,) C A, (x9,12) C

Aet (z2,41) C B, et par le lemme 3.2, (x9,,) est une suite de Cauchy dans

nous obtenons lim p(z,, T,11) =
n—o0

(X, p®). Par la complétude de A, il existe Z € A tel que hm p(:cgn, zZ)=0.
Puisque p(A, B) < p(Z, 22n_1) < p(Z,x2,) —{—p(:)sgn,:l:gn_l) P(Ton, Ton),
nous obtenons hm p(xgn 1,Z) = p(A, B), Et p(A, B) < p(F(x9,,%)) <
ep(F(220-1), F(2))) < Dy(w201,7) + (1 )p(A, B), on a p(F(3),%) =
p(A, B). Donc F a un meilleur point de proximité z dans A. |

Exemple 3.2 Soient X = {0,1,2,3,4} et p : X x X — R" une mé-

trique partielle sur X définie par

p(0,0) = 5,p(1,1) = 0,p(2,2) = 15,p(3,3) = p(4,4) =0
p(0,1) =p(1,0) =3,  p(0,2) =p(2,0) = 3,
p(0,3) =p(3,0) =5,  p(0,4) = p(4,0) = &
p(1,2) =p(2,1) =35,  p(1,3)=p(3,1) =3
p(1,4) = p(4,1) = 1—207 p(2,3) =p(3,2) = &
p(2,4) =p4,2) =5,  p(3,4)=p(43) =5

Soit A={0,1}, B=1{3,4}. et F: AUB = AU B définie par

F(0) = {3,4}, F(1) = {4}, F(3) = F(4) = {1}, Notons que, F(x) est
fermé et borné pour tout x € AU B dans [’espace métrique partiel donné
(X, p). nous montrerons que , Vx € AetVy € B, la condition contractive
(2) est satisfaite avec 0 € (%, 1). Pour cela , nous considérons les cas

suivants avec p(A, B) = p(1,4) :
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-x=0,y=3:

Dy(F(0), F(3)) = Dp({3,4},{1})
= maaz{p({l}, {37 4})7 ma:v{p(?), 1), p(4, 1)}}

_ % < 0p(0,3) + (1 — 0)p(A, B)

-x=0,y=4:

Dy(F(0), F(4)) = Dp({3,4},{1})
= maa:{p({l}, {37 4})7 ma:z:{p(S, 1),}9(4, 1)}}
= < 0p(0,4)+ (11— 0)p(4, B)
-r=1,y=3:
Dy(F(1), F(3)) = Dp({4},{1})
S (9]7(1, 3) + (1 - 9)]9(14, B)

-r=1y=4:

Dp(F(1), F(4)) = Dp({4},{1})
<Op(L,4) + (1 = 0)p(A, B)

Ainsi toutes les conditions du théoréme 3.7 sont remplies. Ici x = 1 est
un meilleur point de proximité de F'. Par contre, La métrique p° induite

par la métrique partielle p donnée par

ps(0,0) = po(1,1) = ps(2,2) = ps(3,3) = ps(4,4) = ps(5,5) = 0,
ps(0,1) = py(1,0) = &, ps(0,2) = ps(2,0) = &,
ps(0,3) =ps(3,0) = 5, ps(0,4) = ps(4,0) =
ps(1,2) =ps(2,1) = &, pa(1,3) = pa(3,1) =
ps(1,4) = ps(4,1) = 55, ps(2,3) = ps(3,2) = 5
ps(2,4) = ps(4,2) = &, pa(3,4) =p.(4,3) = 5

Notons que, dans le cas d’une métriqgue de Pompeiu-Hausdorf ordinaire,
la multifonction donnée ne satisfait pas la condition (2). En effet , Pour

x =0,y = 4, cette condition n’est pas satisfaite car
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Dy (F(0), F(4)) = Dy (13,4}, {1})
=maz{p*({3, 4}, {1}), maz{p*(3,1), p*(4, 1) }}
= % £ 0p°(0,4) + (1 — 0)p*(A, B)
6 ,5, 4

22294 —(1-0).
RTINS

4 Meilleur Point de proximite pour les multifonc-

tions non auto-applications

Dans cette paragraphe nous donnons des théorémes d’existence de
meilleurs points de proximité pour une multifonction non auto-application
dans un espace métrique partiel et des approximations sur les ensembles

des meilleurs points de proximité.

4.1 Existence de meilleur Point de proximité pour

une multifonction non auto-application

Soient A, B deux sous-ensembles non vides d’un espace métrique
(X,d). Le but de cette paragraphe est d’établir des théorémes d’exis-
tence d’un point T € A, appelé le meilleur point de proximité, qui sa-
tisfait inf{p(Z,y) : y € F(T)} = dist(A, B) pour une multifonction non
auto-application F : A — 28, Nous avons prouvé que les résultats ob-
tenus en [3] peut étre améliorés et généralisés sur les espaces métriques
partiels. Certains exemples sont donnés pour illustrer 'efficacité de nos

résultats.

Théoréme 3.8 [3] Soit (X, d) un espace métrique complet et A, B deuz
sous ensembles non vides et fermés de X tels que Ag # () et la paire
(A, B) a la P-proporietée, on suppose que F : A = 28 une multifonction
a valeurs fermées, bornées et non vides. S’il existe une constante 6 €
(0,1) tel que

D(F(z), F(y)) < 0d(z,y) Vz € AetVy € A,
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et F(x) C By pour tout x € Agy. Alors F a un meilleur point de proximité

T dans A.

Théoréme 3.9 Soient (X, p) un espace métrique partiel complet et A, B
deuz sous ensembles non vides et fermés de X tels que Ay # 0 et la paire
(A, B) a la P-proporietée, on suppose que F : A = 28 une multifonction
a valeurs fermés, bornés et non vides. S’il existe une constante 6 € (0,1)
telle que

Dy(F(x), F(y)) < Op(z,y) Vo € AetVy € A,

et F(x) C By pour tout x € Agy. Alors F a un meilleur point de proximité

T dans A.

Démonstration. Soit g € Ag, on trouve yy € F(zy) C By. Alors il
existe z1 € Ay, tel que p(x1,y0) = p(A, B), on obtient y; € F(z1) C By

tel que p(yo, y1) < Dp(F (o), F(x1)) + 6.

Et aussi il existe x; € Ao, tel que p(z1,y1) = p(A, B), et y2 € f(z2) C By

tel que p(y1,ya) < Dy(F(z1), F(z9)) + 6°.

On cotinue pour trouver z,, € Ay, tel que p(x,,y,—1) = p(A, B), et

Yn € F(x,) C By telles que p(Yn-1,Yn) < Dp(F(xn-1), F(x,)) + 0™
Puisque p(zn41,yn) = p(A, B) et p(z,, yn—1) = p(A, B), par la P-proporietée,

on trouve p(Zn, Tni1) = P(Yn—1,Yn)-

Ceci donne

P(@n, Tng1) = P(Yn—1,Yn) < Dp(F(2n-1), F(2n)) + 0"
<Op(wp_1,1,)+ 0"
<Op(Yn-2,Yn—1) +0")
<O(Dp(F(zp—2), F(xn_1)) + 60" + 0"
<O?p(wp_o,Tp 1) + 20"

<0"p(z0, 1) +nb" — 0 quandn — +oo.

Et par définition de p®, on trouve p*(zy, nt1) < 2p(2p, Tnip) — 0 quand

n — +o0. D’autre part on va démontrer que (z,) est une suite de Cauchy
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dans (X, p®). On suppose qu'il existe un € > 0 et pour tout k£ € N, ils
existent my, nx € N tels que my, > ny, > k et p(Tpm,, Tn,) > €.
On a

P(A, B) < p(Yny—1, Ty, )
<P(Yng—15Tny) + P(Tnys Trmy) — P(Tpys Tny)
<P(Yny—1, Tny,) + D( Ty, Tny,)
< PYnp—15Tny) + P(Tng, Trg1) + oo + P(Tiny—1, Trny,)

On prend la limite on touve T}i_r)gop(ynk,l, x”k>+nh_l;lolop(xnk7 Tm,) = p(4, B).
Ceci donne lim p(x,,, Tm,) = 0. Puisque p*(z,,, Tm,) < 2p(Tp,, Tm, ) —
0, on trouve ailoe () est une suite de Cauchy dans (X, p®), et comme
(X, p) est complet, alors selon le lemme 1.1, (X, p®) est un espace mé-
trique complet et la suite x,, est convergente dans X. Soit ¥ = lim z,,.
Puisque A est fermé, nous avons T € A.

Et comme p(z,, Tn11) = p(Yn_1,Yn) On a la suite y,, est convergente dans
X. Soit y = lim y,,. Puisque B est fermé, nous avons y € B.

D’autre part, d’apres le lemme 1.1, on a

p(Z,7) = lim p(z,,7)= lim p(z,,z,) =0,
n,m——+oo

p(7,7) = nggloo P(Yn,Y) = n%igioop(ym Ym) =0

et p(7,7y) = p(A, B). Et donc

0 <p(yn, F'(7))
< Dy(F(zn), F(T))
g@p(l‘n,f)-

On prend la limite n — 400, on trouve p(y, F(T)) = 0 ceci donne
p(y, F(Z)) = p(y,7), et on utilise la remarque 3.1, pour obtenir § €

F(Z) = F(T). On obtient alors T est un un meilleur point de proximité
dans A qui verifie p(7, F'(Z)) = p(A, B). [
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Exemple 3.3 Soit (X, p) un espace métrique partiel tel que X = {0,1,2,3,4,5},
et p : X x X — R est définie par

p(0,0) = &,p(1,1) = p(2,2) = 5, p(3,3) = p(4,4) = p(5,5) = 0,

p(0,1) =p(1,0) = 1%’ p(0,2) = p(2,0) = 1407
p(0,3) =p(3,0) =55, p(0.4) =p(4,0) = 5,
p(0,5) = p(5,0) = &,

p(1,2) =p(2,1) =5,  p(1,3)=p(3,1) = 3,
p(1,4)=p4,1) =25,  p(1,5) =p(51) = 3,
p(2,3) =p(3,2) =3,  p(2,4)=p(4,2) =3,
p(2,5) =p(5.2) =55, p(3.4)=p(4,3) =,
p(3,5) =p(5,3) = 3, p(4,5) = p(5,4) = &

On prend A = {0,1}, B ={3,4,5}, Ay = {0}, By = {3} et p(A, B) =
p(0,3).
Et F: AUB = AU B est définie par
F(0) = {3,4}, F(1) = {4,5}, on remarque que F : A = 25 est une mul-
tifonction a valeurs fermées, bornées et non vides. Il existe une constante
0 € (2,1) telle que

Dy(F(x), F(y)) < Op(x,y) Vo € AetVy € A,

et F(x) C By pour tout x € Ay. :
-x=0,y=0:

Dy (F(0), F(0)) = Dp({3,4},{3,4}) =0
-x=0,y=1:

Dp(F(0), F(1)) =maz{e,({4,5},{3,4}), ep({3,4}, {4,5})}

3
=— <4 1
oS p(0,1)

Dyp(F(1), F(1)) = Dp({4,5},{4,5}) = 0
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Alors toutes les conditions de théoréme 3.9 sont satisfaites et on a un
meitlleur point de proximité T =0 € A . D’autre part le théoréme 3.8 ne
peut pas étre appliqué, on a

p5<070> = ps(la 1) = p8(27 2) = p8(373> = p8(474> = ps(575) = 07

p0,1) =p*(1,0) = &, p*(0,2) = p*(2,0) = &,
p(0,3) =p°(3,0) =&,  p(0,4) = p°(4,0) = T,
p°(0,5) = p°(5,0) = .

pPL2)=p(2 1)=&, p(1,3)=p'(3,1) = &,
pi(1,4) =p°(4,1) =&, p*(1,5) =p°(5,1) = 5,
p*(2,3) =p*(3,2) = 55, p°(2,4)=p°(4,2) = 5,
p(2,5) =p°(5,2) = &, p*(3,4) =p*(4,3) = 3,
P(3,5) =p°(5,3) = &, p(4,5) =p*(5,4) = &
On prend x =0,y =1 :

Dps (F(O)> F(l)) = max{eps<{47 5}7 {37 4})7 eps({ga 4}7 {47 5})}
=1 £00°0.1)

Dans la suite, soit PF; ’esemble des meilleurs points de proximité pour

une multifonction Fj.

Théoréme 3.10 Soient (X, d) un espace métrique complet et A, B deux
sous ensembles non vides et fermés de X tels que Ag # 0 et la paire
(A, B) a la P-proporietée. Soient F; : A = 2Pi = 1,2 deux multi-
fonctions a valeurs compacts et non vides, s’ils existent deux constantes
61,05 € (0,1) telles que

D(Fi(x), Fi(y)) < 61d(z,y) Vo € AetVy € A.

D(Fy(z), F»(y)) < b2d(z,y) Vo € AetVy € A,

et Fi(z) C By,i = 1,2, pour tout © € Agy. Alors

D(PFy, PF) [sup D(Fi(x), Fy(z))].

<
- 1- min{@l,eg} €A

Démonstration. Soit ¢ > 0, on choisit 5 > 0 tel que 8> nf" < 1
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et a = (15%9).801‘5 zo1 = x9 € PFy, il existe yo1 € Fi(z9) C By tel
que d(xo,y0,1) = d(A, B). D’autre part, ils existent yy € Fy(z9) C By
et xy € Ay tels que d(z1,y0) = d(A, B). par la P-proporietée, on trouve
d(zo, 1) = d(Yo.1,y0). Ceci donne d(xg, 1) < D(Fi(z0), Fa(zo)) + €.
On prend y; € F(x1) C By tel que d(yo, y1) < D(Fa(xg), Fa(x1)) + Oa.
Et aussi il existe x; € Ay, tel que d(z1,11) = d(A, B), et il existe
Yo € Fy(xo) C By tel que d(yy,y2) < D(Fy(xy), Fo(zs)) + 6%

On cotinue pour trouver z, € Ay, tel que d(x,,y,—1) = d(A, B), et il
existe y, € Fy(x,) C By tel que d(Yn—1,Yn) < D(Fo(zp_1), Fo(z,))+0 .
Puisque d(z, 11, yn) = d(A, B) et d(x,,, y,—1) = d(A, B), par la P-proporietée,
on trouve d(z,, Tni1) = d(Yn—1,Yn)-

Ceci donne

A

Az, Tpy1) = dYn-1,Yn) < D(Fa(xy_1), Fo(z,)) + 0"«
Od(x,_1,2,) + 0"«

A(Yn—2,Yn-1) + 0"

O(D(Fo(wp-2), Fo(wn-1)) +0"71) + 0"ax
0*d(xy o, Tp_1) + 20"

INIA A
o

IN

<0"d(zg, 1) + nb"a — 0 quandn — +o0.
(3.3)

D’autre part on va démontrer que (z,) est une suite de Cauchy dans
A. On suppose qu’il existe un € > 0 et pour tout k£ € N, ils existent
mi, g € N tels que my > ny > k et d(zp,, ©,,) > €

On a

(A, B) < d(Yn, -1, Tm,,)

(Yni—15 Tny,) + d(Tny s T )
(

(

IN

IA

d
d Ynj—1, xnk) + d(xnm xmk)
d

IN

ynk—lyznk) + d(gjnk7$nk+1) + ...+ d($mk_17$mk)
(3.4)
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On prend la limite on touve lim d(yy, 1, %, )+ lim d(z,, , Tm, ) = d(A, B).
n—00 n—0o0

Ceci donne lim d(z,, ) = 0. On trouve que (z,) est une suite de
Cauchy dansn zﬁo espace métrique complet et donc la suite z,, est conver-
gente dans X. Soit T3 = lim x,,. Puisque A est fermé, nous avons T € A.
Et comme d(z,, Tpy1) = d(Yn—1,Yn), On a la suite y, est convergente

dans X. Soit ¥ = limy,,, puisque B est fermé, nous avons 73 € B.

Et

0 <d(yn, F2(72))
< D(Fy(xn), F5(72))
<0d(z,,Tz).

On prend la limite n — oo, on trouve d(7, F5(73)) = 0. On ob-
tient alors T3 est un un meilleur point de proximité dans A qui verifie
d(Tz, F5(T3)) = d(A, B). On a alors

WE

d(z0,T2) < ) d(Tp, Tny1)

0

3
|

(05d(xg, 1) + nbya)

3

Il
_ @

d(xg, 1) + Z nby o)

n=1

<
—1-—0,

—_

IN
—

7 (d(xo,z1) + €)

—
[N}

IA
—

0 (D(F1 (o), Fa(z0)) + 2¢)

[\

1

1— 0,
g). Soit g2 € PFy, il existe 1 € PF) tel que

1
d(zo2,77) < g (D(Fi(z01), Fo(z01)) + €), pour tout € > 0. m
— 0

On obtient pour tout € > 0, d(zo1,72) < (D(Fi(z01), Fo(zo1)) +
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Théoréme 3.11 Soient (X,p) un espace métrique partiel complet et
A, B deuz sous ensembles non vides et fermés de X tels que Ag # 0 et la
paire (A, B) a la P-proporietée. Soient Fy: A = 2B i = 1,2 deux multi-
fonctions da valeurs compacts et non vides. S’ils existent deux constantes
01,05 € (0,1) telle que

Dy(Fi(z), Fi(y)) < bhp(z,y) Vo € AetVy € A.

Dy(Fy(w), Fa(y)) < bap(,y) Vo € Aty € A
Et Fi(z) C By,i = 1,2, pour tout x € Ay. Alors

Dy(PF, P < 11— mai{eb 0} [21612 Drbr(@). Bw)]

Démonstration. Soit x¢; = xy € PFy, il existe yo1 € Fi(zg) C By tel
que d(zo,yo.1) = d(A, B). D’autre part, il existent yo € Fa(z) C By

et xy € Ay tels que p(z1,v0) = p(A, B). par la P-proporietée, on trouve
p(o, 1) = p(Yo,1,Yo). Ceci donne p(zo, 1) < Dy(Fi(x0), F2(20)) + €.

On prend y; € F(x1) C By tel que p(yo,y1) < D,(Fa(xg), Fo(z1)) + 6.

Et aussi il existe x; € Ay, tel que p(z1,11) = p(A, B), et il existe

Ya € Fo(x2) C By tel que p(y1,y2) < Dp(Fo(x1), Fo(xs)) + 62

On cotinue pour trouver x, € Ay, tel que p(x,,y,—1) = p(A4, B), et il
existe y, € Fa(z,) C By tel que p(yn—1,Yn) < Dp(Fa(xn_1), Fo(z,))+0".
Puisque p(zp41,yn) = p(A, B) et p(x,, yn—1) = p(A, B), par la P-proporietée,

on trouve p(Z,, Tni1) = P(Yn—1,Yn). Ceci donne

P(@n; Tng1) = P(Yn—1,Yn) < Dp(Fo(2n-1), Fo(n)) + 0"
<Op(rp_1,T,)+ 0"
<O(Dp(Fa(Yn—2), Fa(yn-1)) +6"7)
<O(Dp(Fo(wn—2), Fo(wp_1)) +6"") + 6"
<O*p(2p_o, Tp_y1) + 20"

<0"p(xg, 1) + n0" — 0 quandn — +oo.
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Et par définition de p®, on trouve p*(z,, ni1) < 2p(2p, Tnip) — 0 quand
n — +o0. D’autre part on va démontrer que (z,) est une suite de Cauchy
dans (X, p®). On suppose qu’il existe un € > 0 et pour tout k € N, ils
existent my, ng € N tels que my, > n, > k et p(Tym,, Tn,) > €.

On a

P(A, B) <p(Yny—1: Tmy.)
< PWYni—1, Tny,) + P(Tny Ty ) — P(Tny s Tny.)
<PYng—15 Tny) + P(Tuys Tony)
<PYny—1, Tny,) + P( @0y, Tnpi1) + oo + DTy —15 Ty, )

On prend la limite on touve Ji_)rgop(ynk_l, xnk)+nh_)nolo P(Tnys Ty, ) = P(A, B).
Ceci donne lim p(z,, , Tm,) = 0. Puisque p*(z,,, Tm, ) < 20(Tp,, T, ) —
0, on trouvg _()fl)loe (x,) est une suite de Cauchy dans (X, p®), et comme
(X, p) est complet alors selon le lemme 1.1, (X, p®) est un espace mé-
trique complet et la suite x,, est convergente dans X. Soit 75 = lim z,,.
Puisque A est fermé, nous avons 75 € A.

Et comme p(z,,, ni1) = p(Yn—1, Yn) On a la suite y,, est convergente dans
X. Soit y = limy,, puisque B est fermé, nous avons yy € B.

D’autre part, d’apres le lemme 1.1, on a

p($_2, x_Q) = ngr_{loop(xnvx_Z) = nnlbl—rg-oop(mmmm) = 07

p(m,y) = lm p(yn,y) = lLm p(yn,ym) =0
n—-+o0o n,m—-+00
et p(T2,Y) = p(A, B). Et donc

0 < p(yn, F2(T3))
< D, (Fy(xy,), Fo(73))
<Op(x,,T3).

On prend la limite n — o0, on trouve p(y, F»(T3)) = 0 ceci donne
p(¥, F5(73)) = p(y,7), et on utilise la remarque 3.1, pour obtenir § €

F5(Z3) = F5(732). On obtient alors T3 est un un meilleur point de proxi-
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mité dans A qui verifie p(7z, F»(72)) = p(A, B). On a alors

o oo
p(x(bx_Q) S Zp(xnu anrl) - Zp(xna xn)
n=0 n=1

p(xna mn-l—l)
0

3
I

(05p(x0, 21) + nbya)

3

Il
—_ O

—_

—op(@0,m) + Y nbja)
n=1

IN
—_
—_

9 (p(xo, 1) + €)

— |
[

IA
—_

(Dp(Fi(20), Fa(z0)) + 2¢)

>
¥

1
1 — 0,
g). Soit zgo € PFy, il existe 71 € PF) tel que p(xg2,7T1) <

(Dp(Fi(woa), Fa(zo,1)) +

1
1—6 (Dp(Fi(zo,1), Fa(w0,1))+

g), pour tout € > 0. |

On obtient pour tout € > 0, p(z¢1,72) <

Exemple 3.4 Soit (X, p) un espace métrique partiel tel que X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8},
et p :X x X — R* est définie par

p(0,0) = 0.25, p(1,1) = 0.15, p(2,2) = 0.20,
p(3,3) = p(4,4) = p(5,5) = p(6,6) = p(7,7) = p(8,8) =0,
p(0,1) = 0.4, p(0,2) = p(0,6) = 0.4,
p(0,3) = p(1,6) = 0.26, p(0,4) = p(0,5) = p(0,7) = p(0,8) = 0.5,
p(1,2) = p(3,6) = 04, p(1,3) = p(1,4) = p(1,7) = 0.3,
p(1,5) =p(1,8) = 0.5
p(2,3) =p(2,4) = p(2,5) = p(2,6) = p(2,7) = p(2,8) = 0.3,
p(3,4) =p(3,5) = p(3,6) = p(3,7) = p(3,8) = 0.3,
p(4,5) = p(4,6) = p(4,7) = p(4,8) = p(5,6) = p(5,7) = p(5,8) = 0.3,
p(5,6) = p(5,7) = p(5,8) = p(6,7) = p(6,8) = p(7,8) = 0.3,
et p(x,y) =p(y,z)Vr € X,Vy € X
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On prend A ={0,1}, B ={3,4,5,6,7,8}, Ay = {0, 1},
By = {3,6} et p(A, B) = p(0.3) = p(L,6).
Et F\,Fy: AUB = AU B sont définies par
Fi1(0) = {3,4}, F1(1) = {4,5}, F»(0) = {6,7}, F5(1) = {7,8}, On re-
marque que Fy, Fy 1 A = 2B sont deux multifonctions d valeurs compacts

et non vides. Ils existent deux constantes 0,0y € (%, 1) telles que
D(Fi(x), Fi(y)) < 6;d(x,y). Vo € AetVy € A,

et Fi(z) C By Vxr € Ag pouri=1,2.

Alors toutes les conditions de théoréme 3.11, sont satisfaites et on a

D(PFy, PF) [sup D(Fi(z), Fy(z))].

<
- 1- min{91,92} €A
tel que PFy = {0}, PF}, = {1} :

1

3
=3

D({0},{1}) < [maz{D(F1(0), F5(0)), D(Fy(1), F2(1))}].

D’autre part le théoreme 3.10, ne peut pas étre appliqué, on a F et
F5 ne sont pas contractantes :
p°(0,1) = 0.5, p°(3,4) = 0.6, p*(3,5) = 0.6,
p°(0,1) = 0.5, p°(3,6) = 0.8, p°(3,7) = 0.6, p°(4,6) = p°(4,7) = 0.6,
p*(4,8) = p*(5,7) = p*(5,8) = 0.6,
et p*(z,y) = p°(y,x) Ve € X,Vy € X.
On prend x =0,y =1:

DPS (F(0)7 F(l)) = max{eps<{4v 5}7 {37 4}>7 6105({37 4}7 {47 5})}
=0.6 £ 6p°(0,1).
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Chapitre 4

Théoreme du point fixe pour
les contractions généralisées
sur un espace meétrique

partiel

Dans ce chapitre nous donnons une nouvelle version du principe va-
riationnel dEkeland sur les éspaces métriques partiels. Nous avons établi
un résultat sur lexistence dun point fixe pour une classe généralisé des

contractions sur un espace métrique partiel.

1 Introduction

Le but de ce chapitre est de donner un nouveau résultat sur lexistence
dun point fixe pour une classe de fonctions a valeurs définies satisfaisant
une condition de contraction sur un espace métrique partiel. Ici notre
méthode s’appuie sur le principe variationnel d’Ekeland [33, 1972] (voir
aussi [34]) et non sur la méthode classique de Banach-Picard. Dans
ce but, on commence par montrer que le principe variationnel classique
d’Ekeland peut étre généralisé sur les éspaces mérique partiel. Le Prin-
cipe variationnel d’Ekeland est lun des résultats les plus important de
lanalyse non linéaire, il est utilisé aux problémes de la théorie des points

fixes, optimisation, théorie de contrdle optimal, théorie de jeux, équa-
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tions non linéaires, systéemes dynamiques, etc. voir, par exemple, ([6] -
(7], [20], [21], [33] - [36], [43], [64], [68], [79], [92]).
Rappelons que la formule classique du principe variationnel dEkeland

est la suivante :
Théoréme 4.1 ([19], [16, Théoreme 2.1], [79, Théoréme B]) Soit (X, d)
est un espace métrique. Alors les properiétés suivantes sont équivalent :
(1) (X,d) est complet.
(2) Pour chaque fonction f: X — RU{oco} semi-continue inférieu-

rement et brnée admet un d—point il existe x € X tel que
flz) < f(y) +d(z,y) Vy€ X, y+#z. (4.1)

2 Principe variationnel d’Ekeland sur ’espace mé-

trique partiel

Dans cette paragraphe, nous donnons un principe de variation dE-
keland sur un espace métrique pour les fonctions satisfaisant certaines

conditions de contraction. Commencons par la définition suivante :

Définition 4.1 Soient (X,p) un espace métrique partiel et la fnction
[ X — RU{+cc}. Un point v € domf := f~1(R) est appelé un
p—point de f si

f@) +plz,z) < fly) +plr,y) YVyeXy#x/plyy) =plr, ).
(4.2)

notons que si p := d est une métrique, cette définition coincide avec
lhabituel (4.1). Observez que p— points sont dans domf, et que tout
minimum global de f est un p— point. En effet, considérons que x est un
minimum global de f et y # z tel que p(y,y) = p(z, x). Par conséquent,
p(x,y) > p(z,z) et on obtient

flz) < fly) < f(y) +p(x,y) — plz, )

x est un p— point de f. notons aussi que si x est un d,— point de f, est

un p— point de f/2.
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Soit f: X — RU{+o0} une fonction définie sur un espace métrique
partiel (X, p). Alors f est semi-continue inférieurement sur X si pour

tout x et toute suite (z,) dans X, on a

p(Tn, z) = plz,z) = f(r) < lminff(z,). (4.3)

n—oo

Considérons 'ensemble

S(x) :={y e X / ply,y) = pla,z) et fy) +ply,x) < f(2) +p(z,2)}
(4.4)
qui est non vide (z € S(z)) et soit f := fis(z) la restriction de f a S(z).

Proposition 4.1 Nous avons les propriétés suivantes :
(1) x est un p—point de f ssi S(x) = {z},
(2) Siz est un p—point de la restriction f sur S(z) alors & est un
p—point de f sur X,
(3) Siy e S(x) alors S(y) C S(x),

(4) Si f est semi-continue inférieurement (X, p) alors pour tout x,

S(x) est fermé dans (X,d,) :

V(z,) C S(z), JL%dP(m”’j) =0= 1€ S(x).
Démonstration. (1) Il est clair que si S(z) = {x}, x est un p—point de
f. Inversement, considérons un point y € X tel que y # z. Si p(y,y) #
p(z,z), y ¢ S(x). On suppose p(y,y) = p(z,x) alors f(z) + p(x,x) <
f(y) +p(y,x) (par l’hypothé?e) ie.,y ¢ S(x).

(2) T est un p—point de f sur S(z) et y € X,y # T tel que p(y,y) =
p(z, &). Par conséquent, p(y, y) = p(x,z). Siy € S(x) alors (4.2) satisfait
pour z. On suppose y ¢ S(x) et comme Z € S(x), nous obtenons la

conclusion depuis

f(@) +p(x,2) < f(x) +plz,z) < f(y) +py, ©)
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(3) Soit y € S(x) et z € S(y) alors p(z,2) = p(y,y) = p(z, ) et

f(2) +p(x,2) < f(2) +p(o,y) + (Y, 2) — p(y, )
+p

f
f) +ply,x) < f(x) +ple, z)

IN

ona z e S(x).
(4) On suppose que f est semi-continue inférieurement et x dans X.
Considérons une suite (x,) dans S(x) tel que lim d,(z,,z) = 0, donc
n—oo

p(Z,T) = lim, oo p(T, ) = limy, o0 p(T0, ) = p(x, ) car z,, € S(x)

pour tout n. De plus, en utilisant 1'inégalité suivante

p(:f‘,l’) < p(jvxn) —}-p(l’n,l’) —p(l‘,l‘),

On obtient
p(z,z) < liminfp(z,, ).

n—oo

De plus par (4.4), on a

f@n) + plan, #) < f(zx) + p(z, 7)

et la semi-continuité inférieure de f conduit a

f(@) +p(z,2) < liminf(f(z,) + p(z,, ) < f(2) + p(z, 7)

n—o0

Alors S(z) est fermé. [

Nous donnons maintenant notre principal résultat sur le principe de

variation dEkeland sur les espaces métriques.

Théoréme 4.2 Soit (X,p) est un espace mérique complet et soit f :
X — RU{oo} semi-continue inférieurement et brnée. Soient xy € dom f

et A > 0 fizé. Alors il existe T € X tel que p(Z,Z) = p(xg, x0) et

(1) f(Z) — f(z0) < Ap(zo, 20) — p(T,10)) <0,

(2) [(z) +Ap(2,7) < f(y) + Ap(Z,y)  pour touty € X,y # T tel
que p(y,y) = p(Z, ) alors f admet un p—point.
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Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer A := 1.
Pour z € domf, on définit v(z) := yeirs}(fx)f(y) > —o0 puisque [ est
semi-continue inférieurement et brnée. Soit x¢ € domf on suppose que
xo n’est pas un p—point (sinon il n’y a rien a prouver). Il existe alors
x1 € S(wo), x1 # x tel que f(z1) < v(wg) + % Supposons qu’on a

construit une suit (x,,) telle que pour n,
1
Tpi1 € S(Tn), Tnt1 # oy tel que f(xn41) < v(xy,) + o (4.5)

Observons d’abord que de la Proposition 4.1, la suite (S(x,)) est dé-
croissante (S(x,,) C S(z,) pour m > n) alors pour tout m > n,
p(Tm, Tm) = p(zp,x,). De plus, en appliquant I'inégalité triangulaire

nous obtenons pour tout n,

f(@ni2) + (@0, Tni2) < f(Tni2) + P(@n; Tnt1) + P(@ni1; Tnga) — P(Togr, Tnyr)
f(mn-‘rl) + p(xn7 xn—&-l)
f(@n) + p(xn, 24)

IN

IN

donc par induction, on a

f(@m) + p(@n, 2m) < flan) + p(z,, 1) (4.6)

pour tout n,m; m > n,

0< p([Bn, xm) - p(.ﬁlﬁn, mn) < f(xn) - f(xm) (4'7)

Observons que (4.7) implique que (f(z,)) est une suite décroissante des
nombres réels et comme elle est bornée, la suite (f(x,)) est convergente.
Donc, n}rigloo(p(:vn, Tm) — P(Tn, x,)) = 0.

Ainsi n;ligloodp(xn,mm) = 2n }igloo(p(xmxm) — p(xp, x,)) = 0 par consé-
quent (xn) est une suite de Cauchy dans (X,d,) qui est complet (par le
Lemme 1.1). Il exite alors z € X tel que lim d,(x,,z) = 0 alors de (1.3),

n—o0

p(z,%) = lim p(Z,z,) = lim p(z,, ).
n—00 n,m_, 0o
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D’autre part, depuis S(z,4m) C S(z,) pour tout n, m, la suite (Z,1m)m
est dans S(z,) et verifie n]Ll_rgo dy(Tpim,T) = 0 pour tout n fixé ainsi
z € S(x,) pour tout n (S(z,) est fermé). Particulierement, = € S(zo)
alors x vérifie
p(Z,T) = p(xo,x0) et f(Z) 4+ p(T,20) < fx0) + p(20, Z0)-

Nous prouvons maintenant que = est un p—point de f. Considérons
un point y dans S(Z) avec y # z. Alos y € S(z,,) C S(z,—1) pour tout
n > 1 et on utilise (4.5), on obtient

1

F() < F) + Pl ) = Pl 2a) < F(a) S o(0s) + o < F0) + 5

2n
Ainsi
0 S p(xmy> —p(l’n,l’n) < o

Nous concluons que lim, o p(z,,y) = p(Z,T) car lim, o p(Ty, T,) =

p(Z,z). Comme
(T, y) + p(Tn, v0) — p(T, 2,) < p(T0,y) < p(T,y) + p(Tn, T) — p(T,7),

limy, 00 p(0, y) = p(Z,y). Ainsi p(7,y) = p(7,7) = p(y, y) (y € S(T)) et
donc y = Z. Cela conduit a T est un p—point. [ ]

L’inverse du théoréme ci-dessus est le suivant :

Théoréme 4.3 Soit (X,p) un espace métrique complet et soit pour
toute f + X — R U {400} semi-continue inférieurement et bornée et
pour tout € > 0 il existe . € X tel que

f(z:) < inf f(z) + €

et
flze) +ep(x.,x.) < f(z) +ep(x,z.) VoeX.

Démonstration. Considérons (z,) est une suite de Cauchy sur (X, p) et

on définit une fonction f : X — RU{+o0} tel que f(z) := lim p(x,,z)—
n—o0

p(z,z) pour tout z € X. Alors f est non négative sur (X, p). En effet,
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Soit y € X et on prend la suite (y,,) telle que lim p(y,,y) = p(y,y). Or
m—r0o0

pour tout n et m,

P(@n,y) — W, ¥) < P(Tn, Ym) + PWm» Y) — Py Ym) — (Y, Y)

on obtient quand n — oo,

fW) < fm) + 2Wm-v) — (Y, y)

Et ainsi
F(y) < limint £ ().

De plus, depuis (z,,) est une suite de Cauchy donc lim f(x,,) = 0 en uti-
m—ro0
lisant le fait que lim p(z,,x,) = lim p(z,,,z,) € R. Par conséquent
7n,M—00 m—00
inf =0.
2@ =0
Soit € € (0,1) par hypothese il existe z € X tel que f(Z) < e et

f(@) +ep@,z) < flx)+ep(x,z) VeeX

Ainsi
f(@) < fxn) + e(p(an, 7) — p(2, 7))

On prend la limite quand n — oo, on obtient f(z) < ef(Z) et f(z) =0,
alors lim p(z,,Z) = p(z, ). On déduit que (x,,) converge vers Z et (X, p)
n—oo

est complet. [ ]

3 Point fixe de contractions généralisées

Lexistence de points fixes pour des fonctions contractantes a valeurs
définies avait été étudié par nombreux auteurs dans différentes condi-
tions. La théorie des points fixes de Les contractions définies établies par
Nadler [66] ont été développées dans différents instructions de nombreux
auteurs, en particulier de Reich [82, 1972], Mizoguchi-Takahashi [65,
1989], Takahashi [91, 1991], Azé-Penot [17, 2006], Feng-Liu [37, 2006],
Benahmed-Azé [19, 2010].

Aydi et al. [10, 2013] ont introduit le concept de point fixe de Nadler
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sur l'espace métrique partiel de Hausdorf.

Notre but est maintenant détablir un théoreme de point fixe sur les
espaces métriques partiels en utilisant notre version précédente du prin-
cipe variationnel dEkeland. On obtient alors une nouvelle généralisation
du résultat dAydi [10] et Le résultat de Benahmed [19].

On a la métrique partielle de Pompeiu-Hausdorf sur un espace mé-
trique partiel (X,d) est défini comme suit . Soient A, B deux sous-

ensembles non vides de X, I'excé partiel de A sur B est défini par
6P<Aa B) = Sup(p(m, B): LS A)

ou p(z, B) :=inf(p(x,y),y € B). Il est prouvé dans [10] que e, vérifie :

ep(Av A) = Supp(a, a’)7
acA
ep(A, A) <e,(A, B),
ep,(A,B)=0= A C B,
ep(Av B) S ep(A7 C) + ep(ca B) — inf (C, C)

ce

pour tous A, B,C € CBP(X) ou CBP(X) est la famille de tous les
sous-ensembles non vides, fermés et bornés de l'espace métrique partiel
(X, p). notons que la fermeture concerne la métrique partielle p, A est
fermé sur (X, 7,) si A = A, et la limite est donnée comme suit : A est
un sous-ensemble 1ié dans (X, p) sl existe une boule B, (xo,r) telle que
un sous — ensembleB, (o, r) est p(zo,a) < p(a,a)+1r pour tout a € A.

Considérons maintenant la métrique partielle de Pompeiu-Hausdorf
de A et B définie dans [10] est donnée par

h,(A, B) :== max(e,(A4, B), e,(B, A))

pour tout A, B € CBP(X).
Le résultat suivant est le théoreme généralisé de contraction de Ba-

nach donné récemment par Aydi et al. [10] :

Théoréme 4.4 Soit (X,p) un espace mérique partiel complet et soit
kel0,1). SiT: X — CBP(X) est une mutifonction telle que pour tout
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r,ye X, ona
hy(Tz, Ty) < kp(z,y)

alors T a un point fire x € X tel que v € Tx.

On présente la propriété de contraction généralisée suivante de mul-
tifonction sur les espaces métriques partiels : a partir d’'une fonction
a valeurs définies T : X == X avec des valeurs non vides, on dit que
T est une p—contraction généraliée s’il existe 0,k € (0,1) alors pout

tout z € X tel que p(x,Tx) > p(z,z) il existe y € Tx avec y # x et
p(y,y) = p(z, z) qui vérifie

(1) kp(z,y) + (1 — K)p(z, x) < p(x, Tx) < p(x,y)
(4.8)

(#) p(y, Ty) < Op(x,y) + (1 —0)p(w, v).

Quand on considére la métrique partielle comme une métrique dans (4.8),
et tant que cas particulier de la notion de contraction généralisée des
fonctions a valeur définie donnée par Benahmed-Azé [19].

On note par Fr := {z € X : x € Tz} 'ensemble de points fixes de
T et on observe qui est chaque valeur de T est fermé par rapport a la

topologie 7, on a
Fr={ze X :p(x,Tx) =p(z,x)} (4.9)
puisque on a I’équivalence (voir [10, Remarque 2.1])
ac€A < pla,A) = p(a,a) (4.10)

pour tout ensemble non vide A C X.

On va montrer que chaque fonction a valeurs définies T': X = X qui
est une p—contraction généralisée satisfaite la proporiété de point fixe
approximatif (voir [42]) alors

inf (p(z, Tw) — p(w,2)) = 0
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On a pour tout € > 0 il existe z, € X tel que
p(ze, Tx.) < p(xe, x) + €.

On remarque que p(z,x) < p(z, Tx) depuis p(z,z) < p(x,y) pour tout
x,y € X.

Proposition 4.2 Soit (X, p) un espace mérique partiel et soit T : X =
X une miltifonction p—contractive généralisée avec des valeurs fermés

telle que 6 < K. Alors ig}f((p(x, Tx)—p(z,z)) = 0.

Démonstration. Soit zy € X tel que p(xo, Tzo) > p(xo, zo). par (4.8),

on trouve z1 € T'(zg), x1 # xo et p(z1,21) = p(xo, To) alors

kp(zo, 1) + (1 — K)p(x0, 20) < P(T0, T'T0)

p(beIl) < 913(%,96‘1) + (1 - 9)29(%; $0)-

Et p(x1,21) < p(ay, Txy). Sip(xy, Txy) = p(x1, z1), on obtient la conclu-
sion demandée. On suppose maintenant p(x1,T(x1)) > p(z1,x1) et on
constuit une suite fini (z;);—. ., telle que pour tout i € {0,...,n},
p(xi, Tx;) > p(a;,x;) et pour i € {0,....,n— 1}, ;41 € Ty (vi1 # 24,

P(Tit1, Tiy1) = p(xi, 7;)) avec

kp(Ti; Tig1) + (1 — K)p(@s, 2) < p(ag, Tx;)
(4.11)

p(xiH,TfBiH) < 9]9(331',%’“) + (1 - 9)29(%', l’z)

On applique 'hypothese (4.8), on peut trouver z,.; € Tz, tel que

Tpyl # Tn, p(xn+17 In+1) = p(l“n, xn) et

Kp(Tp, Tny1) + (1 — 8)p(an, 2,) < p(ay,, Txy)
(4.12)

P(Tp, Txn—&—l) < Op(xn, xn—f—l) +(1— 9)]7(%“ $n)

Si p(Tpa1, Tns1) = p(Tpy1, Tner) alors in)f((d(x, Tx) —p(x,x)) =0.
xre
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On suppose que p(x,11, TTni1) > p(pi1, Tpye1). Par induction, soit
le processus s’arréte s'il existe k € N* tel que p(zy, Txr) = p(xk, xx) ouon
a construit (z,,) qui vérifie p(z,, Tx,) > p(z,, z,) et (4.12) pour tout n.

Soit us set d,, := p(zp, Txy,) — p(Tn, xn) €t iy = p(Tn, Tni1) — P(Tn, Tp).
On remarque que 0 < ¢, < u, depuis x,.1 € Tx,. D’autre part, on

a 0 < k, qui donne depuis (4.11) et (4.12) et le fait que p(x,,x,) =

p<In+17 $n+1)7

Ont1 <O(P(xn, Tps1) — D(Tn, T4n))

<KD, Tng1) — P(Tp, 2n)) < Oy

et

i < K (p(20, T2n) — p(Thy 20)) (4.13)

S gﬁ_l(p(xnvxn—l) _p(In—la In—l)) S Hn—1

alors (d,,) et (uy,) sont suites non négatives et décoissantes dans R. Soient
(6,) et (,) convergentes vers 0 et ji respectivement qui verifie 0 < 6 < fi.
Si & > 0 on trouve,

Oni1 <O(p(xp, Tpy1) — P(Tn, Tn)) < —R(P(Xn, Tps1) — D(Tn, Tn))

S C(p(%m Txn) - p(xna xn)) S C(Sn

- _ 0
la contradction 6 < ¢d < 0 depuis ¢ = — < 1. On obtient lim (p(x,, Tx,)—
K n—oo
p(Tn, x,)) = 0 et donc le résultat suivant.

On remarque que de (4.13), lim (p(x,, Tpi1) — p(Tn, ,)) = 0. [
n—oo

Le résultat suivant est consacré a lexistence de points fixes pour les

contractions généralisés sur ’espace partiel.

Théoréme 4.5 Soit (X,p) un espace métrique complet partiel et Soit

T : X = X est une mutifonction avec des valeurs non vides fermés. On
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supose que :
(1) T est une p—contraction avec 0 < 0 < k < 1,
(ii) La fonction v — p(x,Tx) — p(x,z) est semi-continue inférieure-
ment.

Alors Fr # @ et pour tout v € X tel que p(x,Tz) > p(z,x),
(k= 0)p(z, Fr) < p(z,Tz) — (1 — (k — 0))p(z, x).

Démonstration. Définissons f : X — Rpar f(z) := (k—0) " (p(x, Tz)—
p(z,x)) telle que est semi-continue inférieurement et non négative (par
hypothese (ii)). D’ou par le théoréeme 4.2, f a un p—point noté z. Sinon,
pour tout z € X tel que p(x,Tz) > p(x,x), il existe d’hypothese (i),
y € Tx (avec y # x et p(y,y) = p(x,x)) tel que

rp(e,y) + (1= k)p(e, v) < p(e, Tx)

p(y, Ty) < Op(x,y) + (1 —0)p(x, x).

Donc

p(y, Ty) + (k= O)p(x,y) < p(z, Tx) + (k — O)p(z, z)
ceci donne,
f@) +p(@,y) < f(2) +p(z, z).

On déduit que pour tout z tel que p(x,Tz) > p(x,x) n'est pas un
p—point de f Ainsi d(z,T%) < p(Z,z). Puisque d(z,z) < p(z,TZz), on
obtient p(z,7%) = p(z,z) et de (4.10, 4.9), Fr # @. De la méme ma-
niere, pour tout p—point y de f dans S(x) ou p(z,T(x)) > p(x,x) tel
que y € Fp verifie

p(z,y) < fly) +p(z,y) < f(z) +plz, )

ainsi

(k = O)p(z, Fr) < p(z,Tz) = (1 = (v = 0))p(z, z)

et le théoreme est prouvé. [ ]
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Notons que I'hypothese (ii) est satisfaite chaque fois que l'on a
p(x,y) = plx,x) = e,(Ty, Tz) = 0
or

p(x, Tx) — p(z,r) <p(z,y) + ply, Tx) — ply,y) — p(z, )

<[p(z,y) — p(z,2)] + [py. Ty) — p(y,y)] + €,(Ty, Tx)

en utilisant le fait que
ply, Tw) < ply. Ty) + (Ty, Tw) — nf plz,2) < ply, Ty) + ep(Ty, T).

Remarque 4.1 Notons que le théoreme précédent peut étre généralisée
pour les multifonctions T satisfaisant la condition de contraction géné-

ralisée p— suivante : pour tout y # x et p(y,y) = p(z,x) alors
(1) £(p2)p(®,y) + (1 = K(pa))p(z, 2) < plz, Tx) < p(z,y)

(i) p(y, Ty) < 0(p(x,y))p(x,y) + (1 = O(p(z,y)))p(x, )

ou k(+) : (0,400) = [R, 1] avec & € (0,1] est une fonction non croissante
et 0(-) : (0,400) — [0,1) tel que 6(-) < k(-) et limsupf(t)/k(t) < 1 pour

tls

tout s > 0.
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Chapitre 5

Stablité de point fixe pour les
multifonctions non

pseudo-contractives

Dans ce chapitre on donne un résultat de stabilité de point fixe qui

donne une variante du théoréme de Nadler.

1 Notion de pseudo-équicontinuité

Soit (T, : D = X)nen une suite de multifonctions a valeurs non
vides définies sur D C X. Rappelons que la suite est dite équicontinue

en xrg € D si
Ve > 0,3p > 0,Vz € DN B(xg,p) : D(Thx, Thzro) < e,Vn € N.
Introduisant maintenant une notion d’équicontinuité comme suit

Définition 5.1 On dira que la suite (T),)nen est pseudo-équicontinuité

sur D relativement a un sous-ensemble U C X si
Ve € D,Ve >0,3p>0,Vy € DN B(x,p) : e(T,yNU,Tyx) < e,¥n € N.

(T)nen sera dite pseudo-équicontinuité en x € D s’il existe a > 0 tel
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que

Ve >0,3p>0,Yy € DN B(x,p) : e(T,yN B(z,a), T,x) <e,Vn € N,
(5.1)

2 Stabilité de points fixes
Rappelons tout d’abord un résultat de stabilité di a Nadler.

Théoréme 5.1 (Nadler) Soient (X,d) un espace métrique, (T, : X =
X)nenufoo} une famille de multifonctions contractantes a valeurs fermées
bornées et non vides telle que (T,,)nen converge simplement vers To,. Si,
pour chaque n € N, x,, est un point fize de T, et si la suite (z,)nen admet

une sous-suite convergente vers un point Ts, alors xo, est un point fize
de T.

En fait, pour établir un tel résultat, il suffit de supposer que la suite
(T,,) est pseudo-équicontinue et qu’une suite (x,) de points fixes admet
une sous-suite (z(,)) convergente vers un point o, telle que (Ty)2s0)
converge vers T, rs au sens de Hausdorf et I'ensemble T, ., soit fermé

(non vide). De fagon plus générale, nous prouvons la propriété suivante

Proposition 5.1 Soient (X, d) un espace métrique et (T, : X = X)nenuioo}
une famille de multifonctions a valeurs non vides. Supposons que, pour
tout entier n, x,, est un point five de T,. Si la suite (T,)nen admet une
sous-suite (xs(n))neN convergente vers un point ., telle que Toxo soit
Jermé et telle que e(Tn)Too, TooToo) — 0. 54, de plus, la suite (T,)nen

est pseudo-€équicontinue en T, alors To est un point fize de T..

Démonstration. Considérons une suite (z,) de points fixes admet-
tant une sous-suite (xs(n)) qui converge vers un point x. tel que Tz
soit fermé, e(Ty(n)ZToo, TooToo) — 0 et tel que la suite (7},) soit pseudo-
équicontinue en ... Il existe donc a > 0 tel que la propriété (5.1) soit
satisfaite. Soit e > 0, d’apres (5.2) il existe 3p > 0 tel que pour tout

u € B(xs, p) et pour tout entier n on ait

e(Tou N B(ZToo, ), ThToo) <

DO ™
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Comme Ty, — Too alors Ty, € B(xoo,min(a,p,g)) pour n assez
grand. De plus comme x4,y est un point fixe de Ty, Tsn) € Lo(n)Ts(n) N

B(%s, ). 1l vient alors, grace a l'inégalité triangulaire :

d<xs(n)7 Tooxoo) < d(xm Ts(n)xoo) + 6(,Ts(n)l’om Tooxoo)

IN

e(Ts(n)xs(n) N B(xoov Oé), Ts(n)xoo) + e(Ts(n)mom Tooxoo)

IN
)

Faisant tendre n vers +00, d(z(n), Toc®o) — 0. D’0l1 par continuité de
la fonction d(-, T o) et sachant que T2 o est fermé, on obtient le ré-

sultat voulu. ]

Soit maintenant (X, ),enufso} une famille de sous-ensembles non vides
d'un espace métrique X et (T}, : X;, = X)penufoo} une famille des multi-
fonctions a valeurs non vides. Introduisons quelques notions d’équicon-
tinuité et de convergence relativement a de multifonctions définies dans

des domaines différents.

Définition 5.2 (1) On dira que la suite (T,,)nen est pseudo-équicontinuité

enx € X sl exviste a > 0 tel que

Ve > 0,3p > 0,Vn € N,Vu,v € X,,NB(z,p) : e(T,un B(z,a), T,v) < e.
(5.2)

(2) On dira que la suite (T,,)nen converge vers Tw, si

Vo € Xoo, H@n)neny € 1, X, 2, = x et e (Than, Toox) — 0. (5.3)

Notons que lorsque tous les sous-ensembles X, sont égaux a X, la

notion de convergence (5.3) qui se traduit par
Vo € Xoo, I@p)neny € X sy = x et e(Than, Toor) — 0, (5.4)

est plus générale que la convergence simple au sens de Hausdorf (voir[66]). Enongons

le résultat obtenu :
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Théoréme 5.2 Soient (X,d) un espace métrique et (X, )nenufoc} une
famille de parties non vides de X, (T, : X5, = X)penufoo} une famille
de multifonctions a valeurs non vides satisfaisant la propriété (5.3). S,
pour tout entier n, x, est un point fize de T, et si la suite (x,)nen admet
une sous-suite converge vers un point o, € X tel que T oxo soit fermé.
Si de plus, la suite (T,,) est pseudo-équicontinue en To, alors To est un
point fixe de T,,.

Démonstration. Soit pour chaque entier n, x,, un point fixe de 7}, tel
qu’il existe une sous-suite (x4(,)) converge vers &, € Xoo. D’apres (5.3),
il existe (y,) € 11, X, vérifiant y, — Too €t (T Yn, Toooo) — 0. D’autre
part, la suite (7)) est pseudo-équicontinue en x, alors il existe o > 0

tel que

Ve > 0,3p > 0,Vn € N\Vu,v € X;,NB(2s0, p) : e(TouNB(zo, ), Thv) < €.
(5.5)

Soient ¢ > 0 et v := min(%,a,p). Comme les deux sous-suites (Z(,))

et (Ysn)) convergent vers x., € X, alors a partir d’un certain rang,

Ty(n)s Ystn) € Xsm) N B(Tog, 7).

D’ou, par (5.5), e(Tym)Ts(n) N B(Toos @), Tsn)Ysn)) <

n assez grand

pour tout entier

Wl M

ielim e(Tym)Tsm) N B(Too, @), Ts(m)Ys(ny) = 0.

La conclusion découle alors de I'inégalité :
d(xom Tooa:oo> < d(xooa xs(n))_'_e(Ts(n)ms(n)mB(zooa Oé), Ts(n)ys(n))_'_e(Ts(n)ys(n)7 Too:Eoo)

Le cas pseudo-lipschitzien avec la suite des constantes de Lipschitz
bornée (en particulier, le cas pseudo-contractant) est alors une consé-
quence immeédiate. Le résultat suivant donne une variante du théoreme
de Nadler.

Corollaire 5.1 Soient (X, d) un espace métrique, (T, : X = X )nenufoo}
une famille de multifonctions a valeurs non vides satisfaisant la pro-

priété (5.4). Si, pour tout entier n, x, est un point fize de T, et si la
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suite (Tn)nen admet une sous-suite convergente vers un point To, € Xo
telle que Thox o soit fermé. Si de plus, chaque T, est pseudo-contractante
(resp. kn—pseudo-lipschitzienne avec (k,) bornée) relativement a une

certaine boule B(Zs, ) alors xs, est un point fize de T,.

3 Convergence faible d’une suite de points fixes

Rappelons le théoreme de Lami Dozo [54] sur 'existence d’un point
fixe pour une multifonction non-dilatante lorsque la condition d’Opial
est satisfaite, i.e. :

pour toute suite (x,),en C X convergente faiblement vers un point

x € X et pour tout y € X on a :
y # v = liminf ||z, — y|| > liminf ||z, — z|| . (5.6)

Théoréme 5.3 (Lami Dozo) Soient X un espace de Banach satisfaisant
la condition d’Opial, M une partie conveze faiblement compacte non vide
de X et soit T : M = X une multifonction non-dilatante a valeurs
compactes non vides telle que T(M) C M. Alors T admet au moins un

point fize.

Donnons le théoreme de stabilité de Lim [56, Théoreme 2.

Théoréme 5.4 (Lim) Soient X un espace de Banach satisfaisant la
condition d’Opial, M une partie faiblement fermée non vide de X, Ty, :
M = X une multifonction a valeurs fermées non vides. Soit (T, : M =
X)nen une suite de multifonctions non-dilatantes a valeurs compactes
non vides telle que (T, )nen converge simplement vers T.,. Si, pour chaque
entier n, x, est un point fize de T, et si, de plus, (x,)nen converge

faiblement vers un point xo alors ro, est un point five de T.
Enoncons notre propre résultat par le :

Théoreme 5.5 Soit (X, )nenufoo} une famille de sous-ensembles non
vides d’un espace de Banach X satisfaisant la condition d’Opial et soit

(T, + Xoy = X)nen une suite de multifonctions a valeurs non vides
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et convergente au sens (5.3) vers une multifonction To, : Xoo = X a
valeurs non vides. On suppose que les multifonctions T, sont pseudo-
nondilatantes relativement a une boule B(xo,7). S’il existe une suite
(Tn)nen € 11, X, telle que x,, € Tz, N B(xg,r’) (' € (0,r)), z, —

Too € Xoo €t Tos soit compact. Alors x4, est un point five de T.,.

Démonstration. Soit (x,) une suite de points fixes associés a (7}, :
Xy = X)nen telle que (z,) C B(xmg,7") avec 1’ € (0,7) et satisfaisant
les hypotheses du théoreme ci-dessus. D’apres la propriété (5.3), il existe
une suite (Y, )nen € 11, X, vérifiant y, — T et e(T,yn, TooToo) — 0. La

suite (z,,) étant faiblement convergente vers z., alors
|Too — @o|| < liminf ||z, — xol] < 7,
n

d’ou par convergence forte e (y,) vers T, on a ||y, — zo|| < r pour tout
entier n assez grand. ainsi, comme 7T, est pseudo-nondilatante relative-

ment a B(xg,r), il devient :
d(xn, Thyn) < e(Thx, N B(xo,r), Toyn) < ||Tn — ynl| -

Chaque sous-ensemble T}y, est non vide; il existe donc, pour ¢, — 0,

zn € Thyn tel que

|Zn — 2ol < |70 — ynll +€n (5.7)
<z = 2ol + |70 — Ynll + €0 (5.8)

De plus, Thro est compact et non vide et donc il existe, pour chaque
entier n, u, € ToToo tel que d(2,, TooToo) = ||2n — unl|| €t comme chaque

Zn € Thyn, on a 'inégalité suivante :

La suite (u,) admet une sous-suite (us)) convergente vers un point
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u € Tho. D’apres les inégalités (5.7) et (5.9), on a pour tout entier n,

25 = w|| < |%sm) = 2stm || + [|25m) = sty || + ||ty — ]|

< sy = Too| + [[ 200 = Yot || + €(TotmyYstn)» Toooo)
+ ||ty — || + €5(a)-

Passant a la limite inférieure, on conclut :

lim inf Hxs(n) — uH < lim inf H:L‘S(n) — ono” .

Par la condition d’Opial (5.6), To =t € ThoTso.

D’ot la condition d’Opial peut étre omise lorsque la suite de points fixes

converge fortement vers un point ., € X, tel que T, x4 soit fermé.
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