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Notations et Préliminaires.

Dans toute la suite de cette thése, nous utiliserons les conventions suivantes :

N ensemble des nombres naturel,

R ensemble des nombres réel,

C ensemble des nombres complexe,

Q ouvert borné de R,

I" frontiére de (2,

T'p et I'; deux parties disjointes de T,

< .,. > le produit scalaire dans L?(Q),

C* () fonctions k fois contintiment sur différentiables dans €,
A l'opérateur de Laplace,

A Vopérateur différentiel d’ordre deux,

divu la divergence de u,

DH la différentielle covariante,

i=y-1

Re, I'm la partie réelle, la partie imaginaire,
inf, sup la borne inférieure, la borne supérieure,
Vof le gradient de la fonction f,

DxY la dérivée covariante,

T,R" ’espace tangent,

[X, Y] le crochet de Lie,
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Introduction générale.

La compréhension des phénoménes du monde réel ainsi que le développement de la techno-
logie sont aujourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles (E.D.P).
C’est en effet grace & la modélisation de ces phénomeénes; & travers des équations aux dérivées
partielles qui vont nous permettre de comprendre le role de tel ot tel paramétre et surtout
obtenir des prévisions parfois extrémement précises. En particulier ’équation de Schrédinger

modélise plusieurs phénomeénes naturels en : Physique, Chimie, Biologie...etc

C’est trés difficile de comprendre complétement la dynamique des processus évolutifs. C’est
pour cela, dans la majorité des systémes, on considére I’énergie du comportement asympto-
tique & l'infinie. La Théorie du Contrdle des E.D.P intervient dans différents contextes et de
plusieurs maniéres. Les problémes de stabilité des E.D.P ont fait récemment 'objet de nom-

breux travaux. Nous renvoyons par exemple aux livres de J-Lions [35].

Ce travail porte sur la stabilisation uniforme de quelques problémes aux limites de cer-

taines classes des E.D.P a coefficients variables. Nous nous sommes intéressés particuliérement
a la question de la stabilisation exponentielle de 1’équation de Schrédinger.
Des recherches considérables ont été faites sur les problémes de la stabilisation auquel on s’in-
téresse revient a déterminer le comportement asymptotique de ’énergie que ’on note E(t).
(’est la norme des solutions dans I'espace d’état & étudier sa limite afin de déterminer si cette
limite est nulle ou pas. Dans le cas ou la limite est nulle, la vitesse de décroissance d’énergie
tendra vers zéro. Sachant que les liens entre les problémes de stabilisation et de contrélabilité
sont étroits. Comme la stabilisation ne peut pas toujours étre obtenue, par conséquent, I’'étude
de la controlabilité est souvent faite indépendamment et directement.

Dans cette thése, on considére les deux problémes suivants :

— Le probléme de la stabilisation uniforme de I’équation de Schrédinger avec un feedback
frontiére de type mémoire pour un opérateur fortement elliptique a coefficients variables

dans l'espace d’énergie H%O(Q)
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— Le probléme de la stabilisation uniforme de I’équation de Schrédinger avec des conditions
aux limites de type mémoire agissant de type Neumann tel que I'espace d’énergie L?(€2).

Plus précisément, ce travail est constitué de trois chapitres :
Dans le premiér chapitre, on rappele quelques notions d’analyses fonctionnelles qui concerne
la topologie faible, les opérateurs compacts ainsi que les résultats de compacité seront d’une

grande utilité dans notre travail. Dans le deuxiéme chapitre, nous allons traiter le systéme

suivant :
z—iAz = 0 dans Qx]0, +oo[
z(x,0) = zp(z) dans
z =0 sur  [px]0,4o00]
a?;i = u sur 'y x]0,4o00]

Sachant que aafA = =1 @ij (2) g—;.ui et v = (v1,..., ) est le vecteur normal, et u la fonc-
tion de controle.

Les problémes liés au systéme ci-dessus dans le cas ot A = A, et pour un opérateur a coeffi-
cients variables, le cas des équations des ondes a été considéré par de nombreux auteurs [24];
[12]; [13]; [54]. Le comportement asymptotique des solutions de I’équation de Schrodinger a
coefficients constants avec des conditions aux limites de type mémoire agissant sur la condi-
tion de Neumann a été présenté comment une communication en ICAAM Monastir Tunisie
[5].

Cette étude dans le cas ou 'opérateur a coefficients variables a été proposée dans mon mé-
moire de magister [4], Mais malheureusement, le choix de la géométrie ne convenait pas.
Notre contribution consiste a établir la stabilisation uniforme de 1’équation de Schrodinger
avec un feedback frontiére de type mémoire pour un opérateur fortement elliptique & coeffi-
cients variables. On démontre ce résultat en plusieurs étapes :

On s’inspire du choix de la fonction de controle par les travaux de [1] et de [24] pour faire le
choix de la fonction de controle dans le cas ot les coefficients sont constants. Pour le cas des
coefficients variables, le systéme des équations des ondes décroit plus rapidement.
L’inspiration a été adoptée selon les travaux de recherches [20]; [54]; [27]; [28]; [30]; [51];
58] ; [53]; [49]; [19]; [14].

Ensuite, on utilise un multiplicateur convenable (par la méthode des multiplicateurs), pour
obtenir quelques identités. On combine les idées décrites dans [22]; [23]; [47]; [61] avec celle
de [39] pour majorer I'identité de ce systéme. On souhaite adopter une approche combinée
avec la méthode Riemannienne. Cette derniére a été déja introduite dans le contexte des

équations réelles avec des coefficients variables, pour étudier les problémes de la stabilisation

directe et de la controlabilité exacte (voir [62]; [20]).
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Notre objectif est de montrer qu’on peut appliquer cette approche sur les systémes complexes
avec des coefficients variables. Nous construisons une métrique convenable sur C™ bien adap-
tée a ce type de systéme. L’outil principal de la preuve est I'utilisation de la méthode de la
géométrie Riemannienne sur C".

Enfin, la stabilisation uniforme de 1’énergie sera démontrée, ce résultat améliorera donc les
résultats existants dans la littérature [12]; [13]; [20]; [54] ou la stabilisation exponentielle
de ’équation des ondes a été obtenue.

Ces résultats ont fait I'objet d’une publication dans Electron. J. Differ. Eqns (129) (2017)
1-14. Sous le titre "Memory boundary feedback stabilization for Schrédinger equations with
variable coefficients" [3].

Dans le troisiéme chapitre, I’étude est consacrée & la résolution du probléme suivant :
(

2 —iAz = 0 dans  Qx]0,4+o0]
z2(x,0) = z(x) dans

z =0 sur  T'9x]0,+o0[
% = u sur  I'1x]0,+o0[

on Az=>) ", % le laplacien par rapport a la variable d’espace (z1,...,x,), v désigne le
vecteur normal unitaire, g—i = Vz.v, et u la fonction de controle.

Dans notre thése, on présente avec l'idée de I. Lasiecka et R. Triggiani utilisée dans [40] pour
obtenir la décroissance exponentielle de I’équation de Schrédinger avec un feedback frontiére
non linéaire Ly(£2). On combine cette idée avec des estimations pour obtenir des résultats
similaires pour I’équation de Schrédinger avec un feedback frontiére de type mémoire.

Ces résultats ont fait ’'objet d’une publication dans IJSER, Volume 7, Issue 8, August 2016
ISSN 2229-5518. Sous le titre "Existence and uniform decay rates at the—L?(Q)— level of the

Schrédinger equation with memory boundary feedback"[2].

On termine notre travail par une conclusion et quelques questions ouverts.






CHAPITRE 1

Généralité : Quelques notions de base.

Les espaces LP(£2) et ceux de Sobolev constituent un outil de base pour aborder la théo-
rie des EDP. Dans ce chapitre nous allons rappeler ces espaces ainsi que d’autres résultats
élémentaires d’analyse fonctionnelle nécessaires pour comprendre les travaux que nous avons
proposés dans les chapitres suivants. En particulier, nous donnerons les principaux résultats
sur la topologie faible et la topologie faible étoile, les opérateurs compacts et les applications

différentielles de la géométrie Riemannienne.

1. Rappels d’analyse fonctionnelle.

1.1. Topologie faible o(FE, F’)..

DEFINITION 1.1. On note E un espace normé, E' son duel topologique. On appelle topolo-
gie faible sur E et que 'on note o (E, E'), la topologie la moins fine rendant continues toutes
les formes linéaires f € E'.

On peut recenser les ouverts qui doiwent appartenir & la topologie faible de la maniére
suivante : Si f € E' et U C R un ouvert de R, f~1(U) est nécessairement un ouvert de
o (E,E"). Mais comme les intervalles ouverts forment une base de la topologie usuelle sur R,

on voit que ceci revient & dire que pour tout intervalle I et tout f € E'; f~1(I) est dans

o(E,E").

DEFINITION 1.2. Si x, — x dans o (E,E"), alors on la note par x, — = et on dit x,

converge faiblement vers x dans E.

Les propositions et les théorémes suivants nous donnent quelques résultats sur la conver-

gence faible et forte des suites dans les espaces de Banach et de Hilbert [8].

PROPOSITION 1.1. Soit E un espace de Banach et (x,)nen une suite d’éléments de E,

alorsVf € E', x, = x < f(x,) = f(x).

THEOREME 1.1. Soit (x)nen une suite bornée dans un espace de Hilbert E. Alors la suite

(xn)n € N posséde une sous-suite faiblement convergente.

THEOREME 1.2. Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert E est bor-

nee.

11
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THEOREME 1.3. Soient (zn)n € N une suite qui converge faiblement vers x et (yn)nen

une suite qui converge fortement vers y. Alors :

lim <wn;yn> = <$7y>'

n—-+00o

1.2. Topologie *-faible. Soit E un espace de Banach, E’ son dual (muni de la norme

[fllgr = sup |(f,z)

zeE,||z||<1

) et son bidual topologique muni de la norme :
il gr = sup|; (f)]-
fGE/, HfHE’Sl
Définissons I’application J de E dans E” comme suit :

atoutz e Fet feFE
J, est une forme linéaire continue sur E’, de plus J réalise une injection continue de E dans

E". En effet, ||J.||gr = |||l car :

1z (D)l g =sup |1 (f)] = sup [ f(2)| = [l 5
FEB!, Ifl <1 o€k, |lo]<1

On a donc J(E) C E”, cela va nous permettre de définir une nouvelle topologie sur F’.

DEFINITION 1.3. Topologie *-faible notée x—o (E, E' est la topologie la moins fine rendant
continues les formes linéaires dont la base de voisinages de fo € E/ pour la topologie *-faible

est donnée par
U={feE, {f-foz) <e i=1,..,n, z; € E, ne€N}.

PROPOSITION 1.2. Soit E un espace de Banach. Si (fn)nen est une suite de E', alors f,

converge vers f pour la topologie *-faible si et seulement si fn(x) — f(z), pour tout = € E.
1.3. Espaces réflexifs, espaces séparables.

DEFINITION 1.4. Soit E un espace de Banach et J : E — E" linjection canonique de E
dans E", définie par J.(f) = f(z) pour tout x € E, f € E'. L’espace E est dit réflexif, si
J(E)=E".

D’ou le résultat suivant :

THEOREME 1.4. Soit E un espace de Banach réflexif; alors toute suite bornée dans E

admet au moins une sous-suite faiblement convergente.
DEMONSTRATION. Voir [8], théoréme I11.27, page 50. m

DEFINITION 1.5. Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un

sous-ensemble dense et dénombrable.
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On donne alors le résultat suivant :

THEOREME 1.5. Soit E un espace de Banach séparable, alors toute suite bornée (fn)n

dans E' admet au moins une sous-suite *-faiblement convergente.

DEMONSTRATION. Voir [8], corollaire 111.26, page 50. m

Rappelons maintenant les opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert.
1.4. Opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert.

DEFINITION 1.6. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire continu T de H dans

H est dit compact s’il transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement compact.

Le résultat suivant caractérise les opérateurs compacts par le moyen des suites faiblement

convergentes.

PROPOSITION 1.3. Un opérateur linéaire est compact si et seulement s’il transforme toute
suite faiblement convergente en une suite admettant au moins une sous suite fortement conver-

gente.

REMARQUE 1.1. Le résultat de la proposition précédente peut remplacer la définition pré-

cédente.

THEOREME 1.6. On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soit T un opérateur
auto - adjoint compact, alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de

T.
DEMONSTRATION. Voir [8], théoréme VI.11, page 97. m

ProproOSITION 1.4. Tout opérateur symétriqgue T définit sur un espace de Hilbert H, a

valeurs dans ce méme espace H est un opérateur borné et auto - adjoint.

DEMONSTRATION. Voir [63]. m

Dans ce qui suit nous rappelons les propriétés et les résultats fondamentaux sur les espaces

de Sobolev.

2. Espaces de Sobolev.

2.1. Espace de Sobolev d’ordre entier.

DEFINITION 1.7. Soit Q un ouvert de R"™ et m un entier naturel.
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On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note H™({2), ’ensemble :
H™(Q) = {u e L*Q): D*u € L*Q),Va € N",|a| <m},

N la L. L, C .
ou D% = m désigne la dérivée d’ordre « au sens des distributions avec a = (ay, ..., ap) €
1 O9%n

n
N |a| = «;.
i=1

On donne dans cette paragraphe Quelques propriétées des espaces H™(£2).

2.2. Quelques propriétées des espaces H™(2).. On a les propriétées suivantes :

(i) On munit espace H™(2) du produit scalaire :

(u,v)gm = Z (D%, D%v) 2, Yu,v € H™(Q).
laj<m

La norme associée étant donnée par :

1
2

1
[ull grm ) = (s U’>]2-[m(Q) = Z /Q(Do‘u)de ,Yue H™ ().

laf<m

De plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

(ii) Pour m = 0 on a H°(Q) = L?(Q) et pour tout mq > ma, on a :
H™(Q) Cc H™(Q).

(iii) Pour tout m > 0, H™(2) est un espace séparable.

(iv) Pour tout m > 0, nous désignons par Hj"(£2) la fermeture de D(Q2) dans H™ () :
Hy*(Q) = D(Q)

dans H™(Q), et par H~"™(Q) le duel topologique de H[*(12).
(v) Gréace aux applications traces, que nous allons voir aprés, les espaces H{"(€2) peuvent étre

définis comme suit :

H™(Q) = H™(Q 8j“—o Vi=0 1
0 (Q)=que ()vajfan-;m—-,

ol 6% est la dérivée normal de w suivant la normal extérieure a I' = 91).

O () =
on - Oxy

(x)m;, Ve €T
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2.3. Espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire. Lorsque s est un fractionnaire po-

sitif, Pespace H*()) se caractérise par la définition suivante :

DEFINITION 1.8. Soit s un réel, 0 < s < 1 et un ouvert de R™; on désigne par H*(2)

2
H*(Q) =< u e L*(Q // |u n£23| dxdy < +o00
Qx0 CU

muns de la norme :

1
U grm U d d .
|| ”H H ||L2 //QxQ Z' n+25 y

Si s désigne un réel positif de partie entiére [s| = m, alors l'espace H*(Q) peut étre définit de

Uespace :

la maniére suivante :
H*(Q) = {u € H™(QQ), YVa e N*| [s] =m, D% € Hsfm(Q)}.

REMARQUE 1.2. Lorsque Q = R"™; nous pouvons définir l’espace de Sobolev H*(R"™) au

moyen de la transformation de Fourier.

3. Espaces mixtes.

Soit X un espace de Banach et T un réel strictement positif. Pour p € [1,+00[ on note
LP(0,T,X) I'ensemble des classes des fonctions Lebesgue merables définies sur ]0,T| et a

valeurs dans X ; telles que t — || f(t)|/% est intégrable sur ]0,T[. C’est un espace de Banach

: :
11, = Wl = ([ 001 )

De la méme fagon, pour p = +o0o, on définit un espace de Banach L*°(0,T; X) muni de la

pour la norme

norme :
[flloe = £l Lo 0.7,x) = sup If (D x < +oc.

La proposition suivante nous donnent quelques propriétées importantes des espaces LP(0,T, X).

PROPOSITION 1.5. Pour p € [1,4+00], on a les résultats suivants :
1. Si X est séparable, alors LP(0,T,X) est aussi séparable.
2. 81 X est réflexif (respectivement de Hilbert), alors LP(0,T, X) est aussi réflexif (respective-
ment de Hilbert). On a alors L?(0, T, X) est un espace de Hilbert tels que
3. 51 X etY désignent deux espaces de Banach, X inclus dans Y, avec injection continue,
alors il existe une injection continue de LP(0,T;X) dans LP(0,T.,Y).
4. Soient p et p/ deuz exposants conjugués, p € [1; +oof.
4.a. Le duel de LP(0,T, X) s’identifie & LP (0, T, X) :
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4.2. Si Q désigne un ouvert de R™; On a l'équivalence algébrique et topologique entre les

espaces LP(0,T, LP(Q2)) et LP(]0, T[x).

3.1. Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles. Soit X un espace de Bancah et T

un réel strictement positif.

DEFINITION 1.9. On désigne par D'(0,T, X) I'espace des applications linéaires continues
de D(]0,T|) (espace des fonctions numériques indéfiniment différentiables & support compact
dans 10, T[) dans X. Un élément de D'(]0,T[, X) est appelé une "distribution” et on note pour
feD(0,T,X) et p € D(0,T])

fle) = ([, ).

Comme pour le cas réel, on donne la définition de la dérivée d’une distribution.

DEFINITION 1.10. Soit f € D'(0,T,X) et m un entier positif. La dérivée de f d’ordre m

est donnée par la formule suivante :

anf

@ =i, 22

dtm )
3.2. Espaces W?(0,T, X). .

DEFINITION 1.11. Soient p un réel, 1 < p < oo, X un espace de Banach et T’ un réel stric-
tement positif. On définit l’espace comme suit : WP(0, T, X) = {u € LP(0,T,X), %7; € L*(0,T, X)}

que 'on munit de la norme suivante :

du
ot

Y

LP(0,T,X)

1
p D
Lr(0,T,X)

Les propositions suivantes permettent de caractériser les conditions suffisantes

el = el ooz + '

ou de la norme équivalente, si p est fini, définit par :

du
at

lullweo,rx) = (Hu’iP(O,T,X) + '

PROPOSITION 1.6. Pour p € [1,+00], l’espace W1P(0,T, X) est de Banach.

PROPOSITION 1.7. Si X est séparable et p < 400, alors lespace WP(0, T, X) est sépa-

rable.

PROPOSITION 1.8. Si 1 < p < +oco et X est séparable réflexif alors I'espace W1P(0,T, X)
est réflexif.

PROPOSITION 1.9. Pour p = 2, on note H'(0,T, X) = W'2(0,T; X), on a alors H'(0,T, X)
est de Hilbert.
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3.3. Espace H'(Q)..
DEFINITION 1.12. Soit un ouvert de R™ et T un réel strictement positif.

On définit lespace :

H%Q)={ueL%Q»8“

_ p
5 €L (O,T,X)}

1
2 2
L”(Q))

THEOREME 1.7. L’espace H'(Q) est de Hilbert pour la norme définit ci-dessus.

T
/ udt =0
0
/T 2 dt < C/T Hu/Hth
0 0

T T
/”M; ﬁgc/uwv dt
0 (Q) 0 LP(Q)

pour u dérivable pour tout t € [0,T], etu € L*(0,T, (H (2))") etu’ € L? (0, T, (H} (2))")N
Q)

que 'on munit de la norme définit par :

du
ot

[ull g1y = <||U”i2(Q) + ‘

LEMME 1.1. S%
Alors

et

DEMONSTRATION. Voir J.L Lions [34]. m

Les résultats qui vont suivre seront utilisés de facon fondamentale dans ce travail :

Formule de Green. Rappelons qu’un ouvert borné €} de R" et de frontiére I' est dit de

classe C% si T est une variété de dimension n — 1 et de classe C* :

THEOREME 1.8. (La premiére Formule de Green)
Soit Q un ouvert borné régulier de R"™ (par evemple de classe C' avec T borné); alors pour

tout u,v € H' (Q), on a la premiére formule de Green :

ov ou .
/Qu(x) oz, (x)d:c——/ﬂv(x) oz, (x)dx—l—/(mu(x)v(x)m(x)df,z—1,n

e

ot m; est le 1°™¢ cosinus directeur de la normale n sortante.

DEMONSTRATION. Voir [57] =

Cette formule est une " intégration par partie généralisée ". Son importance est extréme par

Ila suite. Comme conséquence de ce théoréme, on a :
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COROLLAIRE 1.1. Siu,v € HY(Q) et si Au € L?(Q), alors :

ou
/ﬂAu (x)v () de = — /Q Vo (x) Vu (x) dz + o 01 (x)v (z)dl,

est le vecteur gradient de u et %Z = Vu.n.

N ou
ou Vu = ( )
9% ) 1<i<n

Maintenant, on rappelle certains lemmes et concepts utilisés souvent dans la démonstra-
tion de existence et de 'unicité de la solution, nous aurons besoin aussi dans la suite quelques
inégalités et propriétées des opérateurs.

Soit V un espace de Banach et V' son duel topologique.
LEMME 1.2. (Inégalité de Young)|8] Soit p et q deuz réels vérifiant % + % =1 Alors

1
V(a,b) € R2,Ve > 0, ab < “aP + —.
g

En particulier si p=q = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy.

2 b2
V(a,b) € R?, abg%—l—?.

En pratique, pour deux réels positifs a et b et pour tout € > 0

b2
v (a,b) €R2,V€>O,ab§€a2+4—g.

Notation : Soit 1 < p < oo, on désigne par p' Pexposant conjugué de p tel que %—I—}% =1.

THEOREME 1.9. (Inégalité de Hélder.)[8] Soit f € LP(Q) et g € LP () avec 1 < p < oo.
Alors fg € LY(Q) et

/Q ol < IF1L gl

1l convient de retenir une conséquence trés utile de linégalité de Hélder.

COROLLAIRE 1.2. (Inégalité de Holder généralisé)(8|
Soit f1, fa, ..., fr des fonctions telles que f; € LPi(Q),1 <i <k avec :

1 1 1 1
-—=—+—4..+4—X<1
p P1 D2 Pk

Alors le produit f = fifa...fx appartient & LP(Q) et

11y < ALF Ly - LF1L, -

LP(Q) est réflexif pour 1 < p < 0.
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LEMME 1.3. (de Gronwall)[8|
Soit f une fonction € L*(0,T), f(t) >0, p.p, t € [0,T].
w une fonction € L'(0,T), u(t) >0, p.p, t € [0,T]. On suppose :
ft) < fg,u(s) f(s)ds+ C,p.p,t € [0,T], C est une constante. Alors :

ft) < C’exp(/O w(s)ds), p.p avec te0,T).

On désigne par (f,g) le produit scalaire dans L*(Q)

(f.9) = /Q f(2)g(x)de

4. Rappels sur la géométrie Riemannienne.

Maintenant, nous aurons besoin aussi dans la suite des quelques propriétées et lemmes
pour introduire la méthode de la géométrie Riemannienne, dans le contexte des équations
réelles avec des coefficients variables afin d’étudier les problémes de la stabilisation directe et

de la controlabilité exacte (voir par exemple |20] et [62]).

4.1. La géométrie Riemannienne sur R". Dans ce paragraphe, on va introduire
quelques notions de la geométrie Riemannienne dont on aura besoin ultérieurement et on
renvoie le lecteur aux ouvrages 6], [25] et [30] pour plus de détails. Les lemmes suivants nous

donne des relations qu’on utilisera dans le chapitre 2.

LeEMME 1.4. [62] Soit f1, f2 deuz fonctions réelles dans C* (ﬁ) et soit H un champ de

vecteurs sur H = Y | al-% € R™. Alors La formule de la divergence dans la métrique

FEuclidiéenne est donnée comme suit
(i)
/diUOHdQ:/H.de.
Q T
(i)
[ ae = [ o - [ fadivo(sima.
Q I Q

LEMME 1.5. [31], [62] Soit f une fonction réelle dans C* (Q) et soient H, X deuz champs
de vecteurs sur R".

Alors Le gradient Vyf de f dans la métrique Riemannienne g est donné comme suit

(i)

Vo ) =3 (M@ 5L | o- = 4@ vor
i=1 \j=1 ¢
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(i1)
Y (A(2) Voy) v = Vyyw
8UA = oY) -V = Vgqgy.
(iii)
<vgfa VgH (f))g =DH (vgfa vgf)

1. 2 1 2 ;. n
+§dwo (\ng]gH> (m)—i\vgf\gdon, Vo € R".

(vi) On définie Uopérateur différentiel d’ordre deutr par :

"9 dy
Ay = — Z D (aij (x) 6x>
ig=1 """ J
= —divg (A (x) Voy)
= —divg (Vyy),y € C*(Q).

DEMONSTRATION. (i) On a

= 0

V@)= 3 05 @) 2L 2~ A0y
Et v
X(f) = Zn;aigi = X.Vof
= (X, Vof)o = (X.G (x) A@) Vo)
= (X,60) Vaf) = (X, Vo)
(ii) On a

=A(x) Voy.v=Vyy.v
(131) On peut voir[26).
(vi)
0 n ¢ n (%)
Ay == () 2 )=~ S o (S ai () 22)
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LeMME 1.6. [62] Soient f,h deuz fonctions réelles dans C* (ﬁ) et soient H, X deux

champs de vecteurs sur R™. Alors

(i)

(ii)
(Vof,Vghyy =V, f(h) = Vof.A(z) Voh

Maintenant, on passe 4 la premiére formule de Green associe & 'opérateur A.

LEMME 1.7. [43] Soient f1, f1 deuz fonctions réelles dans H? (2), on a

/AfldeQ_/<vgf1;vgf2>gd9_/8flf2dr-
Q 0 r

vy

Les résultats qui vont suivre seront utilisés de facon fondamentale dans le chapitre 2. On

va construire une métrique convenable sur C" bien adapter a ce type de systéme complexe.

La géométrie Riemannienne sur C".. Dans cette partie, on construit une métrique

convenable sur les systémes complexes avec des coefficients variables.

DEFINITION 1.13. On définit le produit scalaire g (.,.) et la norme correspondante |.|, sur

l’espace tangent. Pour tout z1, zo0 € C",

(21,22)g = (Rez1, Reza) g + (Rez1, Reza),

—i((Rez1, Imzg)g — (Rezi, Imza)g) .
Alors on peut définir la norme
2 2 2
1zlly = (2, 2)g = | Rezl|g + [l Tmz]l; .
Notations Soit f une fonction compleze et H est un champ vecteur sur (R™, g). On note

H(f)= H(Ref)+iH(Imf)

Vof = VyRef +iV,Imf,
el
divy f = divo(Ref) + idivo(Imf.

Le lemme suivant est un outil principal de 'utilisation de la méthode de la géométrie Rie-

mannienne, on renvoie le lecteur a 'ouvrage |25].
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LEMME 1.8. Soient f1, fadeus fonctions complexes dans H? (Q). Alors

i) la troisieme formule de Green

/ (Af1) Fad€2 = / (Vo 1, Vo fa) S
Q Q

— /F %Edf.

ovy
i)
/ fLH (f2)dQ = / H.uf fodl — / Fadivg(fLH)dS.
Q r Q

D’autre part, si f est une fonction compleze dans C! (ﬁ) et H est un champ vecteur sur R™.

Alors on a

R6<ng, Vg H (f)>g
= DH (V4Ref,V4Ref)

+DH (VyImf,V,Imf) + %H (I1v4512)



CHAPITRE 2

Stabilisation uniforme de ’équation de Schrédinger dans H%O(Q)

Ce chapitre est dédié a I’étude de I'équation de Schridinger a coefficients variables avec un
feedback frontiére de type mémoire a conditions aux limites de type Neumann. Pour montrer
P’existence locale, globale et I'unicité de la solution en utilisant la méthode dite la méthode de
Faedo-Galerkin. Ensuite, nous allons établir la décroissance exponentielle du la solution du
systéme considéré. On adopte Papproche basée sur la géométrie Riemannienne et la technique
des multiplicateurs pour prouver la stabilisation uniforme de I’équation de Schridinger dont
la partie elliptique est & coefficients variables avec des conditions aux limites dissipatives de

type mémoire.

1. Position du probléme.

Soit 2 un ouvert borné de R™ de frontiére réguliére I' = I'g U 'y ot I'g et I';sont deux

parties de I' vérifiant T'g,I'1 # ¢, [o N T = ¢. On dénote par

z/:zt: i2=-1.

a;
Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance de la fonction

z par rapport a x (parfois par rapport at). L’objet de ce chapitre est de chercher une solution

du probléme mizte suivant :

z—iAz = 0 dans  Qx]0,+o0]
z2(z,0) = zo(x) dans
z =0 sur  Tox]0,4o00]
68;,4 = u sur  T'1x]0,4o00]
ol 8(?; = szzl a;j () a%-”i et v = (v1,...,vpn) est le vecteur normal, et u la fonction de

controle tel que
t
u:/ k(t—s)z(s)ds — bz.
0

A fin d’étudier le probléeme et de formuler le théoréme d’existence et d’unicité on aura besoin
des hypothéses suivantes :

e Hypothéses.

23
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(H1) L'opérateur différentiel d’ordre deux A est défini comme suit :
n
0 0z
Az = — | aij (x) =— | -
Z 81‘, ( U( )8.%'J>
2,7=1
ol les coefficients réels (ai;) de classe C*° V 1 < 4,5 < n sont symétriques et il existe une

constante positive oy telle que :

(@) Y aij (@) &G > a1 Y ai (2) &,
i,j=1 hj=1

n

(1) Y aij (x) &5 > 0,

ij=1
pour tout x € Q, £ € R™.
(Hs) On suppose que la fonction k € C3 (RT, L™ (Q)) est décroissante. En outre, on suppose

qu’il vérifie les conditions suivantes :

()36 >0, k" > —6 KTy x R*

(b)K (0) = —k (0)
()K" <0, Iy x R
On propose que

_ 3 1./
I= (m)grlfxw (=K) #0

= sup k(t)
(z,t)el xR+

(Hs) On suppose que la fonction b € L (I'1), et qu’il existe une constante positive [ telle
que :

b>p

pour tout x € I';.

REMARQUE 2.1. On wva transformer la condition au bord sur la partie I'1, on suppose que

zo = 0 on I'y. Par intégration par partie :
/ E(t—s)z(s)ds = [k:(t—s)z(s)]g-i—/ K (t—s)z(s)ds
0 0
:/0 K (t—s)z(s)ds+k(0)z(t) —k(t) 20

:/0 K (t— )z (s)ds+k (0) 2 (2).

Donc a travers ce chapitre la condition sur I'y sera :

u:—/o K (t —s)z(s)ds — k(o) z (t) — bz.
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Formulation variationnelle. Pour étudier l’existence locale, globale et la décroissance
exponentielle de la fonctionnelle d’énergie, nous procédons & obtenir une formulation varia-
tionnelle du probléme propose. Pour cela, on définit ’espace H%O (Q) comme une fermeture de
I’ensemble D(Q), des fonctions indéfiniment différentiables et a support compact dans H'(Q).

On peut le caractériser comme suit
H%O(Q) ={z€ H'(Q),2 =0 sur I'y}

muni du produit scalaire

La dérivation étant prise au sens des distributions.

DEMONSTRATION. Multiplions la premiére équation du probléme par un élément v €

H%O(Q), intégrons le résultat obtenu sur €2 et utilisons le formule de Green.

/ZtUdQI/AZ’UdQ_IZ/a ( §y> od$?
T Zj

. 0z O0v
_IZ/FlCL,L]( ) VZUdF]__lZ/aZ] aixaixjdg

3,j=1

:i‘z; vdFl—IZ/ gj;;;dsz

i,7=1

de la condition au limite sur I'y, on a

/tade:i/rl(—/otk:’(t—s)z(s)ds—k:(o)z(t)—bzt)vdl“l

On obtient la formule variationnelle suivante :
(z1,0) +1ia (z,v) +iB (t, z,v) = i(bz,v), Vv € Hp (). (1)

ou

B(t,z,v):/ (= [ B (1= 5)2(s)ds — k (0) 2)udl'y, B(O, 2, v) = 0.

I't 0
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2. Existence, unicité et régularité des solutions

Ce paragraphe comporte une étude basée sur la méthode de Faedo-Galerkin de existence,
de l'unicité et de la régularité de la solution du probléme, et sous les hypothéses que nous
avons cité précédemment, 'existence locale et 'unicité d’une solution faible seront obtenus
en se basant sur les approximations de Faedo-Galarkin. Ci-dessous, on va établir un résultat

concernant l’existence, 'unicité et la régularité des solutions du probléme.

THEOREME 2.1. Supposons que les hypothéses (Hy), (Ha) et (H3) sont vérifiées.
1- Pour tout zo € V = Hllo (), il existe une solution (faible) unique du systéme considéré
vérifiant :

2eC(0,T[,V).

2-8i zo € H* ()N HE (Q) tel que gTZi = —1k(—5)2(0) sur T'y. Alors la solution z (dite forte)
est plus régquliére

zeCct(0,T[,V).

DEMONSTRATION. La preuve de ce théoréme est formée de trois étapes :
- On construit des solutions "approchées" par la méthode de Faedo-Galerkin.
- On établit pour ces solutions approchées, des estimations a priori.
- On passe a la limite.
Commencons par introduire la suite (e,)neny de fonctions ayant les propriétés suivantes :
ey € Hllo (Q),V n;

Ym, e1,...,en sont linéairement indépendants ;

Pespace engendré par la famille (eq,...,ey) est dense dans Hllo (Q) c’est a dire (ep)nen un
ensemble des fonctions dans V' qui forment une base orthonormée pour L?(2), on cherche

alors une suite (z™) = (2" (t)) sous la forme
m
ZM(t) =Y ajm(t)ej, t €[0,T)
j=1
solution du probléme variationnel approché, associé au probléme proposé suivant :
(z{",ej) +1a(zm, e;) +1B (t, 2m,€e5.) = —i(bz",€e5), 7 =1,...,m.(1)
avec la condition initiale

m
2m(2,0) = Zom, Zom = Zajm(t)ej,, dans Hllo (Q) lorsque m — oc.
i=1
On obtient un probléme de Cauchy, on est assuré de l'existence d’une solution, (noter que

det(e; ,e;) # 0 grace a la linéaire indépendance de (e, ..., e;,) dans un intervalle [0; T5,] ; les

estimations & priori qui suivent montreront que 7,,, =T. m



2. EXISTENCE, UNICITE ET REGULARITE DES SOLUTIONS 27

2.1. Premiére estimation a priori. Posant dans (1) v = z{"*, on trouve

(zee, 2{") +ia (zm, 2") + 1B (t, 2m, 21") = —i(bz", 2")

En prenant la partie imaginaire, il résulte

8zm82t L B Voo
Z/GU oz, 8x]dﬂ = /Flb|z |2 dIy Re</rl/ K (t = ) zm(s)2" ()dsdﬂ)

ij—1
2 Re </F / ()dde1>
Mais 1
—/b|z§”|2d1“1—Re (/F /Otk'(t—s)zm(s)ztm(t)dsdm)—;Re </F /Otk(())zt(tw(t)dsdn>

1 1 ¢
— _/ blz™|?dly + 2/ k'|Z™|? dly — 2/ / K" (t — s)|2™ (s) — 2™ (t)|* dsdl
Iy Iy I

%% [/ k\zmﬁdrlhzdt U /k: 2" (s) = 2" ()] dsdfl]-

8Zm 8zt 2 1 / ’ 2
i Q| = blz*|" dl - k' |zm|” dl
Z / a] 8.%2 8%_7 /Fl ’Zt ’ 1 + 4 r, |Z | 1

7,0=1

_i% [/Fl k|zm|2dl“1} +% Url /t K (t —s)|2™ (s) — 2™ (t)|2dsdr1]
_5% UF/ (t—s)|=" —zm(m?dsdrl}

D’aprés les hypothéses sur les fonctions k,et b on a :

1 1 t
—/ b|zm|* dly + 2/ k:’|zm|2d1“1—§ U / E'(t—s) |z (s) — 2™ (t)\’zdsdrl} <0
N} Iy Iy Jo

donc

Alors

azm 8yt 1d 2
ol <22 2 dr
([ 22 ) <22 [ st
¢
/ / K (t—s)|y™(s) —y™ (t)stdI‘l} .
r; Jo
d’autre part, on a
0Zm Ozt 8zm 0Zm
——dQ)
(wz:l/ aij (@ 83: oxj ) 2dt (Z/ 81‘1 oxj )
2dt </ IV g2m > dQ)
1d 9
—— mEdQ ) < .
5 7t (/Q\ng ,d ) < cte

d’oti résulte que
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/|v " (T)2d < & /yvz 0)[2 do2

d’autre part, on a

8zm8zt 8Zm 0Zm

i —dS)
]Zl/a] 0x; 8:1:] 2dt IZ/ Bx oxj
— 33 ([1Vsmlan).
1d
Sq (/Q|ngm|§ dQ) < cte.

;/ngz (T)[2d2 < /|Vz (0)[2 d2.

Alors

d’ot1 résulte que

Alors

2.2. Seconde estimation a priori. On dérive (1) deux par rapport a t, et on pose

v =z
(zi1's zit) /1“ / K" (t " (s)ds — k(0) 2™ + bzy")zdT
1
62,@” oz
+1 ]zjl/ a” 8$1 al'de

i / b2z dly = 0
I

On prend la partie imaginaire

8ytm oy __/ / / Py —m
Z/QU Da; DwydQ | blym|® dl'1—Re N E'(t—s)2™ (s) 2z} (t) dsdl'q

i,7=1
—Re </F/ £)277 (t )dde1>

D’aprés la définition de k

0
—/ b|z7|? dl'y — Re (/ / k”(t—s)zm(s)zft"”(t)dsdn)
I I'y Jt
—Re </ / t) 277 (t )dF1> = —/b\zg}\zdfl
I

1
—2/ K22 dry + / /k §) |4 (1) — 2™ ()] dsdl'y
Fl 1_‘1

1 d
_1d [—/ K |2m2 dry — / /k §) |2 (1) — 2™ (5)2 dsdl“l]
2dt I I

On déduit que :

—/ blzm|?dry — / K" |Zm™)? dly + = / / K" (t — s) |2 (t) + 2™ ()] dsdl; < 0
Fl l—‘1
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Alors

8Zt 8ztt 1d 7 m2
< _Z_(_
Z / aij (@ 3:6 oxj ) = th( /Flk ¢

i=1
3 [ [0 o

D’autre part

8zt 0z _1d 2
Z/“” D 0w, ™) T 2 /Q’ngt g 12

3,j=1

Alors

1 0
V2 dQ)_— /kz’ zmzdfl—i—/ / K" (t — s) |2 (t) + 2™ (s)]? dsdly).
53 ([ 1o s [ Ry [ e = o P sy

D’apres les hypotheéses sur la fonction k, on en déduit

1 1 t
_1d [ K |zm|* dry + / / K" (t — s)|2™ (t) + 2™ (s)]? dsdl'y
2dt Fl 2 Fl 0

m|2
<0.
2dt</v ng>_O

1
/|ngt | dQ) < - /|V | aQ |z -
2 Ja

Donc

D’ou

2.3. Passage a la limite. On déduit qu’on peut extraire des sous-suites convergentes
(z™), et (z7) de (2™), et (z") respectivement et telles que, lorsque m — +oo, on a 2™
— 2z faiblement dans L* (0, T; H%O (Q)) 2™ — 2 faiblement dans L (0,T;L?(Q)). Par
ailleurs, il résulte, en particulier que 2™ est bornée dans L™ (O,T; Hllo (Q)) et z{" est bornée
dans L (0, T; L? (Q2)) . On sait que Uinjection H'(0,T,V) < L*(0,T, V) est compacte. Donc
fortement dans L?(0,T,V). Pour j € N* five quelconque et ¥Ym > j, on a

<Z;5m,€j>+la( ) 15( ):_i<bzz’n7€j>> j:1>“'7m

De la convergence faible, on déduit que (2", ej) — (2¢,e;) faiblement dans L>°(0,T) a (2™, e;)

— a(z,e;) faiblement dans L>°(0,T'). Et par conséquent par passage & la limite, il devient

(2", ej) +ia (2™, e5) + 1B (t, zm,e;) = —i(bz",€j), j=1,...,m.
Comme (e1,e3.,...,en) est dense dans H%O (), on obtient pour tout e € H%O (Q):

(24", e) +ia (2™, e) +1i6 (¢, 2", e) = —i(bz{",e), i =1,...,m.

1l résulte que z satisfait a la premiére équation de systhéme. Maintenant, on passe 6 [’'unicité.
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2.4. Unicité. Soient y et z deux solutions du probléme proposé au sens du théoréme de

Uexistence. On pose w =y — z. Alors w satisfait

—iAw =0 dans Qx]0,4o00]
w(x,0) =0 dans €
w=0 sur  Tox]0,4o00]
(597“; = —fot K (t—s)w(s)ds — $kw+bw, sur  T'1x]0,400]

Multipliant par W la premiére équation de systéme, intégrant sur Q. En appliquant la formule

de Green, on obtient

811) awt
/]wt] dQ—lZ/ a;j (x VzwtdF—&—lZ/aU 92 837de 0.

t,j=1 i,j=1

Prenant la partie imaginaire de la relation précédente

) 1
/ywtdrl:Re/vnggwtdQ:2/[ v, |}d9—2dt/|Vw )|2 dS2.
F1 Q Q

Pourt=20, on a

t
/|vgw§d9+/ k;|y|2dr1_/ K (t— ) [ (t) — w ()| dTyds = 0.
0 I' 0 I'

Puisque, k est une fonction positive et décroissante alors

/\vgwjdsz:_/ klyl dP1+// K (t— ) [w (t) — w (s)[2 dT1ds < 0,
Q I

on déduit
2
/ [Vgwl, dQ2 <0,
Q
et donc
Vow =0
Ainsi, en utilisant la condition au limite, nous obtenons w = 0.

D’ow lunicité. m



3. STABILISATION UNIFORME 31
3. Stabilisation uniforme

Notre deuxiéme objectif dans ce chapitre est de déterminer

u:—/o K (t —s)z(s)ds — k(o) z (t) — bz.

sous forme d’un feedback frontiére de type mémoire, telle que la solution du probléme proposé
décroit exponentiellement. Ce choix de la fonction de contrble u nous a été inspiré par le
travail de Guesmia [24] tel que A = A dans le cas ou le feedback est linéaire et par Aassila
[1] dans le cas non linéaire en utilisant la technique des multiplicateurs sur ’équation des
ondes. Cette étude a été généralisée par Shugen.Chai Yuxia.Guo |20| aux équations des ondes
a coefficients variables en adaptant une approche développée par Yao|62] et qui combine la
géométrie Riemannienne et la technique des multiplicateurs, Serge Nicaisie et Pignotti [54] en
se basant sur la construction d’une fonction de Liapunov qui est équivalente a la fonctionnelle

d’énergie du probléme des ondes a coefficients variables.

3.1. Décroissance exponentielle. Dans cette partie, on montre que la solution forte
(réguliére) du probléme considéré décroit uniforme dans espace d’énergie V. Par un argument

de densité, on a le méme resultat pour la solution faible. Notons que

Q=0 x[S,T]
20 = FO X [S,T]
21 = Fl X [S,T]

Dans le lemme suivant, on démontre que le systéme proposé est dissipatif.

LEMME 2.1. Pour z € V, on introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probléme

Proposé par

QE(t):/Q|vgz|§dfz+/F l<:|z|2d1“1—/0 /F K (t—8) |2 (t) — 2 (s)> dDyds. (2.2)

Soit z(x,t) solution du probléme considéré. Alors, la fonctionnelle d’énergie définie par (2.2)
est strictement décroissante sur [0,+00). De plus
E(S)— E(T) = / blaof?dSy — 1/ K22 d5 + & /t/ K'(t — ) |2 (t) — 2 (5)|? dS1ds.
= 2 /s 2Jo Jx
DEMONSTRATION. D’aprés les hypotheses (Hy), et (Hz)on a E (.) est positive.
Pour zy € H3(2) N Hllo (Q), E(.) est dérivable et

2F' (t) = /Q(ngtvgzdﬁ + V2V 42)dS2 +/r k' |z|* dly + 2Re/F kzdly
1 1

_/t/ K" (t = s) |2 () — 2 (s)|> dTds
0 JIh
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_/Ot /Fl K (t—s) %(z (t) — z(s)) (M) dsdl'y.

On multiplie la premiére equation de systéme proposé par z; et on intégre sur 2,

/ (2t —1Az) ZdQ2 =0
Q

/ 212¢d€) — i / Azzid) =0
/|z]dQ—1/Z a ZdQ =0
t 3561 t =

La formule de Green nous donne
0z 07
/ |zt\ dQ —1i Z / aij (x sztdfl +1 Z / a;j (x axla—x;dﬁ =
i,7=1 4,j=1
On prend la partie imaginaire
0z 07
/ \zt| dQ —i Z / aij (z sztdl“l—i—l Z / a;j (x a—;a—;tdﬁ)
4,7=1 i,j=1 ? J

On observons facilement que

0
Re / (Vyzt, VyZ)gdQ = Re Z Iy
Q r Ova
Et on multiplie la troisiéme equation de systéme par z;, et on intégre sur I’y
0z o t , o o
—Zdl' = k(0) z (t) zzdl'y — E'(t —s)z(s)ds | zdl'y — bz zidl'y
Iy 8VA Iy 'y o IR}

on prend la partie réelle

t
re [ 22 = Zdl = —Re/ k:(O)z(t)ztdFl—Re/ (/ k’(t—s)z(s)ds)ztdfl—/ bz |* dTy.
't v VA I'1 I'1 0 I'1

On a

E'(t) = Re/g(ngt, VgZz)gdQ — Re/o /F K (t—s)zi (t) (2 (t) — 2 (s))dl1ds

1 1/t
+Re/ kztzdr1+/ k’|z|2dF1// E'(t —s) |z (t) — z (s)[* d1ds.
r 2 Jr, 2Jo Jr,
Alors

1 t
B (1) = Re/ aa—zzﬁdm L2 w2, - Re/ K (t— )7 (1) (2 (1) — 2 (5)) dTyds
r, 0vA 2 0 Jry

'

1 t
+Re/ k:ztzdI‘l—/ / K" (t —s) |z (t) — 2 (s)|* dTds.
I 2 0 JI'y

D’autre part, on a

o
ovy

:_/O K (t—s) 2 (s)ds — k (0) 2 () — bz,
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Alors on obtient

——/Fb\zt]QdF—Re/rlk(O)z(t)zt(t)dH—Re/rlzt</0tk'(t—s)z(s)ds> dl'y
+;/F k’z|2d1“1—Re/0t/F1 K (t—5) % (1) (= (£) — = (s)) dT1ds

t
—i—Re/ kzizdl'y + L / / K" (t —s) (2 (t) — 2 (s))? dD1ds.
I 2Jo Jr,

On obtient

1
— _/ blz|? dly —Re/ k(0)z(t)Zz(t)dly +Re/ kZzdl +2/ k' |z|? dT'y
Iy r

1 '

I
t ! Zt 1 ! " 2
e [ [ ¥ 9m0s a3 [ [ K91z 0P aras

_Re/o /F k/(t—sm(t)z(t)dsdrlﬂae/o /F K (t— )5 (£) 2 (s) dTy dsdTy.

Ensuite I’égalité ci dessus prend la forme suivante

1 1/t
E'(t)=— [ blz|*dli+ = [ K|z2]*dl; — K" (t —s)|z (t) — 2 (s)|* dT'1ds
2 2
1N Iy 0 JI

+Re/0t/rlzzt(k-k(@)-/otk’(t—s)ds> iy,
Re/rlzzt<k—k(0)—/0tk:’(t—s)ds> dry = 0.

1 1 [t
E’(t)——/ b\zt|2d1“1+/ k’|z[2dl“1—/ / K (£ — 8) |2 (1) — 2 ()[? dT1ds.
I 2 I 2 0 I

Observons que

Par conséquent

Puisque la fonction k est positive et décroissante; et b une fonction positive alors E(t) est
décroissante et pour tout 0 < .S < T < oo on a

E(S)—E(T)_/

1 1/t
b‘zt|2d21_/ k,|2!2d21+/ / E' (t —s) |z (t) — 2 (s)]* dS1ds.
o 2 s, 2Jo Jx

]
Le lemme suivant nous donne une identité trés utile pour la démonstration de notre résultat

de stabilité.

LEMME 2.2. Pourtout0< S <T <ocoona:

2
H.
5o \OVa ) |va (), o Y 5, \Ova o1

_2Re/ DH(ng,ng)dQ—/ ]ng\f] dideQ—i—/ 2 H (2)d |% +Im/ ZizdivHdQ.
Q Q Q Q
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DEMONSTRATION. Multiplions la premiére equation de systéme proposé par H.VZ, et

intégrons sur . On a
/ zeH.NVZdQ) — i/ AzH.VzdQ = 0.
Q Q

Au début, on va intégrer par parties sur |S,T|, donc

/ 2 H.VZdQ = / zH.VzdQ |5 — / 2H.VZdQ.
Q Q Q

Ensuite, nous appliquons la formule de Green. On trouve

/th.Vde:/zH.Vde \g—/zth.I/dZ—ﬁ—/ztdiv (z.H) dQ.
Q Q z Q

Alors la relation présédente devient

/ 2 H.NVZdQ = / zH.VzdQ L — / 2Z H.vdY + / ZizdivHdQ + / ZH.V 2dQ.
Q Q by Q Q

D’autre par, on a zy = —1AZ, donc la formule ci dessous aura la forme suivante :

/th.Vde:/zH.Vde \E —/ zth.VdE—i/ AzH.Vde—i—/thdideQ.
Q Q ) Q Q

Insérant la formule de ci-dessus, on obtient

/zH.Vde \g —/ z2ZiH.vdy — i/ AzH.Vde—i—/ ZizdivHd(Q — i/ AzH.VZdQ =0
Q ) Q Q Q

/ zH.NVZdS) |£ —/ zZziH.vdY — i {/ (AZH.NVz + AzH.VZ) dQ} + / ZizdivHdQ).
Q by Q Q
Donc
/zH.Vde |§ —/ 2ZiH.vdY — 2iRe/ AzH.Vde—I—/ ZizdivHdQ = 0.
Q by Q Q
D’ou
2iRe / AzH.NZdQ = / zH.VzZdQ % — / 2Z H.vdY + / ZizdivHdQ.
Q Q = Q
Prenons en compte les parties imaginaires, on obtient
2Re / AzH.VZdQ = Im / zH.VZdQ L —Im / 2Z H.vdS + Im / ZizdivHdQ.
Q Q = Q

De la formule de Green, on a

/Q AzH.VZdQ = /E V20 H (y) dS — /Q V2V (H (2)) dQ

- [ 9 yyds - [ (V4 vg it (e
by Q

ova

En appliquant la relation (iii) du lemme 2.5; on trouve

1 1
/AZH.VZdQ:/ ﬁH(z) dE/ DH (Vy2,Vyz)dQ—= | div (yvgz|2.H) dQ+/ V2|2 divHdQ.
Q s Ova Q 2 Jq 2)g 7Y
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Pour continuer, on a besoin des conditions géométriques suivantes :

Les conditions géométriques sur I'g sont

Ces conditions implique

= 2Re ﬁH VzdXy
5, VA
0z 0 H.w

2
:236/ <az> LA
>o 81/14 |VA ("E)|g

Puisque z = z; = 0 sur Xy, on a

Im/ zzzH.vdY = Im 2zt H.vd¥g = 0,
b)) o

et d’autre part, on peut voir que
0 0z
2Re/ <Z> H(z)ds = 2Re/ < > H.VZdY,,
» 61/A 8I/A

Im/ zZzzH.vdY = I'm 2z H.vd>q.
b)) ]

Ensuite, on va remplacer les conditions frontiéres, on obtient alors

ore [ Lz )d20+2Re/ H (%) d>, —2Re/ DH (Vy2,V,4%) dQ
2o 8VA aVA Q

et aussi

_/ |vgzy§H.yd21—/ \ng|§H.vdEo+/ V22 divHdQ
>0 Q

= Im/ Z)dS2 |S —Im 2ziH.vd¥ — I'm zzeH.vd¥y + Im/ zZzrdivHdQ).
1 o Q

9z \> H. d
Re/ < Z) v 2d20+2Re/ <Z> H (7) dSi+Im zth.Vle—/ V2|2 HvdS
S0 \OVa ) |va (z)|, s, \0va o o

2
H.
—/ (8z> v dzo_me/DHvzvde/yvz\ dedQ—Hm/ 2)dQ %
3o

va) |va(x)l;

+Im/ ZizdivHdQ.
Q
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Finalement, l'identité désirée est donnée par

2
H.
/ ( az) Y d% —/ V22 Hods,
Yo aVA ’VA (x)‘g 1 g

+2Re/ (82) HZ)dE +Im | zzgH.od¥,
> 8VA bl

_2Re/ DH(ng,ng)dQ—/ \ng\?] diUHdQ—i—/ 2 H (2)dQ |k +Im/ ZizdivHdQ.
Q Q Q Q

Preuve de la stabilisation uniforme. Notre résultat de stabilisation est le suivant :

THEOREME 2.2. Soient les hypothéses suivantes (Hy), (Hs) et (Hs) sont vérifiées, suppo-
sons en plus les conditions géométrique suivantes :

Il existe un champ de vecteur H sur (R™,g) tel que :
iI)VX € T,R",a > 0,(DxH,X), > a|X[}

ii)H.v <0 sur Ty
iit)H.v > 0 sur I'y.

Alors pour toute donnée initiale zy € Hllo (Q), ils existent deux constantes positives M et w

telles que

E(t) < Me “'E(0).

REMARQUE 2.2. Des conditions suffisantes pour existence d’un champ de vecteur H
vérifiant ’hypothése (i) sont présentées dans [62]. Des exemples sont donneés aussi dans le
méme article. D’aprés Komornik 26|, pour établir ce théoréme il suffit de montrer que pour

toute solution du probléme on a V.S > 0,
/ E(t)dt < CE(S).
0

DEMONSTRATION. Soient 0 < S < T < o0.

Grace a (i) lidentité du lemme devient

9z \? Huv
2a/Vz2dQ§/ < > dEo—/ V,z|? Hvds,
Q’ g ‘g ZO aVA ‘]/A (:(,‘)|§ El| g ’g

0z

() H (z)d%, +/ V2|2 divHdQ
d 0 g

+Im ZizH.vd¥ + 2Re/
21 E1

—Im/ 2H (2)dQ |} —Im/ ZezdivHdQ.
Q Q

VA

La condition (ii) donne

Qa/ \ng|§ dQ < / |ng|§ H.vd¥,
Q P}
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+2Re/ (Eh) H((z)dS1 +Im | 22/ HydS,
8VA N

—|—/ ]ng\ZdideQ — Im/ 2H (2)dQ |} —Im/ ZizdivHdQ.
Q Q Q
Pour continuer, on a besoin les lemmes suivants.

LEMME 2.3. Soient 0 < .S < T < 00,Ve > 0.

0z 9z \ 2
2 _
— H.vdY 2R — | H d¥, < C — | dX
/EI‘VQZ’Q v+ 6/21<5VA> () B < O/El<am) .
2
o 1
L

DEMONSTRATION. On remarque que

2Re/ <8z> H(z)dS = 2Re/ ( 0z > H.VzdY,.
p3f} 8VA 8VA

Alors, grace a ’hypothése (iii) on a
oo |2
P

‘2R€/ ((92) H.VzZd¥,
AN

En appliquant Iinégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour une constante positive a; > 0

2,
¥

De la condition (a) de I’hypothése (Hy), on obtient

|H|? 1 2 |H|? 0z \° 2
o1 le—i—f Vz|" HvdY, < aqsup — | d>X1+ Vz|2 Hvd¥q
I8 <am> 1.0] o V7 1] S, \owa oy Vol

tel que

|H|

H.vdx
‘H ’|Vz| 14 1

(91/,4

H| oo / 0z \* |H|” 1 2
H.vd¥ < —_— dx — Vz|® Hvdy%
] VR S on | G0 ) T T oy Jy, VAT HvdE

va

Alors

0z 9z \ 2
— V.z|? Hvdy +2R/ <>Hd2 gc/ <> dy.
/21! g2l, Hvd¥ ° o, \ona (¥)d%x1 < Gy o \ava 1

m Pour continuer, on a besoin aussi le lemme suivant.

LEMME 2.4. Ve >0

‘Im/ 2ztH.vd¥q — Im/ 2)dQ |§| < 2aq sup |H]| |z¢|* dy + esup |H (x)| E (S)
2y z€Q 21 zeQ
SUp, g | 7] ey 2
+— d¥y + | ——sup |H z
201 - |2 | 5 xeg\ (@)] ] | |C([5,T],L2(Q))
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On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le terme suivant

‘Im / 2zt H.vd>q
bl aq

1
< / |z|2H.ud21+2a1/ |z|* H.vd%,
2 El E1

su
px€Q| | |2|? dS + 2y sup |H| |2e|? d3.
2a1 21 z€Q 21

Maintenant, on majore I'autre terme

‘—Im/ S H(2)dQ |5
Q

_ /Q 2 (T) H.V = (T) — 2 (S) H.V= (S)| d)

< sup |H (x /yz V2 (T)] d92) /\y ) V2(S)| d)

zeQ
< H — T — T — — 9]
_ilelg\ (x)\(/g( 5 12 (D) + S Vg2 (T)[; + = 12 (9)] + S Vg2 (S)],)dS2)
o 9 1 2 Qi 2 1 2
< H — T — T — — Q
_ilelg\ (96')\(/9(2 z(T)] + S Vg2 (T)[; + = 12 (9)] + S Vg2 (S)][,)dS2)

1€
< esup |H (z)| E(S) + (; sup [H (x)l) |2les.r20))
€N €N

Exploitons l'inégalité de Young et I’hypothése (a) de (Hy); nous permettent d’éstimer les

deux termes de la formule de 'identité comme suit

\fm [ smvas; —1m [ o @ae | < + (2 sup |H (2 >|> (25712200 +=5up [H (2)] B (S)
b zeQ zeQ
S olH
UPLW 2|2 21 + 200 sup |H| |22 dy.
21 1 TEQ %]
u
LEMME 2.5.
82 2 13 2
]ng\ divHdQ — Im z/zdedQ < C’1 — | dX1+ = | |V4z]0dQ
21 8I/A 2 Q 9
a1 . 1 . 2
+ | ==sup |V, (divH)| + — sup |divH | |z|" d>q
2 sen 4.en i
tel que

C = o sup |divH|
2 z€Q
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DEMONSTRATION. On a

—Im / 2/ 2divHdQ = Im / iAZzdivHdQ
Q Q

= Re/ div (V4Z) zdivHdQ).
Q

En appliquant la formule de Green, on obtient

Re/ divH (V4Z) zdivHdQ = Re/ (
Q 21

o

)zdideEl— / V2|2 divHdQ— / 2V ZV, (divH) dQ.
ale Q g Q

On estime les deux termes suivants

0z

< sup |divH| 5
b VA

e 1

‘Re/ ﬁzalz'vHalZl ly| d3;.
31

VA

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et utilisant ’hypothése (a), on obtient Yaq > 0.

2
1
Re/ 02 ) g, | < supldiv| | % (8’2) dS+sup |divH| (/ |22d21>
1 aVA Q o ! =

€N 3 2 7 e a1
9z \? 1
< a sup |divH | <Z) d¥, + — |2|? ;.
2 zeQ b aVA 20[1 bl

Maintenant, on a la majoration suivante

Re / 2,2V, (divH) dQ’ < / 2V, (divH)||V,2] dQ
Q Q

. On applique encore une fois 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition (a) de I’hypothése

(Hl), Ve >0

) _ € sup,.q | Vg (divH 2
/ 12V, (divH)| |V,z] dQ < 2/ Vy2[2dQ + e | 29( )| /Mde
Q Q € Q

Alors, on a

2
1
Re ﬁ,Z'diUHth < Cl/ 0z d¥y + —sup |divH | |22 d%;.
1 8I/A 4 e} b3

», O0vA z€Q
tel que
a1 .
Cy = — sup |divH|
2 z€Q
. Donc on a obtenir la majoration de deux termes de l'identité

2
‘/ \vgzyf]dq;deQ—Im/ ztzdideQ‘ gcl/ (aaz> d21+;/ Vyz[2 dQ
Q Q 1 VA Q

1
(3;sup|vg(divH)|+4sup|divH|>/ 22 a3,
€N e 31

D’autre part, on a

(;Z)z _ (—/Otk’(t—s)z(s)ds—k(O)z(t) —bzt>2
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— 02|’ + <—/0tk:’(t—s)z(s)ds>2

+2k:(0)z(t)/0 k'(t—s)z(s)ds—l—(k(O)z(t))2+szt(/(] K (t —s)z(s)ds+ k(0) z ().

Exploitons l'inégalité algébrique, on a

/21 (5954)2@1 = 3[/21 (_ /ot Kt =)z (o) d5)2d21+/21 k(0) |Z|2d21+/21 b |21 dS1).

Insérant les relations présidentes dans la formule ci dessus, on obtient

2

/21 <_ /Ot K (t—5)z(s) ds> ool

5
+/ t|2d21+02/ 2 dS += |VgE|§dQ+ssup|H(x)|E(S)—l—?oq sup |H |
51 o 2 Jq €9 weq %

2a/ V,212dQ < 3(Co + C1)
Q

+3(Co + C1) [/E k(0) 2 d5

1

z/‘Q d>q

£ 2
+ (2 ilelng(l"N) 2Csm,2@) »

tel que

1
Cy = a—; sup V4 (divH)| + 1 sup |divH| + &% sup |H ()]

e € z€Q
| ]

Dans le lemme suivant, on procéde comme dans [22|, par la méme technique utilisée par

Laseicka et Triggani dans [39].

LEMME 2.6.
|21 (.1, 22() </Z [bz[* d%1.
1

DEMONSTRATION. Pour cela, on suppose

’z%([S,TLLZ(Q)) >/E |bzy|* d3.
1

Montrons maintenant qu’il existe une suite (zp)nen telle que

|2nlEs,m ) = 1 e'f/Z b7 d1 = 0.
1

On majore E (0). On a

T
2a/ |vgz|§dcg—§/ E(t)dt —esup |H (2)| E(S) < Co [ |2]*d%,
Q S e P

+2aq sup |H| EAR
z€Q X1

e
+ (1 sup [H (55)|) |Z|?J([S,T],L2(Q)) + 20 SUE|H| |Zt’2 ¥

2 z€Q e 3

/21 <—/Otk’(t—s)z(s)d8>2d21+/21]{;(0)|Z’2d21+/21 |bZt|2d21]'

+3(Co + C1)
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La formule de ci-dessus sera pour S =0

g
— su

2 x€Q z€Q D] 2 e

[(2@ — i) T —esup |H (z)]

E(0) < 2a; sup |H| \Zt|2d21+< PW@)\) |2[&s.1.02 ()

+2a sup |H| |2 |? d3 +
zeQ X

t 2
/ (—/ k’(t—s)z(s)ds> d21+/ k:(())\z|2d21+/ |b2|* d%;
> 0 1 1

1 t
+c2/ 122 A% + <2a—€>T[/ k’z\2d21+/ / K (¢ — ) |2 (£) — 2 ()2 dS1ds].
o 2 ol 2Jo Jx

Donc

3(Co+ Ch)

E(0) < (msupm(xn.

2 z€Q

(2@ - E) T — esup |H (x)]
2 zeQ

Alors, (20) est bornée

|22‘H%0(Q) < cte.

Donc on peut extraire une sous suite
0

70
Zp = Z

qui converge faiblement dans H%O (Q). Soit z (t, 20), la solution correspondante du probléme

et la condition initiale zj.

Zi (t,z0) = 1Az (t,z9)  dans Q,

St %0) = % dans 9,
Z(to,20) = O sur X,
0z , .

ﬁ(t,zo) =0 sur 1,

Alors

zn(t, 22) — Z (t, 20)

* faiblement dans L™ (0, T, H%O (Q)) et zn(t, 23) est uniforme bornée dans L* (0, T, Hllo Q).
Par compacitie z, (t, z) — ¥ (, z0) faiblement dans L> (0, T, Hy, (2)). Donc |Z (t, 20)l s rr2@) =

1. Mais d’aprés, I'unicitie de la solution on a z (to, zo) = 0 dans Q) ce qui est une contradiction

avec la proposition, alors

2257, 22(0)) < /Z [ZARe S
. 1
Maintenant, on passe & la majoration de la cinquiéme estimation de la formule de I'identité.
En inspirant I'idée de la preuve par le travail de Guesmia [24] dans le cas ou le feedback est
linéaire et par [4], [1] dans le cas non linéaire en utilisant la technique des multiplicateurs sur

Péquation des ondes. Aussi par [20]| aux équations des ondes a coefficients variables.



42 2. STABILISATION UNIFORME DE I’EQUATION DE SCHRODINGER DANS H%O(Q).

LEMME 2.7. Soit e > 0, vérifiant
einfk' +1>0
Iy

Alors, pour tout 0 < S <T <00, on a

J,

2

_/tk;’(t—s)z(s)ds d¥; < C3E(S).

0

Tel que

[k (0)] oo (ry)

DEMONSTRATION. Soit e > 0 vérifiant (2.3) et posant

k (0)

@)

h(z) =

La condition (2.3) implique que h > 0 et h € L*° (I'1). Notons que

I= (—/Otk’(t—s)z(s)ds>2—h/otk:”(t—s)|z(t)—z(s)|2ds+hk’z2.

En appliquant I'inégalité de Hélder, on trouve

< </Ot—k’(t—s)ds> </0t—k:’(t—s)zz(s)ds>

— t// —82288
h/okz(t )22 (s)d

t
+2hy / K (t— 8) 2 () ds + Bk (0) 2% — hk'2% + hi' 22,
0

1l facile de vérifier que [, —k' (t — s)ds = k(t) — k(0)
I< (k) —k(O))/O k’(t—s)z2(s)ds—h/0 K (¢ — ) 22 (s) ds

t
+2hz/ K" (t — s) 2 (s) ds + hk' (0) 2*
0

L’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous donne

ng‘(t)/otk’(t—s §)ds — k /k:’t—s (s) ds

—h/ E'(t—s)22 (s )ds+
0
t 2
teh ( / K (t— 5) 2 () ds> + K (0) 22
0
D’autre part, I'inégalité ci dessus, il en découle

ng(t)/o k’(t—s),z?(s)ds—k(())/ K (t—s) 22 (s) ds

0
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—h/t K" (t —s) 2% (s)ds

0

+h<i+k'(0)> 2%+ eh </0tk:"(t—s)z(s)ds>2.

De I'inégalite de Hélder et de (a) de ’hypothése (Hs), on déduit

[<k(t) /t K (= 5) 2 (s) ds+k(50) /Ot K (¢ — ) 22 (s) ds—h/ot K (¢ — ) 22 (s) ds+h <i v (0)> 2

0
teh K/Otk:’(t—s)ds> </Otk”(t—s)z2(s)ds>].

Aussi grace a fg —k' (t — s)ds = k(t) — k(0), I'estimation précédente donne

I<k:(t)/tk:’(t—s)zz(s)ds—k(o)/tk’(t—s)zQ(S)ds—h/tk:”(t—s)zQ(s)ds

0 0 0

+k'(0) 2% 4 eh (K (0) — K (1)) </0 K" (t—s) 22 (s) ds) .

L’hypothése (Hy), nous permettent déstimer les égalités précédente comme suit

t
k:/ K (t—s)2%(s)ds <0
0
et
t
ehk:'/ E'(t—s)22(s)ds <0
0

et aussi de la définition de h, on déduit que

et par conséquent

1
/ Id¥ < — | k(0)2%d%;.
1 ed Jx,

Alors
/ (—k’(t—s)z(s)ds)2d21§/ hk”(t—s)(z(t)—z(s))2d21—/ hk’,z?dzﬁi k(0) 2%d%;.
21 21 21 65 E1

Donc

t 2 K (0)] o0
/21 (—/0 k/(t—s)z(s)ds) dElgl(iLLf(Fl) s f22d%,

= [ KR bl | [ 8= ) =262

Observons que
2

/Zl <—/0tk/(t—s)z(s)ds> 4%, < C3E(S).

[k (0)] oo (ry)
03 =2 !eéf + ‘h‘Loo(Fl) :

Tel que
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Insérons les estimations des lemmes précédentes et utilisons la définition de Dénergie, on

/Zl <—/Otk/(t—s)z(s)ds>2dzl

+Cy | |2]2dE + = / Vy2l2dQ + (2 sup |H (z )!) 212 (511,020

obtient

+esup |H (z)| E (S)
=y

2a/ IV,yl* dQ < 3(Cy + C1)
Q

1 zeQ

3(Co+C1) U k(0) |22 dSy + [ |bzf? dzl]
¥

Py

+2ay sup |H| |2 |* d2.
z€Q X

La formule de ci-dessus devient

2a/ |ng|2dQ6/ Vg z| dQ <
Q 2

—l—Cg/ ] d¥1 + 2aq sup |H| |zt\ d¥q1 + —sup|H( )| |bzt|2d21
b zeQ 31 2 x€Q 3

+3(Co + C1) [/ |bzt\2d21+/ k(0)|z]2d21]
21 E1

T
(4a — €) /S E(t)dt < [3C5 (Co+ C1) + esup \H ()] E (S)

3C3 (C() + 01) + e sup |H( )|
z€Q

E(S)

+2aq sup |H|
zeQ

2
+3(Co+ )+ Frswp H @) [ o] az,
2 zeQ 1
+[3(Co+C1) |k (0)3e + Co] [ |2>d=y.
31
On obtient

a—s/ E(£)dt < [3Cs (Co+ C1) + £ sup | H (2)[]E (S)
zeQ

1
+2a1 sup | H]|

blao? dSh + 3 (Co+ C1) [k (0) 2w + Co] & / N[ ds
x€Q 5 pm€ﬁ|b| 31 L f

o
+[3(Co + C1) + 7 sup |[H (z)|] sup |b] [ b|z|* d2:.
zeQ .Z‘Eﬁ 1
Par conséquent, I'estimation ci dessus conduit a

1

T
(4a — g)/s E(t)dt < [3C5(Co + C1) + esup |H (2)||E (S) + 2a, sup |H| E(S)

e €N SUP Ty |b|
1 EQ
+[3(Co + C1) [k (0)[ e + Co] E (S) + [3(Co+ C1) + 71 sup [H (z)]] sup [b| E (S).
f €N el
En choisissant € < 4a suffisamment petit, on obtient

/ " Bl < CEB(5)
S
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tel que
1 1
C=—"[3C5(Co+ Cy)+esupl|H ()] + 201 sup |H| ——
(4a_€)[ 5 (Co + C1) xe§| ()] 1IE§| Isupx€ﬁ|b|
Ex 1
+13(Co +C0) + 22 sup | H (1) sup [b] +[3 (Co + C1) K (0)3 + C5] 7]
x€Q z€ly !

Maintenant, en laissant T tendre vers 'infini, on déduit que :
oo
/ B(t)dt < CE(S).
S

D’ou I'inégalite de la stabilisation uniforme. m
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CHAPITRE 3

Stabilisation uniforme de l’équation de Schrédinger dans

lespace L?*(Q)

On présente dans ce chapitre un résultat de décroissance uniforme de I’énergie pour I'équa-
tion de Schrédinger avec conditions aux limites de type mémoire dans I'espace L?(2). On com-
mence Par la démonstration de ’existence et 'unicité de la solution en utilisant la méthode
de Faedo-Galerkin. Ensuite, nous allons établir la décroissance exponentielle du la solution
du systeme considéré. En se basant sur les techniques utilisées par Laseicka et Iriggiani dans
[39], pour prouver la stabilisation uniforme de I’équation de Schrédinger avec des conditions
aux limites dissipatives de type mémoire. Mais avant de donner les détails de la preuve, on
va rappeler d’une maniére bréve les différentes phases qu’a connues la notion de stabilisation
exponentielle, sans vraiment rentrer dans les détails, ot prétendre que cet aperc¢u historique

soit exhaustif.

47
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Les travaux de C. S. Morawetz
En 1959, en analysant ’expression explicite de la solution obtenue par séparation des va-
riables de I'équation des ondes dans un domaine non borné de R3, [60] a réussi 4 montrer
que Dénergie locale, décroit de maniéré exponentielle quand le temps tend vers I'infini. Sous
les hypothése plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S. Morawetez a montré que
Pénergie locale, décroit comme l'inverse du temps. En combinant leurs méthodes, P. D. Lax,
C. S. Morawetz et R. S. Phillips ont prouvé en 1963, que I’énergie locale associée & la solution
de I'équation des ondes dans un domaine de R®, extérieur a un domaine étoilé, décroit de
maniére exponentielle quand le temps tend vers 'infini.
Les travaux de G.Chen et de J.Lagnese
En se basant sur les travaux de C. S. Morawetz sur I’équation des ondes dans un domaine
extérieur, D. L. Russell a conjecturé, en 1974, un phénoméne analogue pour ’équation des
ondes dans un domaine borné.
Enoncé de la conjecture
Soit un domaine borné de R3, s’il existe un point xo € R", Q extérieur a tel que le bord de
Q, noté T = ToUTy ot Iy et I'y sont deux parties de I’ vérifiant T'g,T'1 # ¢, To N T = ¢,
admette une partition vérifiant la condition géométrique suivante :
m(x).v(z) < 0, pour tout x € Ty ou v(x) désigne la normale unitaire extérieur a 2, et
m(x) = xg — x, pour tout x € R™. Alors il existe deux constantes, C et w positives telles que

I’énergie associée au systéme suivant :

yu — Ay =0 dans 0, 4+o00[xQ
y(x,0) =0, y(0,2) = y(z) dans
y=0 sur 10, +oo[xTy

a(x)dy+y =0 sur 10, 4+oo[xI'

vérifie I'inégalité suivante :
E(t) < Cexp(—wt),Vt > 0.

En 1977, J. P. Quin et D. L. Russell sont parvenus & montrer, sous les hypothéses de la
conjecture de Russel, I'inégalité

B(t) < 92O vt > 0. (3.1)

Mais malheureusement, ils n’ont pas réussit a monter que C'(E(0)) vérifie

C(E(0)) <kE(0) (3.2)

ou k est une constante qui ne dépend ni de E(0) ni du temps. Il est intéressant de savoir

qu’a partir de (3.1) et de (3.2) on peut déduire la décroissance exponentielle de E(t) par une
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simple application des propriétés des semi groupes.
Le premier résultat positif consernant la conjecture de Russell, a été obtenu en 1979 par G.
Chen, en partant des hypothéses suivantes : il existe un point ro € R™" et I' =T UT'; tel que
m(z).v(z) <0; pour tout x € I'g. (3.3)
m(z).v(z) >~ > 0; pour tout x € I'y tel que v(x) désigne le champ unitaire normal extérieur
a Q, m(x) = xy — x, pour tout x € R™. Ensuite, en adaptant les techniques, en particulier la
technique des multiplicateurs, utilisées par C. S. Morawetez, W. A. Strauss et J. U. R alston,
dans les domaines extérieurs, G. Chen [16] a pu alléger les hypothéses (111), ces résultats ont
été améliorés par J. Lagnese [29].
En 1983, sous ’hypotése il existe un champ de vecteur h € (l2 (ﬁ))n tel que :

m(z).v(z) <0; pour tout x € Iy.

m(z).v(z) >~ > 0; pour tout x € I';.

. ) Oh; . . - .. =
la matrice (g;”, + 373) est uniformément définie positive sur €}

Les travaux de 1. Lasiecka et R. Triggian:

En 1987, utilisant des méthodes différents de celles de chen et Lagnese [29], I. Lasiecka et R.
Triggiani [36] ont pu redémontrer les résultats de chen et Lagnese pour I’équation des ondes
et de Schrédinger avec une condition de Dirichlet non homogéne sur tout le bord I'. Ils font

appel a un opérateur de feedback frontiére donnée par :

0
F(y, yt) = —55 (Gyt)

,sur I ou b € L=(T), et b(x) > by > 0; pour tout x € T, et G est I'inverse de I'isomorphe
suivant :

(=A): H*(Q) N H(Q) - L? (Q)
qu'on note G = (—A)~!. Dans tous les travaux, dans un domaine borné, cité ci dessus

Vinégalité a été obtenue, & partir d’une estimation sur fooo E(t)dt; tel que
E(t) < Cexp(—wt), Vt > 0.

En utilisant un résultat du a [[21] et [55]|], malheureusement ce théoréme prouve I'existence
des constantes C, et w sans donner des estimations explicites. On remarquer que lorsque Ila

frontiére, la condition (3.3) exige que
LoNTy = ¢.

#Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua
En 1987, V. Komournik et E. Zuazua [27] ont allégé la condition (3.3) de G. Chen en la
remplacant par

m(x).v(z) > 0 pour tout x € I'; donc permettant, en principe, de généraliser les résultats de
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Chen et langnese aux domaines & bords réguliers et connexes, mais au prix de remplacer la
condition aux limites, du probléme président , sur I'y x R* par 8,y = —m.vy; T'i1 x RT Sisur
'y = 09 satisfait a la condition présidente, alors pour tout n > 2 ; la méthode de Komornik et
Zuazua 27| donne, d’une maniére simple des estimations explicites pour C' et w en fonction
de géométrie de () et xq :

Leur procédé devient inapplicable dans le cas général ot To N T # ¢, car dans ce cas Ia
régularité des solutions n’est pas suffisante pour justifier 'application de la méthode des mul-
tiplicateurs.

Ce pendant, la méme année (1987), P. Grisvard est parvenu & montrer que, au moins pour
n > 3, lidentité fondamentale, sur laquelle est basée sur la technique des multiplicateur de
Komornik et Zuazua |27|, devient une inégalité qui est suffisante pour mener les calcules a
bout et obtenir une décroissance exponentielle de I’énergie, avec des estimation explicites pour
C et w.

Le cas n > 4, sans 'hypothése o N T{ = ¢ rest ouvert ; & moins que l'inégalité de Grisvard
ne puisse étre prouvée dans ce cas; alors le procédé de stabilisation de Komornik et Zuazua

peut étre appliqué avec efficacité.
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Les travauz de J. L. Lions
En 1986, Lions |34] a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle pour toue
les systéme linéaires réversibles exactement contrélables. Son précédé repose essentiellement
sur la théorie du contréle optimale et la méthode de pénalisation. Mais il ne donne méthode
explicite pour construire 'opérateur de feedback, ni d’estimation sur le taux de décroissance
de 'énergie.
Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani et Zang
L’objet principal de I. Lasiecka, R. Triggiani, et Zang [40] était d’obtenir une estimation d’é
nergie L?()) pour une équation linéaire de la forme :
ize + Az =qi (t,2) .Vz+qo (t,x) 2z (t,x) + f dans Q. (3.4)
En revanche, le niveau d’énergie naturel pour (3.4) est le niveau H' (Q) comme on le sait

d’aprés le travail de Lasiecka et Trriggani.

THEOREME 3.1. Supposons que qi (t,x) = iry (t,z) pour un vecteur réel r1, soit z une
solution de (3.4) satisfaisant en plus z (t,x) = 0 dans To x (0,T) tel que l.v < 0 sur
L5 pour le champ vecteur. Soit T > 0 arbitraire. Soit f € L?(Q) alors certaines hypothése
minimales de régularité sur les coefficients qo (t,z) et q1 (t,z) dans (3.4) Ce qui n’est pas
critique pour rappeler ici, comme dans le cas de notre probléeme, ils sont tout zéro. Donc

Uinégalité suivante est vrate : il existe un Cp > 0 tel que

- / /
'

avec H, 1 (X1) est lespace dual de I'espace H! (X1) et H! ($1) = H% (0,7, L*(1))NL*(0, T, H'(I'y)).

I2(2,0)I72(q) < O

Z‘ dFldt + ‘

+ |21y | - (3:5)

a'(Z1)

La preuve de l'estimation de I'énergie (3.5) au niveau L* () pour (3.4) nécessite une

utilisation intensive de mécanisme d’analyse pseudo différentiel micro local [40| section 10.
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ciser quelques hypothéses utiles pour obtenir le résultat visé.On passe maintenant a notre
probléme, soit ) un ouvert borné R" de frontiére réguliére I'. Supposons que I' =T U T oul
[y et I'y sont deux parties de T’ vérifiant : T'g,I'1 # ¢, To NIy = ¢. L'objet de ce chapitre est

d’étudier le probléme suivant :

z—iAz = 0 dans Qx]0, +o0]
z(x,0) = zo(x) dans €

z =0 sur  T'9x]0, +o0]
% = u sur  I'1x]0,+o0]

ou Az =%, %, le laplacien par rapport a la variable d’espace (x1,...,x,), v désigne le

vecteur normal unitaire, % = Vz.v avec u est la fonction de contréle donnée par

u:i[—/Otk’(t—s)z(s)ds+k(2mz(t)

Dans I'étude du probléme proposé, nous aurons besoin de pré
ciser quelques hypothéses utiles pour obtenir le résultat visé.
e Hypothéses.
(H1) On suppose que la fonction k € C3 (R*, L> (2)) est décroissante.

On suppose qu’il vérifie les conditions suivantes :

(a)Va > 0,k > —ak'T; x RY

(b)Vt > to, k(0) — 2k(t) < o

()K" <0,T1 x R
REMARQUE 3.1. On peut prendre comme exemple la fonction
k(t,z)=f(z)e * +g(z),(z,t) €Ty x RT
o f,g € L>®(T',RT).

Le probléme de stabilisation frontiére consiste a exhiber un opérateur de feedback frontiére

de telle sorte que I'énergie E(t) du systéme vérfie
E(t) < Cexp(—pt); Vit > 0.

ou C et B sont des constantes positives est 8 appelé taux de décroissance de I’énergie.
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1. Existence, unicité et régularité des solutions

Notre but dans Ce paragraphe est de montrer 'existence, I'unicité et de la régularité de
la solution du probléme proposé. Les techniques utilisées dans la démonstration sont basées
sur les approximations de Faedo-Galerkin. Ci-dessous, on va établir un résultat concernant

Pexistence, I'unicité et la régularité des solutions du probléme proposé.

THEOREME 3.2. Supposons satisfaites l’hypothése (Hy)
1- Pour tout zg € V = L?*(Q). Il eviste une solution (faible) unique du systéme proposé
vérifiant :
zeC (R+, V) .
2-Si 29 € H?(Q) tel que % = 1%]@'(0)2(0) sur T'1. Alors la solution z (dite forte) est plus
réguliere
zeCt (R+, V) .
La formulation variationnelle. Multiplions la premiére équation du probléme proposé

par U et intégrons sur §2, en utilisant la formule de Green.

Alors, la formulation variationnelle du probléme proposé est donnée par
/ zod§) = 1/ Azvd) =i —vdfl — 1/ V2VudS)
Fl
ot v € V. De la condition au limite, on a

1 —
/ 2z odS) = i / / K'(t—s)z(s)ds + 12k(0)zt)5dfl) — i/ VzVudS.
It Q

Introduisons les notations suivantes :

< .,.> le produit scalaire dans L*()
a(z,v) = / VzVudS)
Q
B(t, z,v) / / K'(t—s)z(s)ds+ k( )z¢)vdly, B(0, z,v) = 0.
Alors, on réécrit comme lglformu]amon comme suit
(z¢,0) +ia(z,v) = B (t, z,v).

On passe a la démonstration de Iexistence des solutions.
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1.1. Existence. Soit (en)nex un ensemble des fonctions dans V' qui forment une base
orthonormée pour L*(2), et Vy, 'espace engendré par (eq, ...,em), et 2™(t) = >0 aim(t)e;

une solution du probléme de Cauchy
(zt,0) +ia (z,v) = B (t,z,v).
Posant dans la formulation variationnelle v = 2™, on trouve
(2", 2™) +ia (2™, 2™) = B (t,2™,2M).

En prenant la partie réelle, on résulte

Re ( /Q z;nzmd(z> ~ _Re ( /F 1 /0 "Wt 5) ()7 (1) dsdl“1>
—Re (1/9 \Vz]2d9> - %Re </r1 k(0) 2™ (t)2™ (t) dF1> .

Re <1/ |Vz|2dQ> =0
Q
alors
d 2 ! / — 2
dt/ |2m|” dQ2 = —2Re (/ / E' (t—s) zm(s)zZm (1) dsdfl) —/ k(0) |zm (t)|” dL'y.
Q r, Jo ry

Observons que

e ([ [ @) = [0 - 0F dar,
/p/ ¥ (1= )" (3) " dsdly — /F/ K (1 = ) [z (1) dsdT

dt/ﬂ!zm! dQ_/rl/ok(t ) |zm (8) — zm (t)|” dsdTy /Flk(0)|m(t)y dr,
t/ ) t/ 2
_/Fl/o E'(t—s)|zm (t)] dde1—/F1/o k' (t — 8) |zm(s)|? dsdl;.

De la formulation variationnelle, on déduit que

d t
/ yzmdeQ_/ /k’(t—s)\zm(s>—zm(t)stdrl
dt Jo . Jo

_/ /tk’(t—s)|zm(s)—zm(t)+zm (t)|2dsdr1—/ k (t) |zm (t)|* dT;.
I't JO Iy

D’autre part, on a

/|zm| dQ</F1/ K (= 5) |2m(3) — 2m (0)] dsdly — /F/ K (t = 5) |2 (8)] dsdl's

/1“/k (t = ) zm(s) = zm ()| dsdl's - /F k(t) |2m ()] dT1.

Donc
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On obtient

t
d/\zWQdQS—/ /k’(t—s)|zm(t)\2dsdr1—/ k() |2m ()] dTs.
dt Jo r, Jo Iy

jt/g‘zm‘gdﬁ < /F (k (0) = 2k (1)) |2m (6) L.

D’aprés (b) de ’hypothése (Hy), on a

d )

— m|”dQ < 0.

dt/ﬁw <
/|Z |dQ</z 0)[2 €.

On déduit que (2,)men est bornée dans L? (0,T,V) donc on peut extraire une suite notée

Alors

Et

(2m)men qui converge vers z. Soit v € V, alors il existe une suite (v™), - telle que v™ € V'™,

v™ — v dans V (v™),, o vérifie la formulation variationnelle, tel que
(2", 0™) +ia (2™, 0™") = B (t,2™,0"™).
Soit ¢ € D (]0,T), on pose
P =" Y =Cv
Alors on a
P =y
dans L? (0, T,V) . Multiplions la premiére équation par ( et intégrons sur |0,7T[, on trouve

/0T<zz“,wm>dt+/ 2 ) dt = /5 m gmyd

Aprés intégration par parties, on obtient

/OT<zm,w;">dt+/ 2 dt = /B m ymyd

En passant a la limite, on trouve :

Sz bt +1 [T a(z0)dt = [T B(t 2 0)d
Vv € V,¥¢ € D(]0,T7).

z€ C(]0,T[,V)
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2. Reégularité. On dérive la formulation variationnelle par rapport a t,on a

1 _
/ 2 0dS) = / / K’ (t s)vdsdl'y — / k(0)zodl'y — i/ V zVodSQ.
r, 2 Jr, Q

On pose v = 2"

1
/ztt 2dS) = / / K" (t — 8)zm (8) 2"dsdly — / k(0)z;"2dly —1/ V2"V 2 dS.
Q IR} 2 I

On prend la partie réelle

— 1
Re (/ zip2dSY) = Re(— / / K" (t—s) )zzndsdfl—2/ k(0)z"z"dl' — /Vzthz["dQ)
Fl Fl

On a
1°dQ) = —Re / /k’ t—s 21" (t) dsdl )
2%/‘1: <F1 )t() 1

—Re/ k (0) ]2 dFl—iRe/ V2" d9).
2 Q
Alors

— 1
/| m|2 dQ-—QRe(/ /k’ (t—s)z )zf“(t)ddel)—/ k (0) |2 dr;.
Fl 2 F1
Avec

9Re </F /tk’ (t—s)zm(s)zgn(t)dsdrl) :;t(/rl /t—k’ (t— 5) ™(s) — 2™ ()| dsdl';
/ 0) | dI'y) /Fl/ K (t m(s) — 2™ (t)[* dsdl;.

Observons que
m / _ _ Ty — — 7 dr
s [rEae =g [ oramslene e op asar - 5 [ ko) any

/ m m 2
—I-/Fl/k‘(t—sﬂz (s) — 2" (t)|” dsdl';

d’aprés I’hypothése (Hy), on a

- /F/ W (e )0 = (O dsars = 5 [ k)|

/ m _m 2 s
+/Fl/0k(t—s)|z (s) ())? dsdl; < 0

d
/ 22 A < 0
i Jq

m 2 m 2
/let (7| dQS/Q\zt (0)? d.

On déduit que (2")men est bornée dans L? (0,T,V) donc on peut extraire une suite notée

Alors

Tel que

(2" )men qui converge vers z;.Soit vy € V, alors il existe une suite (v;"),, oy telle que vy € V™.

vy" — vy dans V



1. EXISTENCE, UNICITE ET REGULARITE DES SOLUTIONS
(V") men Vérifie la formulation variationnelle ot
(2t v) +ia (2", 0) = B (¢, 2", ve) -
Soit ¢; € D(]0,T]), on pose
Y=o et e = Gy

Alors on a

Y — by dans L*(0,T,V)

Multiplions la formulation variationnelle par (; et intégrons sur 0, T, on trouve

T T T
/0 (e ) + i /D a (2 ) di = /D B (¢, 2 ) de

Aprés intégration par parties, on obtient

T T T
/0 (e ) + i /D o (2 ) di = /O B (¢, 2 ) de

En passant a la limite, on trouve

f0T<Zt71/}tt>dt+if0T (2t, ) dt = fo B(t,2t,) d
Yo, € V,VQ eD (]O,TD .

z e CY]o,T[,V).
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On passe maintenant & 1'unicité.
Unicité.

Soient z et y deux solutions de probléme proposé. Alors w = z — y vérifie

wy —iAw =0 dans  Qx]0,4o0|
w=0 dans

w=0 sur  T9x]0,+oo]
gu — ifg K (t — s)w(s)ds +1isk(0)w sur  T1x]0,+o0]

Multipliant la premiére équation de systéme ci dessous par w, integrant sur €.

En appliquant la formule de Green, on obtient

1%

/ wid —i [ 2war, +i / VwVwdQ = 0.
0 r, 0 0
Prenant la partie réelle de la relation précédente
Re/ w@dQ) = Re (i 0w s, —i/ \Vw]2d9>.
0 r, OV 0
Puisque Re (i Jo |Vw|? dQ) =0, alors
1 d 0
Re/ wwdS) = / [ w|2] A =Re(i [ Zwar,).
Q Q

2 dt m ov

D’aprés la condition frontiére, on arrive

;/ﬂ [Ci w|2] dQ = Re(i/rl (i/olt K (t—s)w(s) ds+i;k(0)w) wdrl',).

Pourt =0, on a
t
/|w|2dQ:—// k(t—s)|y(s)|*dl1ds
Q 0 JI

Puisque k une fonction positive, on déduit

/ lw|*dQ < 0.
Q
et donc

jw| =0
Alors

w=20

cette derniére égalité donne y = z = 0. Par conséquent, la preuve du l'unicité est achevée. m
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2. Théoréme de Stabilisation exponentielle

Décroissance exponentielle. Dans ce paragraphe, on montre que la solution forte (ré-
guliére) du probléme considéré décroit uniforme dans 'espace d’énergie V. On commence par

démontrer que le systéme est dissipatif. Notons que

Q=92 x[0,1]
Eozro X [O,T]
21 :Fl X [O,T]

Pour z € V, on introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probléme proposé par
1 5 I 9
=— [ |2|7dQ+ = k(t—s)|z(t)—z(s)|" dl1ds.
2 Ja 2 Jo Jr,
Dans le lemme suivant, on démontre que le systéme proposé est dissipatif.

LEMME 3.1. Soit z(x,t) solution du probléme considéré. Alors, la fonctionnelle d’énergie

définie ci dessus est strictement décroissante sur [0, +00). De plus
E0)-E(T)= / k(t)]z ()| dsy — // K (t—s)|z(t) — z(s)|* dSyds.
31
Preuve D’aprés I’hypothése (Hy), E (.) est positive

B (t) = Re/zztdQ—i— //F K (¢ (s) dFlder;/Flk(O) 1= (#)2 dDs.

D’autre part, si on pose z; = i/Az on a

E’(t)_Re/Qz(iAz)dQ—i—;/o /F1 k/(t—s)IZ(s)IZdeer;/Flk(O)IZ(t)FdH-

Utilisant la formule de Green et on prend la partie réelle, on obtient

1 t
E’(t):iRe/ z(az>dn Re/i(Vsz)d(H—// K (t— 5) |2 (s)| dTyds
Iy 3V (9] 2 0 I
1
+/ k(0) |z (t)|*dT;.
2 r,

Re/ i|Vz|?dQ =0,
Q

et avec la condition aux limite, on obtient

Observons que

1
:_Re//k;’t—s $)gdsdly — 5 [ K (0) |z (1) dry
ry

ry

1 1
+// k’(t—s)|z(s)|2df‘1ds—|—/ k(0) |z (t)]* dI';.
2Jo Jr, 2 Jr,
t
—Re/ /k/(t—s) ) Zdsdl'y = // K (t—s)|z(s) — z (t)]* dlds
Iy JO I

Tel que
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1/t 1/t
—// k’(t—s)\z(t)\Qdflds—// K (t—s) |z (s)|* dT'yds.
2J)o Jry 2 Jo Jry

E’(t):;/o /Flk:'(t—s)|z(s)—z(t)|2d1“1ds—;/ k(1) ]2 (4)]? dTy.

I8}

Alors

Donc E(t) est décroissante et pour tout 0 < T < oo on a

E(O)—E(T):/

31

k(t)\z(t)QXml—/O/Fk’(t—s)]z(s)—z(t)]Qdflds.
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Preuve de la stabilisation uniforme. On montre que la solution forte du probléme

proposé décroit exponentiellement dans l'espace d’énergie V. Par un argument de densité, on

a le méme résultat pour la solution faible. Alors, il existe une constante Cr > 0 dépendante
de T tel que
2
+ Izl

[ / /
I 1 (Z1)

tel que H; ' (X1) est l‘espace dual de l'espace H! (X1) I'espace pivot L?(31). HL (1) =
Hz (0,T, Ly(%1)) N L2(0,T, HY(T'y)).

l2(z,0) I 2y < Cr

|z| Ty dt + H

L’objectif de ce travail est de prouver la stabilisation uniforme de I’équation de Schrédinger
avec conditions aux limites de type mémoire dans 'espace L?().
Maintenant, on passe & notre résultat principal, en utilisant 'estimation utiliser par [40].

Notre résultat de stabilisation est le suivant.

THEOREME 3.3. Supposons satisfaites I’hypothése (Hy), en plus les conditions géomé-

trique. Il existe un champ de vecteur H tel que :
i)H.v >0 sur T'y

it)Hv >0 sur I'y

Alors pour toute donnée initiale zo € L?(R0), ils existent des constantes positives M et w telles
que

E(t) < Me “'E(0).

REMARQUE 3.2. Soit h € [C’Q(ﬁ)]n un champ vecteur réel tel que :

(i) h est un coercitive dans Q, il existe v > 0 tel que la matrice Jacobienne J de h satisfait
Re(J(z),8) > y|¢[’Vz € Q,¢ e C.
(ii) h(z).v(z) <0 pour tout z € I'y.

DEMONSTRATION. DEMONSTRATION. Pour démontrer la stabilisation uniforme, nous
avons besoin I'estimation utiliser par Lasiecka, Triggani [40] [le théoréme 1.2], et aussi c’est
facile de remarquer que l'énergie F (t) définie dans (2.2) satisfaisant E (t) < E(0), Vt > 0.
Alors, la solution de probléme proposé, satisfait I'inéqualitie suivant :

52 2 + ‘Z|2
ov H=1(Q)
La(2q)

I’estimation ci dessous est une application directe baser sur ’estimation utiliser par Lasiecka,

E(t) < E(0) < Cr ||z

z
La(21)

Triggani [40]. la preuve de ce théoréme est basé sur le lemme suivant :

0z |?
ov

1

1
1917 s,y < ey B (0).

La(21) k (O)
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2
0z |?

o :’—/Otk:’(t—s)z(s)ds

L2(2y) L2(2)

_ "(t — s) Re ( S 2
2% (0 /z/’” Re (= (s)Z (1)) dsdS; + K (0) ||

et observons que

t ! z = t "(t—s)|z —z(s)|?ds
—2/21/0 k (t—s)Re(z(s)z(t))dstl—/21/0 E'(t—s)|z(t) (s)|” dsd%y

_/ /tk/(t_s)yz(t)|2dsd21+k2(0)\
31 J0

L2(2y)

Z|L2(21)

1 ¢ ’ 2
_k(o)/&/o K (t—5) |2 (t) — 2 (5)? dsdS1.

On applique le lemme de la décroissance de 1’énergie, on trouve que

—/ /tk’(t—s)\z(t)—z(s)\zdstl—E(O)—E(t)—/ k() ]2 ()2 dSs.
¥, J0 31

On obtient alors

Alors
B2l L_o=)
L2(z1) k2( ) | Ov

L2(zy)

%2
ov

1

1212, < !
Niesy = 52(0)

+mE(0).

L2(2y)
On proceéde, par la méme technique utilisé e par Laseicka et Triggani dans [36]. Pour cela, on

a considéré que Ve > 0

A OF

L@ —
D’autre part, Vo > 0

4 0z |?

+0)

E(0) < CT[(kT(O) By

2 t , 2 2
0)/2/0 Kt =s)|(0) = = ()P dsas + ), .

L2(2y)

On a aussi
2 ' ! 2 2
‘W/E/O K (t=9)[(1) = 2 () dsd¥ < 1 B (0).

On arrive a 'estimation suivante :

E(0) < CT H + Cr( +1)eE (0),

1
k(0)

Ly(Sq)

il existe d’aprés le théoréme une constante Cp > 0et ¢ — 0

2
E(0) < oCr || = VT >0,
La(%1)
tel que
0< oCr < 1.



Conclusion

Dans ce travail de recherche, on s’est intéressé a I’étude du probléme de la stabilisation
uniforme pour 'équation de Schrédinger dont la partie elliptique est a coefficients variables
avec un feedback frontiére de type mémoire agissant sur la condition de Neumann.

Au début, on a considéré I’équation de Schriodinger avec des coefficients variables 4 un
feedback de type mémoire puis on a démontré la décroissance exponentielle de I’énergie, et on a
montré aussi qu’on peut appliquer la méthode de la géométrie Riemannienne sur I’équation de
Schrddinger avec des coefficients variables. Dans notre cas, nous avons construit une métrique
Riemannienne convenable sur C". On note que cette approche a été introduite pour étudier les
problémes de la contrélabilité exacte et de la stabilisation directe de certains systémes réels
avec des coefficients variables : équation hyperbolique d’ordre deux [62],[22],[14] équation
d’Euler Bernoulli [9],[10] [60], [19], [61], et équation de Maxwell [55], [29] etc...

En utilisant la technique des multiplicateurs et on adoptant I'approche basée sur la géo-
métrie Riemannienne, nous avons établit la stabilisation exponentielle dans ’espace d’énergie
H%O (Q) dans le chapitre 2.

Dans le dernier chapitre, en se basant sur les techniques de 1. Lasiecka et Trriggan dans |43]
nous allons montrés que la solution se stabilise uniformement pour I’équation de Schrédinger
avec un feedback frontiére de type mémoire agissant sur la condition de Neumann dans ’espace
d’énergie L? (2). Ici on a adopté une méthode due a [40] dans le cas ou le feedback frontiére
est non linéaire. Pour obtenir ce résultat on a supposé quelques conditions géométriques.

Perspective de la Problématique

Notre étude ouvre la voie sur plusieurs questions, notamment dit

- Etude de la stabilisation uniforme frontiére dans le cas d’une action de type mémoire
agissant sur la condition de Dirichlet.

- Etude de la stabilisation uniforme frontiére dans le cas d’une action frontiére non linéaire
de type mémoire.

- Etude de la stabilisation uniforme frontiére dans le cas d’une action de type mémoire tel

que Dopérateur A est fortement elliptique est défini comme suit :

10o= 3 2wyt )
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64 CONCLUSION

- Les résultats obtenus ont exige certaines hypothéses géom étriques sur le domaine. 11 est
donc Intéressant d’étudier le probléme considéré dans ce travail de recherche en affaiblissant
ces hypothéses.

- On peut aussi considérer le probléme de la stabilisation de deux équations (par exemple
ondes-ondes, Schrodinger-Schrédinger, ete...) couplées avec un feedback du type mémoire. A
notre connaissance cette classe de systémes n’a pas été considérée dans la littérature.

- Un autre probléme intéressant a été posé a fin d’obtenir des résultats de la stabilisation
uniforme de I'équation de Schrédinger avec un feedback frontiére du type mémoire en se
basant sur la construction d’une fonction de Liapunov dans le cas linéaire, il est important de
signaler qu’on a une certaine difficulté pour définir une énergie dissipative équivalente comme
on a fait pour I’équation des ondes.

- Une question immédiate est de voir s’il est possible d’obtenir des estimations de la

stabilisation des systémes avec des termes non linéaire et sans aucune hypothése de petitesse.
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Résumé.

Dans cette thése, nous avons établi Pexistence de la solution et la stabilisation uniforme de
PPéquation de Schrédinger a coefficients variables avec un feedback frontiére de type mémoire.
La question de la stabilisation de cette équation est également considérée. Notre approche
sera basée sur la méthode de la géométrie Riemannienne, et en utilisant ’dée de Laseicka et

Trriggani dans I'espace d’énergie L?().

Abstract. In this thesis, we established the existence of the solution and the uniform
stabilization of the Schrédinger of variable coefficients with a feedback boundary of type me-
mory. The question of the stabilization of this equation is also considered. Our approach will
be based on the method of the Riemannian geometry, and adapting the ideas of Laseicka and

Trriggani at the L*(Q)) energy level.
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