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0.1 Introduction

Au cours des années 1980, les ondelettes sont devenues un outil indispensable dans
une grande variété d’applications tel que le traitement du signal, traitement d’images,
calcul numérique... etc. Les fondements de bases théoriques des ondelettes et analyses
multirésolution ont été développées par Y. Meyer et S. Mallat. La construction d’ingrid
Daubechies des familles de bases d’ondelettes orthogonales et a supports compact dans
L?(R),ont un grand impact dans le domaine de traitement du signal numérique. Ceci
est dii aux bonnes propriétés d’aproximation , et la facilité de leur implementation.
Ces derniéres sont devenues un outil populaire pour la multitude de problémes de
traitement du signal avec succés par exemple; la compression de données, débruitage,
classification... etc.

L’intérét majeur de la construction d’'une base d’ondelettes orthogonale est de trou-
ver une meilleure approximation d’une fonction a partir de sa projection sur cette base.
Les bases d’ondelettes orthogonales nous offrent une représentation creuse d’une fonc-
tion réguliére avec des singularités isolées. De plus ces singularités sont immédiatement
identifiées dans ces bases. Ces propriétés expliquent 'intérét des ondelettes dans les
différents champs d’applications. Cependant, ces représentations sont pleine lorsqu’il

s’agit des fonctions qui possédent des singularités non isolés (ou des oscillations rapide).

Le but de notre travail est d’étudier de nouvelles base d’ondelettes non-stationnaire
afin de traiter cette classe de fonctions. Nous étudions également les propriétés biorthog-
onales et les algorithmes de décomposition et de reconstruction associés.

Notre mémoire est constitué des chapitres suivants:

Dans le premier chapitre, nous présentons les notions sur la théorie des ondelettes;
nous rappelons les principales propriétés des ondelettes dans lesquelles sont introduites
A travers I’analyse multirésolution dans L*(R). Apreés la représentation de 'algorithme
de Mallat, on explicite les propriétes prises en compte dans le choix d’une ondelette,
en particulier le nombre de moments nuls et la régularité. Enfin nous illustrons a
travert un exemple la nécessité des bases non stationnaire dans une étude concernant

I’approximation optimale d’une fonction donnée.



le deuxiéme chapitre, traite les bases d’ondelettes orthogonales non stationnaire.
Il s’agit d’une généralisation ot 'ondelette mére change completement & chaque échelle
(niveau), ainsi nous décrivons la construction d’une base d’ondelette non stationnaire
orthogonale avec certaines propriétés spécifiques. De plus, nous examinons un exemple
concret pour le cas des B-splines exponentielles. Enfin nous étudions le lien entre les
bases non stationnaire et I’approximation optimale d’une fonction donnée.

Le dernier chapitre, consiste & présenter une étude sur les bases d’ondelettes
biorthogonales non stationnaire. Nous décrivons d’une part des notions fondamentales
concernant l’analyse multirésolution biorthogonale non stationnaire, la construction
d’une base d’ondelette biorthogonale non stationnaire. D’autre part, nous exposons
une méthode de construire une base d’ondelette biorthogonale non stationnaire basée
sur les B-splines exponentielles. Enfin nous étudions quelques propriétés mathéma-
tiques; telles que la régularité et la stabilité des bases d’ondelettes non stationnaire

biorthogonales.



Chapitre 1

Notions générales sur les ondelettes

classiques

1.1 Bases orthogonales

L’objectif original de la théorie des ondelettes est de construire des bases orthogo-
nales dans L? (R). La question qui se pose est comment créer une base orthonormée
d’ondelette?. Pour répondre a cette question, il faut savoir qu’il existe plusieurs fagons
d’introduire les ondelettes. L’une des procédures principale est 1’analyse multirésolu-

tion.

1.1.1 Analyse multirésolution et Espace d’approximation

La notion d’analyse multirésolution a été introduite en 1986 par S.Mallat [24] (),
et décrite de maniére approfondie dans le livre d’Yves. Meyer[28] ?). La définition

suivante présente les propriétés mathématiques des espaces multirésolutions.

(1) S. Mallat. Multiresolution approximations and wavelet orthonormal bases of L2 (R).Trans.Amer

Math. Soc., 315:69-87, September 1989.
(2)Y. Meyer.Ondelettes et Opérateurs, Tom I. Paris, Hermann, 1990.



Définition 1.1.1 Une analyse multirésolution de L*(R) (en abrégé, AMR), est une
suite de sous-espace fermés emboités {V;},;_, de L* (R) vérifiant :

(a) VjE€Z,V; CVjp1 C...C L*(R).

(b) W = I?(R).

© NV = {0}

d) feVo= f(2)eV;

(e) 3¢ eV avec [¢(t)dt # 0 telle que la famille ¢y = {¢ (- — k) },op forme une

base de Riesz de Vj.

Interprétation

V; est une grille du signal de taille 27. Cela revient a dire que la projection d’un
signal f € L? (R) dans V}, est une approximation du signal a la résolution 2.

(a) Signifie qu'une approximation & une résolution donnée 27! contient toute
I'information nécessaire pour obtenir les approximations (plus grossiéres) aux réso-
lutions inférieures 27.

(b) Indique que, pour une résolution infinie, ’approximation du signal converge bien
vers le signal original ( la densité de UV, dans L* (R) ).

(¢) Dit que pour une résolution nullj(: Z(mﬁmment grossiéres), on perd toute 'information
sur la fonction que I'on veut analyser.

(d) Permet d’assurer que la dilatée de 'approximation d’un signal f & une résolution
donnée est bien une approximation du signal a la résolution juste inférieure. autrement
dit; les espaces Vj, j € Z sont reliés entre eux, tels que le passage de I'un a 'autre soit
le résultat d’un changement d’échelle.

(e) Implique que pour tous j € Z, 'espace V; est invariant par translation.

La propriété de base de Riesz, est un compromis qui permet de conserver 1’équivalence
en norme d’énergie (||| 2(g)), cela signifie:

qu’il existe deux constantes A et B; 0 < A, B < 400, telles que, pour toute suite

réelle {c}c, € 17 (Z),

A lerllpgy < [ fllze < B-lekllpy (1.1)



avec

FB)=> ao(t—k) €V (1.2)

Autrement dit que, cette propriété exprime la stabilité du développement d’une fonc-
tion de 'espace Vj, sur la base ¢.
Convention : Nous supposons que, pour toute fonction ¢ de la définition 1.1.1,

on a:

/¢(t)dt:¢%-&s(0):1 (1.3)

La o, &5 : dénote la transformée de fourier de ¢.
Les translatées et dilatées de ¢, sont des fonctions notées ¢, ,, définies par:
Vk €Z, ¢, (t) =270 (27t — k) (1.4)
avec la propriété,

Vk€Z, ¢;p€Vi et o, (1)]| =1 (1.5)

¢ : la fonction d’échelle, parfois nous appellerons fonction d’échelle génératrice, ou

raffinement.

Proposition 1.1.1 Soit {V}},., une AMR de L? (R), ¢ est la fonction d’échelle associée.
Supposons que j € Z, et on considére la famille S = {¢j:k}kez’ ol ¢, définit par (1.4).

Alors, S est une base orthonormale pour V.

Preuve.

D’apres la propriété (1.5), on sait que:

b;p €V et ||¢gk (t)H =1

Supposons que k,[ € Z avec k # [, le produit;

(G 0).0,0 ) = [ 270 (=) - 2% (Pt —0) -

~ [ ot -yd
(6 ()6 (u— (1 — k).



Or,l —k #0et ¢(u), p(u— (I —k)), sont deux éléments distincts d’une base or-

thonormée pour Vj, ce qui implique

(D (1), 05, (1)) = 0.

Finalement S est un ensemble de fonctions orthonormées dans V;.Pour montrer que
S forme une base pour Vj, il suffit de vérifier que les éléments de S sont linéairement
indépendants. En effet ; voir que S couvre V}, et soit f un élément de V}, alors via a
la propriété d’échelle (d), nous savons que f (277-) € Vp, et quand la famille S est une

base orthonormée pour V;, d’ot:

F270) =) ao(t—k)

keZ
implique
1
f(t)= Wzak ik (£) -
keZ
[ ]

Corollaire 1.1.1 Si f €V}, et

FO=es®,  (16)

kEZ

alors

cr = (f (), 0 (1)) (1.7)

L’ensemble des fonctions ¢; , constitue une base inconditionnelle de V. c’est a

dire que V; formé par une combinaison linéaire de {¢ avec j € Z. Les propriétés

j,k}kez’
(d) et (e) nous permettent d’en déduire que la famille ¢; = {¢,, } rez o €St également

une base de Riesz de I'espace Vj, avec les mémes constantes A et B, que pour la base

¢o ={¢ (- = F)}pez -

Proposition 1.1.2 Soit ¢ est la fonction d’échelle associée a {V}}jez, une AMR de
L2 (R), alors ¢ satisfait ’équation d’échelle

o) =v2> mo(2t—k), (L8)

kEZ



hie = (9 (1), 011 (1))- (1.9)

De plus, nous avons
t) = Z 21 - ¢j+1,k (t). (1.10)
keZ
Les coefficients hy, k € Z, s appellent coefficients d’échelle. On note par h = (hy),; »
le filtre d’échelle pour tous k € 7.

Preuve.

Par construction ¢ € Vet Vy C V;. D’apres la proposition 1.1.1, la fonction ¢, peut
étre exprimée comme une combinaison linéaire des éléments de la base ¢, = {¢1,k}k€z
de Vi, d’out il existe une suite réelle {hy}, ., telle que ¢ vérifie la relation a deux échelles

suivante:

= ity () = V2D i (2t — k)

kEZ kEZ
De corollaire 1.1.1, on aura;

B = (6 (1) by (1 f/¢ o (2t — k) dt.

Donc, nous pouvons établir la validité de (1.8). Remplagons ¢ par 2t — [ dans (1.8), o
obtient:

$2t—1)=V2> hd (2(2t—1)—k).

keZ
D’ou,
$2t—1)=v2-> h-¢ (27— (k+20). (111
kEZ

Posons m = k + 2[, ’équation (1.11) devient;
9012, b2t —1) = 9(i+1)r2 Z o - ¢(23Ht )
meZ

Donc

t) = Z Pon—a1 - ¢j+1,m (t) :

meZ

Inversement; nous pouvons montrer, si ¢ satisfait I’équation d’échelle (1.8), alors les

propriétés d’échelle et ’emboitement d’'une AMR, est satisfaites. m



Le filtre h contenant toutes les propriétés, sur les fonctions d’échelle de ’AMR.
Ainsi que la stabilité de la base de I'espace V}, assure le fait que la suite (i), . est

dans 1% (Z) . Ces coefficients ont les propriétés suivantes:

) Y he=v2 (i) Y hphea =060y (i) Y hE=1

kEZ kEZ ' kEZ
On suppose que V; = span{¢ (2. — k)},., C L? (R), et ¢ € V; satisfait I'équation

d’échelle (1.8), alors
Vi€Z, V;CVi et feVo= f(2)eV,.

Rappelons que; une AMR est entiérement déterminée par sa fonction d’échelle ¢
qui engendre une base orthonormée pour chaque espace V;. Alors, de maniére a pouvoir
utiliser la famille {¢ (. — &)}, , pour I'approximation des fonctions simples, comme
les fonctions constantes, on suppose que les translatées entiéres de la fonction d’échelle,

forment une partition de I'unité, c’est & dire:

VEER, Y $(t—k)=1. (112

keZ

Cela est aussi utilisé pour prouver qu’une ¢ donnée, génére une AMR.
Dans de nombreux cas, I'expression analytique de ¢ (t), n’est pas disponible, et sa
connaissance n’est nullement obligatoire, car dans la plupart des applications, on ne

travaille jamais avec ¢, mais directement avec les hy.[9] (V

Projection dans I’espace V;
Soit {Vj},c;, une AMR de L* (R), avec
V= {e.vect.engendre par {¢J}k}kez} NL?*(R).

La projection de f € L? dans Vj, est donnée par:

Pry () =) (f(t), 0,1 (1) - dju(t)  (1.13).

keZ

(UI.Daubechies. Orthonormal bases of compactly supported wavelets. Comm.Pure, Applied Math,
XL1(41):909-996, 1988.

10



Projection des fonctions de V;;; dans V;

Proposition 1.1.3 Soit {V;},_, une AMR de L% (R), avec ¢ est la fonction d’échelle

associée. Supposons que fjy1 € Vi1 s'écrit sous la forme:
fi1 = Zak¢j+1,k (1.14)
keZ
Si fj : la projection de f;11 dans Vj, alors f; a la forme
fi =D bioy
lez.
Cette relation peut s’écrire comme

fj - Z Z akhk—2l¢j7l (115)

l€Z keZ

Preuve. Voir [32]() =

1.1.2 Espace d’ondelette WV}

Dans beaucoup d’applications, il est nécessaire que nous enregistrions les détails,
quand nous nous déplagons d’un espace approximatif au prochain. Si f; et fj 41 € L2,
les projections (les approzimations) de f € L? dans V; et V;,; respectivement, alors la

fonction résiduelle g; est définie par:

gi (t) = fira (t) — f; ()

g;; représente la projection orthogonale de f, dans un espace W; nommé "Espace
d’ondelette" (ou détails). Alors les ondelettes apparaissent naturellement comme un
moyen d’écrire la différence entre les deux espaces V; et V., consécutifs.

On construit pour cela ’espace W, tel que:

Vi=VodW,  (1.16)

(UD. K. Ruch and P. J. van Fleet, Wavelet Theory An Elementary Approch with Application. Wi-
ley.Canada 2009

11



La famille vy = {¢ (- — k)},;, forme une base de Riesz de W,. Ceci impose que

la fonction v soit dans l'espace Vj, et s’écrive comme une combinaison linéaire de

o1 ={P(2- —k)} ey » telle que;

V() =VEY g2t —k),  (117)

keZ
de cette maniere, nous apparaissons le deuxieme filtre discret g, tel que g = (&) -

On écrit les translatées et dilatées de 1), comme
¥, (6) =27y (27t — k) (1.18)

Les fonctions ¢ et ¢ sont alors définies par les seules données des filtres discrets h

et g, tel que
g = ()" h_p  (1.19)

Gréace a la relation (1.18), de plus (1.19) on obtient,

wj,l (t) = Z (_1)k h1+2lfk : ¢j+1,k (120)

keZ
Le résultat suivant, dt & Stéphane Mallat [24] Vet Yves Meyer[27] @), identifie le

complément orthogonal W, a V; dans V; et établit une base orthonormal pour W;.
Théoréme 1.1.1 Soit {VJ}J oz, €st une AMR, et ¢ la fonction d’échelle satisfait [’équation

¢(t)=V2> hy o2t —k).

keZ
On considére que les coefficients hy, sont des nombres réels pour tous k € Z. La fonction

d’ondelette 1 € Vy soit donnée par (1.17). Si
W, = 5 (s (0} 0 (1:21)
alors W; est le complémentaire orthogonal de V; dans Vii,. Autrement dit,
Vin=V,eW;. (1.22)

De plus, la famille {wm <t)}keZ forme une base orthonormée pour Wj.

(1S, Mallat, Multiresolution approzimations and wavelet orthonormal bases of 12 (R) ,Trans. Amer.

Math. Soc. 315 (1989), 69-87.
2)Yves Meyer, Wavelets and Operators, Advanced Mathematics, Cambridge University Press, 1992.

12



Preuve. [1]) m
La base de riesz ¢; de V}, doit étre complétée par une base ¢); = {z/Jj & (t)}k Zde
’ S

W;, de maniére a former une base de riesz pour Vj;.

Somme orthogonale infinie des espaces d’ondelettes

Théoréme 1.1.2 Soit {V;},_, est une AMR de L*(R), et {Wj}jez les espaces ondelettes

sont définis par (1.21), alors:

la. famille {1, (t)}j vy €St une base orthonormée de L? (R) .

Preuve. Voir I'ouvrage de [38] ?) m

Alors nous pouvons conclure que; pour tout f € L2,

fzzwja

JEZ

ot w; € Wj, et w; est orthogonal & w; pour tous j # [, c’est & dire
Vi#lL W; LW

De plus, on remarque que La relation (1.16), se transpose a (1.22), pour toutes les

échelles j. Alors, par itérations de cette relation, on obtient
Wi=V,eW, oW1 oW, 2@ ...&Wi_1, j<lI
En faisant tendre [ vers +00 (j vers —oo), on obtient deux relations
Iz

L*(R)= oW, et L2(R):Vj@l@wl, VjeZ
>j

La réunion des bases de Riesz de chacun des espaces de ces sommes directes fournit

ainsi plusieurs bases d’ondelettes:

I'= {¢j,k}jez,kez et Iy = {quvk}kez U {wlvk}lzk,kez

Pour tous j € Z, les W; ne forment pas une famille d’espaces emboitées comme les V,

mais les propriétés d’invariance par translation et d’échelle sont conservées.

(1) A.Boggess and F. J. Narcowich, A First Course in Wavelets with Fourier Analysis, Prentice Hall,

Upper Saddle River, N J, 2001.
@) David F. Walnut, An Introduction to Wavelet Analysis, Birkhiiuser, Boston, 2002.

13



Projection des fonctions de V,;; dans W,

Pour se décomposer une fonction f;; € Vj1, nous employons le fait que
Vi =V, @ W;,
et par la suite on écrit
fivi=Ji+w;
ol f; et w; sont orthogonales, telles que; f; et w; sont les projections orthogonales de

fi+1 dans V; et W; respectivement. Nous avons déja une formule (1.15) pour f;. Reste

a chercher une autre pour w;, pour cela nous proposons ce qui suit:

Proposition 1.1.4 FEtant donnée {V}}jGZ une AMR de L? (R) , avec ¢ la fonction d’échelle
associée, et U'espace W; donné par (1.21), avec ¢ la fonction d’ondelette correspondante.

Supposons que fjy1 € Vi1 est de la forme:

fi1 = Z ag ¢j+1,k’

keZ

o, ¢, sont données par (1.4), et

Qe ==<f}+1a¢j+1ﬁ>'

Siw; est la projection orthogonale de f;+1 dans W;, alors;

wj = Y a iy

leZ
= Z (Z (lkgk—2l> ' wj,l
l€EZ \keZ
w; = Z (Z ag (—1)k hl+2lk> . ’l/}j,l (123)
l€EZ \keZ

Chaque entier j, correspond & un niveau de résolution. c’est pourquoi ’expression
"niveau de résolution j", fera référence a I’espace W, o, plus généralement aux fonc-

tions {wj»l}lel’ et aux coefficients {¢;},.; .

14



Corollaire 1.1.2 L’orthogonalité est définie sur la base des fonctions d’échelle {ng <t)}keZ
de V;, et la base d’ondelettes {%’,k (t)}keZ de W; par:

Vk,l € Z; <¢j,ka¢j,l> = 0,1

vja ku lvm € Z? <¢j,k7 wl,m> = 5j:l ’ 5k,m

Vk, L€ Z; (jps i) =0

Reconstruction

C’est un processus simple pour retrouver f;; € Vj;1, d’aprés les projections de f;1;
dans V; et W;.
Supposons que f; et w;, sont les projections de f;;1 dans V; et W; respectivement,

alors on a les identités suivantes:

fj+1 = Z ag - ¢j+1,k7 (1-24)

keZ
fi= Zbl COi = Z (Z akhk2l) ¢, (1.25)
ez 17 \kez

wi () =Y ey ()= <Z ar - (=1)"- h1+2l—k) Yy (8), (1.26)

IEZ 1€Z \keZ
tel que

Fivn (8) = f5 () + w; (t) .
Nous obtenons,

b= (f;(t), 0, (1) = ar- by,

keZ

a = (w;(t),v;, (1) = Zak (=D By,
kez
avec

ar = (fi1 (1), @1 (1)) (1.27)

15



Pour la reconstruction, nous supposons que b, ¢; sont connus, et nous utilisons ces

valeurs pour déterminer les coefficients ay, avec k,[ € Z. En effet; d’aprés

Fira () = f; () +w; (2),

nous employons les relations (1.24 — 1.26) , pour écrire

firi (t) = Z bi ¢y (t)+ci-y,(t).

leZ

Utilisons maintenant l'identité (1.27) on aura

ar = (fix1 (), b1 (1))
= <Z by - ¢j,l (t) +a- wj,l (t) ’¢j+1,k (t)>

leZ

= Z b (D (8), jn e () + - (s, (1), b1 (1))

leZ

Nous savons que, d’apres la proposition 1.1.4 on a

(050 (1), Djap (1) = Do,

d’autre part, si on utilise (1.20) et (1.18) on obtient:

(Vi) jan (1) = ge-o1 = (—1)* - hajarg,

d’ot, par substitution

Q. = Z bl . hk_gl + ¢ - (—1)k . h1+21_k. (128)

lez
Une vue fréquentielle

En pratique, le filtre d’échelle, peut interprété comme un filtre passe-bas(!). D’autre

part les ingénieurs se référent souvent au filtre d’ondelettes comme un filtre passe-

haut(?.

(UFiltre passe-bas: est un filtre qui supprime les hautes fréquence a partir d’une fréquence donnée.
(2)Filtre passe-haut: fait 'inverse. Il supprime les fréquences basses pour ne laisser passer que, les

fréquences élevées.

16



Fonction de transfert H pour la fonction d’échelle
Une fonction ¢ de L? (R) , satisfait 1’équation d’échelle:

¢(t)=V2> hpd (2t —k),

keZ
sa transformée de Fourier ¢ (w), est définit par
~ 1 ewr2 5 (W
b(w) = —= 5 hpe kg (—) . (129
aE"

Posons

H(w) = % S e, (1.30)

keZ
alors I’équation d’échelle peut s’écrire dans le domaine de fourier comme

N W\ A (W
—H (—) : (—) 1.31
¢ (w) 5) 25 (1.31)
Comme <2)(0) # 0, on peut appliquer récursivement (1.31), ce qui conduit & une

relation généralisée entre la fonction d’échelle et la fonction H :
~ > w
ow) =[[#H (2—j> (1.32)
j=1

Pour la convergence de ce produit infini, il existe de nombreux auteurs, se sont

intéressés a sujet, en particulier [15] (1)

Définition 1.1.2 La fonction H définie en (1.30), est appelée Fonction de transfert (ou

symbole), elle est interprétée comme la réponse impulsionnelle d’un filtre numérique.

H (w) peut s’écrire comme un polynoéme trigonométrique en z. Si on pose

on obtient,
1
H(z)=—=> h*.  (1.33)
V2 ke
De plus, la fonction H, contient de I'information au sujet des propriétés du support de
la fonction d’échelle.

(UM. W. Frazier.An Introduction to Wavelets Through Linear Algebra. Editors S. Axler F.W.Gehring
K.A. Ribert. Springer

17



Théoréme 1.1.3 Soit ¢ la fonction d’échelle a support compact, dans laquelle produite

une AMR, alors;
supp(¢) = [0,N] VN >1  (1.34)

si et seulement si,

Preuve. [38] ) m

Soit {Vj},c, une AMR de L* (R), ¢ la fonction d’échelle associé, alors on a les
propriétés;

(a) HEbH =1 (b) ¢(0) = \/LQ—W (¢) H(0) =1 (d) H est une fonction

2m-periodique telle que,

H(w+2mm)=H(w), YweR, nelZ.

La fonction de stabilité

Définition 1.1.3 On définit une fonction 2mw-périodique notée A, et appelée fonction de

stabilité par:
A=Y [olw+ 27rl))2 (1.35)

lez
Cette fonction, nous permet d’assurer I'orthogonalité de {¢ (t — &)}, ., , en terme

de ¢ (w) . plus précisément, pour mieux comprendre, il suffit de voir le théoréme suivant:

Théoréme 1.1.4 Soit ¢ (t) dans L? (R). Alors, la famille {¢ (t — k)},, est orthonormal,
si et seulement si, A est une fonction constante. En particulier nous avons;

2 1
’ — o WweR (130

A(w) = Z ’&(w—i—Zwl)

leZ

Preuve. Voir [32]® =

(UD. F. Walnut, An Introduction to Wavelet Analysis, Birkhduser, Boston, 2002
?)David K.Ruch and Patrick J.van Fleet Wavelet Theory An Elementary Approch with Application.

Wiley.Canada 2009
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Corollaire 1.1.3 Supposons que ¢ la fonction d’échelle produit une AMR {V}}jGZ de
L? (R), alors;

~

o(2rl)=0 VI#0

Preuve. On a,

Z ‘g}(w+27rl)‘2 = &s(w)f +Z ’qAb(w+27rl)‘2

I€Z. 1£0

Dans le cas w = 0 : alors, par substitution on obtient,

2+Z

1£0

2

A(0)=0(0) ¢ (2nl)

D’autre part, d’apres la propriété (b), on a b (0) = #.Mais, A(0) = %, d’on:

~

d(2rl) =0 VI£0

Remarque 1.1.1 Une autre conséquence tirée d’aprés le théoréme 1.1.4, c’est bien la
relation (1.8). Cela signifie que nous pouvons écrire la constante, comme une somme de
¢ (t — k) termes, pour toute fonction d’échelle ¢. C’est une approximation utile comme

propriété de la fonctions d’échelle.

Théoréme 1.1.5 Soit ¢ (t) € L? (R) et A la fonction de stabilité définit en (1.35), alors
la famille {¢ (t — k)},c, forme une base de riesz de Vj, si et seulement s’il existe des

constantes 0 < o < f3 telle que a < A (w) < 3.

Preuve. Il y’a plusieurs auteurs qu’ils ont travaillé sur ce sujet, en particulier

32V m

(UDavid K.Ruch and Patrick J.van Fleet Wavelet Theory An Elementary Approch with Application.
Wiley. Canada 2009
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L’orthogonalité et la fonction H

Théoréme 1.1.6 On considére ¢, la fonction d’échelle produit une AMR {Vj}jeZ de

L? (R) ,alors sa fonction de transfert H satisfait:
VweR, |HwP+|Hw+n))?=1  (1.37)

Preuve. Voir [25]() =
Les propriétés de filtre d’échelle ((7), (i7), (i77) , voir page 10 ), peuvent également
étre écrites en termes du fonction de transfert H, par la relation (1.37), qu’elle appelée

condition de quadrature. Si nous posons
5 = e—iw
la condition d’orthogonalité (1.37), peut s’écrire comme
H () + [H (=) = 1.

De plus, le polynéme H (z), doit contenir un facteur de 1 + z.

Théoréme 1.1.7 Supposons qu’une fonction de transfert H de degré fini satisfait (1.37),
H(0)=1, et H(2) a la forme

e = (157) s
ou,
m|a>1< 1S (z)] <2V71 (1.38)

Alors il existe une fonction d’échelle ¢, génére une AMR {V;} _, de L* (R), telle

JEL
que H représente sa fonction de transfert.

Fonction de transfert G pour la fonction d’ondelette

Nous avons vu que la fonction de transfert H, peut étre utilisée pour déterminer, si ¢
est orthogonale & ses translatées entieres, et solutionner ’équation d’échelle. Il s’avére
que la fonction de transfert G pour la fonction d’ondelette ¢, peut étre employée d’une

maniére semblable.

(S Mallat. Une exploration des signauz en ondelettes. Editions de L’Ecole polytechnique Décembre

2009. 91128 Palaiseau Cedex
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Définition 1.1.4 Soit ¢ fonction ondelette satisfait I’équation (1.17), nous définissons

la fonction de transfert G associée a v comme:

1

1 ) )
G(w) = ——- ceTthe — e (1.39
(w) 7 égke 5 é( ) hig-e (1.39)

Si nous posons z = e~ G (w) devient

G (z) = N D (=1 b2 (1.40)

Proposition 1.1.5 Soit ¢ fonction d’échelle produit une AMR {V;}._, de L* (R), et la

jez
fonction ondelette v définie par (1.17). Alors pour tout w € R;

(a) Pw) =G (5)-o(%)
(b) G(w)=—e* -H(w+m)
(c) G(0)=0
( =

d) pour z =€, le polynome G (z) doit avoir le facteur 1 — .

G
G

De plus, si h et g, les filtre d’échelle et d’ondelette (resp.), alors nous avons :
(1) Dokez 9% = Dkez (=1 hipy =0
(i) ZkeZ hor = ZkeZ hok i1 = \/Lg

Théoréme 1.1.8 On considére {V;}, ., une AMR de L? (R) ,avec les fonctions d’échelle
¢ et ondelette 1, alors leurs polynomes associés H (w) et G (w) ont satisfait les relations

sutvantes:

VweR, |G+ |Gw+m)f =1 (1.41)

Hw)-Gw)+Hw+nr)-Gw+r)=0 (1.42)

Maintenant comme nous savons, gAb(O) = \/%, pour la fonction ¢, on peut calculer

U (0) a partir de la fonction G. telle que

@L(O):/Rw(t)-dtzo. (1.43)

I’AMR de Haar est orthonormée. Elle est trés simple, et les algorithmes qui

I'utilisent sont trés rapides, mais dans certaines applications on souhaite que la fonc-

tion ¢ soit plus lisse. On utilise alors par exemple les AMR. orthonormées construites
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par I. Daubechies|8] (. Leur inconvénient est d’avoir un support un peu plus grand
(mais toujours compact), et surtout de ne pas étre symétriques. L’AMR de Haar est
la seule AMR orthonormée dont la fonction ¢ est & support compact et symétrique.
Pour compenser ce défaut, on peut satisfaire des AMR non orthonormales. si bien que
les familles d’ondelettes non orthogonales ont recu I’appellation d’ondelettes biorthog-
onales. D’abord ils existent deux bases d’ondelettes sont utilisées, une pour ’analyse

(la base duale) et I'autre pour la reconstruction.

1.2 Bases biorthogonales

1.2.1 Analyse multirésolution biorthogonale

Définition 1.2.1 Soient {V},_, et {‘7}}]‘62 deux sous-espaces de L*(R), satisfaisant
chacune, les critéres ((a) — (e)) de la définition 1.1.1.

Si la famille {¢(t — k)},cp est une base de Riesz de l'espace Vi qu’elle engendre, et
que la famille {gﬁ(t - /{;)}kez

et {‘N/j} forment une multirésolution biorthogonales de L?(R), avec la condition de
jEL

est une base de Riesz de Vy. Alors, nous disons que {Vj}jez

dualité suivante: (voir5]?))

<5(t —m), é(t — k:)> - /Zb(t — k)bt — k)t = Sy Y,k € {0,271}, (1.44)

De plus, on dit que les deux familles {5(15 — k:)}

entre elles.

et {¢(t —k)},ey sont orthogonales
jez

nous définissons les espaces duals V; et V; comme suit:

Vi=spm {0} et V= {60}, (145)

avec

Gu(t) = 2202t — k) et ¢, ,(t) = 25.0(2t — k). (1.46)
(U1, Daubechies, Ten Lectures on Wavelets, Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadel-
phia, 1992.

(2)A. Cohen. Wavelet Methods in Numerical Analysis, volume VII. In handbook of numerical analysis

edition, 1999.
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Autrement dit que, pour tout j € Z, {¢j’k}jez et {¢jvk}jez sont des espaces de Riesz
de V; et 'V; (resp.).
5 et ¢ :sont les fonctions d’échelles satisfaisant les équations de la dilatation:

=V2) g2t — k) et ¢(t) =V2) mp(2t —k)  (1.47)

kEZ keZ
Projections biorthogonales

Définition 1.2.2 Soit f € L*(R), 17} Uespace dual de V.
les projections de f dans Vj et V; est donné par:
5 = Pri(t) =D andu(t) et fi(t) = Prs(t) = > ajro;,(t)
keZ keZ
o1,

G = (1), 0,00) et azu = (F(1),0,(0))

Théoréme 1.2.1 Soz’ent% et ¢ des fonctions de type (1.47). Ces fonctions sont des
générateurs duales si et seulement si:
Vk € Z, Z%l‘hl—Qk = 6k,0 (148)
lEZ
De maniére analogue a ceux détaillés dans la section précédente, on peut définir les

fonctions d’ondelettes Z& et ¢ comme:

= V23 b2t — k) et w(t)=V2: > gd(2t — k), (1.49)

keZ keZ
avec
Ge=(DFhig et ge= (=1 Ry, (1.50)
et
Vi) =280(208 — k) et () =282t — k). (L51)
Les deux familles d’ondelettes {i; i k}keZ
de détails W; et W; (resp.). Cest a dire;

et {1/1‘7, k} 1oz forment des bases de deux espaces

Wy =spam {0;,(t)} et Wy=spam{v0},  (152)
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vérifiant:

~ ~ —~

Vin=V;oW; et Vin=V;0W;
avec
Vi CVir et V;C Vi

La biorthogonalité de la décomposition implique que W est orthogonal a ‘7]', mais
a priori W; n’est pas orthogonal & Vj, de méme Wj est orthogonal & V; et non a ‘7}
dans le cas général. Autrement dit que les sous espaces complémentaires sont définit

différemment, puisqu’ils sont complémentaires au sous espaces duals.

Vi LW, et W, LV,  (1.53)

Et par conséquent,

/MEJ_W;C pour j #k

Cela se traduit dans le choix des fonctions d’échelle et ondelettes par

(D;1(t), 0;,(t)) = 6ry VE, I EZ (1.54)

Wk (8)s V(D)) = 850+ O 5 Vi kyl,m € Z (1.55)

(95 1(t), 105, ()) =05 Vk,LeZ  (1.56)

(@5 k(t),¥5,(t)) =0 Yk, 1€ Z  (1.57)

Dans ces conditions nous disons que <¢, 5, Y, 12) , est un systéme biorthogonal.

Décomposition et reconstruction

Soient 5 et ¢ les fonctions d’échelle qui produisent une AMRB {‘7]} et {V;}

jez JEL

avec les fonctions d’ondelettes 17), 1) associées (resp.).
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Décomposition

Proposition 1.2.1 Pour tout j, k,l € Z on a;

¢j,k(t) = Z hy—op - ¢j+1,z(t) et 53’,]@(” = ZEZ—% : aj+1,l(t)7

IEeZ leZ

de méme pour
%,k(t) = Zgnf% : ¢j+17n<t) et ?/Jj,k(t) = Zﬁnﬂk : ¢j+1,n(t>a
nel nez
tels que les coefficients hy, hy et Gks gk sont définis par (1.47) et (1.49) respectivement.
Preuve. Voir 'ouvrage de [38] (V) m

La proposition suivante montre comment déterminer f; et g; (resp.fj et g;), & partir

la connaissance de fji1 (resp. E+1).
Proposition 1.2.2 Supposons que ;11 € Vji1 et fvjﬂ € ‘7j+1 prennent les formes

fir (t) = Zaj+1,k chip(t) et fiaa () = Zaj—&-l,k chap(t). (158

kEZ kEZ

Alors les projections de fj11 et E’H dans V; et \N/J (resp.) est;

Fi ()= aj-0,,(t) et fi(t) = u- dyult).

keZ keZ

Dautre part, les projections de fji1 et ]§+1 dans W; et Wj (resp.) est comme suit

G )= cin0,(t) et Gi(t) = G diult),

keZ kez
o1,
aj = E hi—ok - aji1y et cjp = E G1—2k * Qji1
€T nez
et

ajr = E hi—ok - ajp1y et cjp = E Ji—2k * Qi1

leZ nezZ

Preuve. [32]?) m

(UDavid F. Walnut, An Introduction to Wavelet Analysis, Birkhiiuser, Boston, 2002.
2)D. K. Ruch and P. J. van Fleet, Wavelet Theory, An Elementary Approch with Application. Wi-

ley.Canada 2009
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Reconstruction
La reconstruction multi-échelles consiste a faire le travail inverse.
Supposons que nous avons une fonction f € V;;; dont les coefficients de sa projec-

tion sont
o ={ajr}ey dans V; et & ={cjp},oy dans W;.

La question qui se pose est; comment déterminer les coefficients {a;41.,} de f
dans V;417 Pour résoudre ce probléme, nous avons besoin d’imiter 1’algorithme de
la reconstruction dans le cadre orthogonal, qui utilise les équations d’échelle de la
proposition 1.2.1, alors:

=D i D) + )i (D)
keZ keZ

d’ou

(f (t> >¢j+1,m(t)> = Z%‘,k(@%’,k( j+1m chk ]k‘ j+1 m(t)>

kez kez
= Zaa‘,k Z hi—ok(@11,(t) s Pjy1m(t)) + ZCJ k Z Gi—21(Dj1,(1), ¢y+1 m(t))
keZ 1z keZ ez
= Zaj,khm,% + ch,kgmka
kez keZ

mais,

(f () 7¢j+1,m(t)> = Qj+1,m,

alors la formule de la reconstruction devient
jy1m = Zaj,khmfmc + ch,kgmka (1.59)
keZ keZ
Remarque 1.2.1 La reconstruction multi-échelles consiste a calculer f a partir de son

approximation la plus grossiére de tous ses détails. Cela est rendu possible grice aux

relations de reconstruction satisfaites par ¢ et % :

¢j+1,m = Z’;meQk ’ (bj,k: + ngka : wj,k

kEZ kEZ
¢j+1,m = E P ok - ¢Jk+§ gm 2k *
kEZ
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Condition de biorthogonalité dans le domaine fréquentiel

Nous souhaitons maintenant relier la condition concernant les filtres h et h (voir

(1.48)), pour les fonctions d’échelle duales ¢ et ;5, a leurs fonctions de transfert H et

H (resp.). D’abord nous dérivons une similarité a théoréme 1.2.1.

On sait que la relation,
VweR; | H(w) "+ |H(w+7) =1,
est équivalente a
VweR;, H(w) |Hw)|+H(w+m) |H(w+m)|=1.

Dans le cas biorthogonal nous avons deux fonctions de transfert:

~ 1 ~ . 1 ,
H(w)=— hi - e et H(w) = — hy - e~k 1.60

en utilisant (1.48), alors la condition d’orthogonalité généralise a:

VoeR;, Hw) Hw)+Hw+m) -Hw+m) =1 (161)

Si nous posons z = e~ alors 1’équation (1.61) devient:

H(z)-H(z")+H(-z)-H(-2"") =1, (1.62)

avec H (z), et H (2) sont des polynomes trigonométriques.
Un résultat de D.k.Ruch et P.J.van Fleet, montre que si H , H, les fonctions des
transfert définies par (1.60) et satisfaisant (1.61), alors

Vk € Z, Z’El.hl_gk = 5k,0-

leZ

On note par G et G les fonctions des transfert pour ;D et ¢ telle que:

G (w) = % Zﬁk ceTh et G(w) = % ng ce”™ (1.63)

kez keZ

Jk, gr les filtres associés.
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Avec H (w), G (w) est similaire & H (w), G (w) elles vérifient les relations suiv-

antes:
Hw) Hw +Hw+7)-Hw+m) =1
vwer O GWEGlurmGlrn =t o)
Gw) Hw)+Gw+m) -H(w+m)=
H(w) - Gw) +Hw+mn)-Gw+m) =0 )

Nous imposons que H(w), H (w) vérifient (1.60) et G (w), G (w) données par

Gw)=—e™ - Hw+mr) et Gw)=—e H(w+mn) (1.65)

Alors, les relations:

Gw) - Gw) +Gw+m)-Glw+m) =1 (1.66)
H(w) - Gw)+Hw+m)-Glw+m)=0 (1.67)
Hw) G)+Hw+r)-Gwtr)=0 (168)

Sont satisfaites.
Les filtres §, et g associés a G (w) , et G (w) (resp.) données par (1.63), sont difinis
par;
Ge= (1" hiy et gi=(-1)"hiy  (1.69)

Comme nous avons vus dans le théorémel.2.1, le lien entre les filtres h et h d’une
part, et les fonctions de transferts H et H d’une autre, existent aussi des relations
également pour les fonctions G et G. En effet, si G, et G sont données par (1.65) , alors

Vk € Z;

Hw) Gw) +Hw+7) Gw+m)=04= > hjo-g;=0, (L.70)

jez
et

Gw) Hw)+Gw+m) H(w+m) =0« Giop-hj=0. (L71)

JEZ

Proposition 1.2.3 En outre s HetH satisfont le théoréme 1.2.1, alors

é’(w)-@—i—é(w—i—ﬂ)-G(w—i—ﬂ):l:)Zﬁj-gj_gkzék,o (1.72)

JEZ.
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Nous sommes maintenant en position de définir formellement des filtres biorthogo-
nal. En particulier, intéressé en construisant des paires, filtres d’échelles (lNl, h) et des

filtres d’ondelettes (g, g) pour les applications.

Définition 1.2.3 Supposons que }Nl,h associés a H et H (resp.), vérifiant;

Hw) Hw) +H(w+m)-Hw+m) =1, (1.73)

avec

H(m)=H(r)=0 e H(O)=H(0)=0.  (1.74)

Alors nous disons que heth forme un pair de filtre biorthogonal.

Filtres symétrique

Définition 1.2.4 Posons h = (hy,...,hr), composée de N filtres hy, avec hy, = 0 pour

k <letk> L. Nous disons que h est un filtre symétrique si;

h_p st N impair
hy = (1.75)
hi_r st N pair
Définition 1.2.5 On considére un entier naturel n non nul. nous définissons le filtre

spline h de la longueur n + 2, comme

(

n+1
si n impair avec k = —"HL | ntl
N 3 nil g 2 2
i, = - 2 (1.76)
2n+2
n+1 , ‘
sin paire avec k = =5, ..., 5 +1
5tk

Pour les autres valeurs de k, on se donne hy = 0.

Remarque 1.2.2 La relation (1.75) reste vraie si on remplace hy par T

1.2.2 Algorithme d’analyse et de synthése de Mallat

On pratique, pour aboutir a la décomposition ou a la reconstruction d’un signal, on

utilise le plus souvent un algorithme en cascade da a S. Mallat.
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e Pour la décomposition:

Cet algorithme permet de calculer la suite des coefficients

i—da =0 tcf:{,:f.},
a {ay,k (f (b],k)}kez e cik = (f %,k> ver
a partir les coefficients

aj+1 = {ajJrl,k}keZa j € Z.

Pour y parvenir, on utilise les relations suivantes:
ajp = E hiok - aji1y et cjp = E Ji—2k " (jy1y
leZ nez

Schématiquement nous pouvons résumer cet algorithme comme suit:

h
™t — ) — 7 — T — /P a —
g\ N\ N\ N\ N\
¢ /1 =2 d=3 .t o

Figure 1.1 algorithme de pyramide biorthogonal
e Pour la reconstruction :
La transformer inverse se calcule en utilisant la formule de la reconstruction,
Ajt1m = Zaj,k Pop—ok + ch,k * Om—2k
keZ kEZ

Son algorithme correspond aussi schématiquement a:

h
a —a P — T — T — @ — @I
/g . / / / /
0 cl 78 =2 1 A

Figure 1.2 algorithme de pyramide biorthogonal inverse

Remarque 1.2.3 Le pair de filtre (h, g) est utilisé pour ce processus de la reconstruction,
par contre (INI, g) utilisé pour la décomposition. D’autre part, pour obtenir un Algorithme
d’analyse et de synthése de Mallat, dans le cas orthogonal, il suffit de prendre qz = ¢ et

zz =), car le cas biorthogonal, c’est le cas plus général.
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1.2.3 La régularité, le nombre de moments nuls

Dans la théorie des ondelettes il y’a plusieurs propriétés souhaitées pour une ondelette
comme; l'orthogonalité, compacité du support, la taille du support (minimum), la
symétrie, 'interpolation, ect... . Malheureusement, il n’est toujours pas possible de
construire des ondelettes ayant toutes ces dernieres. En particulier, il existe deux
caractéristiques importantes: le nombre de moments nuls et la régularité.
L’introduction des contraintes de régularité dans la construction des ondelettes,
permet d’améliorer la qualité de la reconstruction. Le nombre de moments nuls, carac-
térise la puissance d’approximation des ondelettes. Alors il existe une interdépendance
entre les deux: le nombre de moments nuls de 'ondelette duale zz d’une part, et la régu-
larité de 'ondelette d’autre part. Yves Meyer a montré que si une ondelette était p fois
dérivable, 'ondelette duale avait nécessairement p + 1 moments nuls. La réciproque
est fausse : l'ordre de régularité d’une ondelette peut étre bien inférieur au nombre de

moments nuls de ’ondelette duale.

Définition 1.2.6 Le nombre de moments nuls d’une ondelette s’exprime de la maniére

sutvante:

/tk~¢(t)dt pour 0<k<p
R

dans ce cas nous disons que ¥ a p moments nuls. Cela signifie que 1 est orthogonale &

tous les polynomes de degré p — 1.

L’intérét d’avoir p moment nul est d’obtenir des coefficients d’ondelettes (f,7;,,)
proche de zéro aux échelles fines 27. Effectivement, si f est localement de classe C*
alors f (t) est localement bien approximé par un polyndéme de taylor de degré k, et si
k < p alors les ondelettes seront orthogonales & ce polynome donc la transformée en

ondelettes aura des petites valeurs proche de zéro.
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1.3 Approche optimale

La majorité des méthodes de traitement d’image, dépend par les bases d’ondelettes
et leurs propriétés d’approximation. Ces derniéres sont des familles, qui nous offres
une représentation claire, pour la variété des fonctions réguliéres par morceaux (im-
age,signal,dans la pratique), et de plus elles nous permet d’identifier de reconnaitre
des informations concernant la régularité de notre fonction. Dans cette section, nous
proposons un exemple parmis une large classe de fonctions qui nécessitent les bases

d’ondelettes non stationnaire.

1.3.1 Analyse du probléme

Dans la théorie de 'approximation, il est important de choisir, dans un espace de
fonctions donné, une base bien adaptée au probléme traité. L’utilisation d’une base
orthonormale, permet de rapprocher efficacement une fonction, avec seulement quelques
nombres de vecteurs.

Dans un espace de Hilbert H(!) séparable, un signal f, est rapproché par:

m—1

fm = Z(f, €n.) - €nys  (L.77)

k=0

ot, les m vecteurs {e,, },_, sont choisis de maniére adaptative dans une base

..,m—1?
orthonormale {e;}, .y de H.
L’erreur d’approximation est donnée par:

en (f) = I = Fallye =Y W fread® (L78)

k>m

Le choix optimal f,,, (qui réduit au minimum) correspond & ’ordre croissant de {e,,, },_
kJk=1,..m—1

telle que:
[{fren)l > [(frenen)| KEN  (1.79)

En admettant que, pour des constantes C' > 0, et » > 1/2 on a:

[(fren)| <C-k", k>m  (1.80)

()H: est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, complet par rapport a la métrique induite.
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Un peu de calcul:

La relation (1.80), implique

(fren )P <C? k7% k>m.  (1.81)

d’ou,
+o0
02 +oo 02
Sl <Y s [
k>m k=m m
malis
+o0 CQ CQ
da = L 2r—1>0
/m 2 T ’
alors
2 02 1-2r
S henl =en (1) € gy . (182)

D’abord, nous souhaitons m le plus petit possible pour obtenir une bonne approx-

imation.

1.3.2 La nécessité des bases non stationnaire

Rappelons d’abord que, la base d’ondelette orthonormale

{%’,k (z) = 20" .4 (2% - k) }j,keZ

(avec support compact), est une famille particuliére qui représente efficacement des
signaux réguliéres par morceaux.

En premier, nous considérons 1’exemple suivant:

X(@t)=P(@) xpq (), teR (1.83)

ou, P (t) : est un polyndéme de degré < N — 1.
Nous décomposons le signal X, sur la base orthonormale d’une ondelette meére 1,

a N moments nuls:

/tk-¢(t)dt:0, k=0,.,N—1. (1.84)
R
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La décomposition d’ondelette du signal X est donnée par:
X = YKy by (189)
jkeZ

Les moments nulles du fonctions 1; , montrent:
(X,9;4) =0, si int(l;;)N{0,1} =@  (1.86)

ol
L = supp (¢;,,),  (1.87)

telle que (1.84), implique
/tk ppdt =0, k=0,.,N—-1 (1.88)
R

d’ou

/ " dt =0, k=0,.,N—1 (1.89)
I &

Il signifie que, tous les coefficients d’ondelette, sont localisés autour 0 et 1. Ainsi,
nous avons une représentation compacte de X.

Généralisation:

Cette propriété, peut étre généralisé pour les signaux réguliéres par morceaux f.
En effet;

En applique la formule de Taylor avec reste intégral

N—-2
1, ; 1 ’
— — @) N - (N) _ \N-1
=3 3@t oy [ V@ e a0
Pour les grandes échelle 27, nous avons

F@ vl = [ ) v (1.91)

xT

(f (2) 1y, (2)) = /[ | [Z_ 2_1' 9 () (x—a)i—i-ﬁ /2 (=20 ) 1y a| -, (2) da

J =0 —Jik
N-2 1 ‘ -
= > gf(” (a) [/I (x—a) -, (x)dz| +
i=0 3.k
1 v N
N /I /k (t=270)" g () SO (1) (1.92)

34



En applique, les propriétés des moments nuls, on obtient

)N—l

(f(t) /k/Zk (-2 ]_1) iy (@) f(t)dt-de (1.93)

Plus précisément, on a:

[(F () ()] t—z ak

T @) ) (0 d

J

- m/l /M\%k(fﬂ"(t—Q‘jk)N_l‘-\f(N)(t)\dl“dt
[(F() D) < Ay (27 J)N Y A P (1.94)

ou, Yy, : est une constante, indépendante de f.

Remarque 1.3.1 Cette inégalité montre que, si f est réguliére par morceaux, alors on

peut réarranger la suite {}( f, %k”} telle que mous pouvons maitriser la condition

7,kez’
(1.80), (et d’ailleurs (1.82)), suivant un constant r qui lié a la régularité de f.

Conclusion 1.3.1 Cette remarque nous montre que, les coefficients (f,1;,), dépendent

de la fonction fOV)
Maintenant, afin d’illustrer ce fait, nous considérons un autre exemple comme suit:
Y (t) = cos (wt) - xpyy (1), tE€R (1.95)
tel que w, est un nombre positif. Nous avons:
YWV (1) = wN Yy (1) (1.96)
Ou Yy: est une fonction bornée, définie par:

(=1)" - cos (wt) - x 1 (1) si N =2k
Yy (t) = . [0.1] o (1.97)
(=1)""" - sin (wt) - X011 (t) si N=2k+1

La fonction Y est trés oscillante, si la fréquence w, est grande. Puis I'amplitude des
coefficients }( f %,k” , devient trés grande aussi. En effet;
Le coefficient C en (1.82), dépend de la fonction Y (V)| et devient trés grand, lorsque

Y dispose d’un motif trés oscillant, c’est-a-dire w, est grande.
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Plus précisément, nous avons:

NNy W Yl rgoy — (1.98)

Dans ce cas, nous déduisons le suivant:
e I'inégalité (1.82) , n’en donne pas, garantie sur la qualité de ’approximation, pour
les petites valeurs de m.
o Les égalités (1.93) et (1.96), montrons que la fonction est sensible aux oscillations
de Y.
On peut considérer la norme [[Yy||,r (), ;comme un moyen de mesure de ces oscil-
lations, relativement & la norme fonctionnelle |[.{| 1 1) -
Une question naturelle a se poser est:
peut-on trouver une base qui donne une représentation raisonnable du
signal Y ?
Le travail qui est présenté par le professeur k. Melkemi, dans [21] "), nous donne
des idées et éléments de réponse a cette question.
D’abord, nous étudions la représentation de la fonction Y, avec les fonctions v, ,

satisfaisant les conditions semblables de moments nuls

/cos (wt) - (t)dt =0 VjkeZ (1.99)
R

Pour satisfaire & ces conditions, les fonctions 1, sont générés par la dilatation et la
translation d’une ondelette meére 1, telle que la base est {1); , = 272 (272 — k)}mez , si
et seulement si w = 0. Ce qui prouve la limitation de ces bases d’ondelettes stationnaire.

Alors, dans le but de satisfaire les conditions (1.99), nous allons considérer les "bases

d’ondelettes orthogonales non stationnaire" dans I'espace L? (R).

(k. Melkmi A non stationary Wavelet bases: A best basis selection. SETIT 2009
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Chapitre 2

Bases d’ondelettes orthogonales non

Stationnaire

Dans ce chapitre, nous faisons une étude concernant les ondelettes non stationnaire,
ensuite nous décrivons la construction d’une base d’ondelette non stationnaire orthogo-
nale avec certaines propriétés spécifiques. De plus, nous examinons un exemple concret
pour le cas des B-splines exponentielles. Enfin nous étudions le lien entre les bases non

stationnaire et ’approximation optimale d’une fonction donnée.

2.1 Analyse multi-résolution non stationnaire

[’analyse multirésolution non stationnaire, est introduit par Carl de Boor, Ronald A.
DeVore, et Amos Ron[2] V), il s’agit d’un ensemble de sous espaces d’approximations
emboités, et invariants par translation, ou chaque espace est généré par une fonction

d’échelle différente.

Définition 2.1.1 Une analyse multirésolution non-stationnaire de L*(R), (en abrégé,

AMRNS), est une suite de sous-espace fermés emboités {V;} ., de L% (R) vérifiant les

(1 C. Boor, R. DeVore, and A. Ron. On the construction of (pre)wavelets. Constructive Approzimation,

Special Issue on Wavelets, 09, 123-166, 1993.
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conditions suivantes: [37] (V)

Pour tout j > jo, jo € Z

1 VjCVjH.

)
2) UV=I*(R).
3)
)

(
(
(3 0vi={0}. |

(4) chaque espace V; est invariant par translation, relative a la dilatation 277 - Z,
c-a-d;

f(x) eV, = f(x—27k) €V}, Vk € L.

(5) La famille {gbj (2 — k)}kez , est une base de riesz pour V;, pour chaque j.
Nous allons appeler les fonctions (¢j)j>j0; fonctions d’échelle. Notons que dans

I’AMR standard[2] ), les fonctions ¢;, seraient tous égaux a une seule fonction ¢.

2.1.1 propriétés de base

D’apres la définition, nous constatons que V; C Vjyq, pour tout j > jp, mais la
fonction d’échelle ¢;, n’est pas une version dilatée de ¢, dans Vj,. Ce fait actuellement,
présente une distinction avec ’AMR classique.

I'inclusion V; C Vj,4, assure I'existence d’une suite (hg) de I?(Z), avec j > jo,

kEZ
notée hl!, satisfaite 'équation d’échelle:

0;(x) =3 0, (20— k). (21)

keZ

Cette équation peut s’écrite, dans le domaine fréquentiel, sous la forme
—~ 1 S W ~ w
0w =5H (5) 0,0 (5) @2

ou,

Fw) =F{} )= / £ () et

(1 C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
(2)C. de Boor, R. DeVore, and A. Ron, “On the construction of multivariate (pre)wavelets,” Construc-

tive Approzimation, vol. 9, pp123-166. June (1993).
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fA: dénote la transformée de fourier d’une fonction f, et

HY () = Z th]e—W. (2.3)

kEZ

Convention : Nous imposons que, pour toute fonction ¢, de la définition 2.1.1, on a:

/qu (t)dt = ¢, (0) = 1. (2.4)

Comme g%j (0) # 0, on peut appliquer récursivement (2.2) , ce qui conduit a la relation:

(Voir [16] 1), et [37] )

avec w € R, j > jo.
D’apres les travaux de [37], le produit infini en (2.5) converge pour chaque valeur de

w. En outre, quand la fonction d’échelle stationnaire 25 correspondante est dans L?(R),

les fonctions (53) sont dans L*(R) et ||¢; — ¢||L2(R) — 0, lorsque j — +00.
Jzjo

La deuxiéme condition (la densité), garantit la convergence de 1’analyse.

Chaque espace d’approximation V;, est généré par ¢;, j > jo, cela conduit a:

V} = span {¢j7k ('I) }j,kEZ ) (26)

avec
O (1) =27 ¢, (Yo — k) (2.7)
La contrainte de base de Riesz entraine que; a chaque échelle j > jj, il existe des

constantes 0 < A; < B; < oo, telle que, pour tout hV! € 2 (Z);
Aj [0 gy < W ley < By - (87 (28)
telle que f est une fonction de I’espace V}, et

hV! (Q*M) — ] (w).

()B.Han and Z.Shen, Characterization of Sobolev Spaces of arbitrary Smoothness using non stationary

tight Wavelet frames. NSERC, Grant RGP228051. Canada (2007).
(2)C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, (2007).
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Les valeurs du couple (4;, B;), sont appelées les bornes de Riesz (inférieure et
supérieure resp.). Ils sont égaux dans notre cas (la base est orthogonale), et leur

valeur est égale a 1, si la base est normalisée (c’est-a-dire orthonormée).

La relation d’orthogonalité entre les fonctions de base, pourra donc s’écrire, pour

chaque j > jo, J € Z, comme:

(¢;,0; (- —k)) =dop, VEEZ (2.9)

avec
1 si k=0

dok =
0 si k#0
Pour les filtres d’échelle hV!, leurs transformés en z, satisfaire I’équation:
hU! (2) - hUl (2) + WV (—2) -hll (—2) =4,  (2.10)

otl, z = e~™. Ainsi que hVl, peut exprimer en z par

WUl (z) =3 " nlh- 25 (211)

kEZ

Pour chaque V}, & chaque niveau (échelle j), on peut définir son complément or-

thogonal W; dans V., comme suit:
Vin=V; oW, (2.12)
o W; = L*(R) (2.13)
J>Jo
L’orthogonalité de W, a Vj, implique évidemment, que W; sera orthogonal a W4,
c-a-d:

W, AWy, Vi#k  (2.14)

Les sous espaces de détails W}, ne forment pas une famille d’espace emboités comme
les V;, mais les propriétés d’échelle, et I'invariance par translation (dilaté par 277), sons
conservés. De plus, pour chaque échelle j > jo, j € Z, il existe une fonction ¢, de

L? (R) appelée ondelette.
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Les ondelettes non stationnaire ¢;, j € Z (7 > Jjo), ont obtenu d’apres les fonctions
d’échelle non stationnaire ¢, telles que
=Y el =k, (@15)
keZ

la ol1; g peut étre construit a partir hy, par la relation:
.
g = (=0l o (2.16)
Les fonctions dilatées et translatées 1;, définissent par

U, (@) =277, (2x — k), (2.17)

engendrent WW;.

Dans le cadre des ondelettes non-stationnaire, la stabilité des bases d’ondelette
{wj w k€L, §> jo} , Nest pas impliquée par la stabilité de la fonction d’échelle. Par
conséquent, cette famille forme une base de Riesz pour 'espace @ W;. De plus, la

Jj=Jo
famille

I'= {¢jo,k}kez U {wj,k - 2j/2wj (2j ' _k) }jzjo,kez’ (2.18)

devient une base de Riesz pour I'espace L? (R) (voir [20] (Y, et [17] ).

La décomposition en ondelette d'une fonction f € L? (R), a échelle jo, est donnée

par
= Zﬁbo] 0k+zzym Viks (2.19)
kEZ j>jo kEZ
ou,
v = (fo) ety = () (2.20)

C’est la méme formule que dans la théorie classique, mais il faut conserver; que les
ondelettes 1, , sont dilatées et translatées par I'ondelette mére ¢, dans laquelle change

complétement en fonction de I’échelle ;.

(Y. J. Lee and J.Yoon. Analysis of Compactly Supported Nonstationary Biorthogonal Wavelet Sys-
tems Based on Exponential B-Splines. Hindawi Publishing Corporation. Abstract and Applied Analysis,

Article ID 593436, 17 pages, 2011.
2)R. Q. Jia and J. Wang, “Stability and linear independence associated with wavelet decomposi-

tions,” Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 117, no. 4, pp.1115-1124, 1993.
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2.2 Exemple: Construction d’AMRNS a travers les
B-splines exponentielles

Un exemple d’analyse multirésolution non-stationnaire (V;),>;,, peut étre construit
a partir les B-splines exponentielles. Ces derniéres et les polynomes, ont été con-
sidéré, tres utiles dans un certain nombre d’applications telles que; la conception as-
sistée par ordinateur, la forme géométrique, la préservation d’ajustement d’une courbe,
'interpolation d’un signal [12], [36]. De plus, elles ont été utilisés comme un ingrédi-
ent clé pour la construction des ondelettes. En particulier, dans I’approximation et la
représentation des signaux acoustiques.

C’est quoi les B-splines exponentielles ?

De nombreux auteurs sont capables de répondre a cette question, en raison que; les
B-splines exponentielles (B-splines de Chebyshev) représentent un axe principal dans
leur domaine de recherche. Citons notamment , N. Dyn et A. Ron [13],K.Melkmi[22] (!
et, plus récemment; C.Vonesch, T. Blu, M.Unser [37] ) et Y. J. Lee et J.Yoon [20] @),
Dans ce mémoire nous nous focaliserons particuliérement sur certain propriétés con-
cernant ces derniéres.

On considere P'opérateur différentiel linéaire d’ordre n (n € N*), a coefficients
constants, défini sur C* (R) par:

n

=1 -~-1) (2.21)

i=1
D : désigne 'opérateur de dérivation, et I : est 'identité.

Le noyau de cet opérateur différentiel,

B} =ker T, (2.22)

(UK. Melkemi. Orthogonalité des B-splines de Chebyshev cardinales dans un espace de Sobolev pondéreé.

PhD thesis Université Joseph Fourier de Grenoble, France (1999).
(2)C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
3)Y. J. Lee and J.Yoon. Analysis of Compactly Supported Nonstationary Biorthogonal Wavelet Sys-

tems Based on Exponential B-Splines. Hindawi Publishing Corporation. Abstract and Applied Analysis,
Article ID 593436, 17 pages, 2011.
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est un espace EC (espace de Chebyshev généralisé) [22], sur R tout entier. On utilise

la notation 0’ au lieu de 7, ...,n. Il y’a une possibilité de trouver une permutation o,
——

0—fois
de {1,...,n}, telle que

[n1]

(’70(1)7 '“a’yo(n)) = (771 7.--,777[nm]> )

ou, 7, ..., N, sont des réels distincts et n; _ n, des entiers positives, tels que ny4.n, =

n. En peut construire alors la famille des fonctions:

em® pel®, .. g e

pour tout ¢ = 1, ..., r, cette famille forme une base pour 'espace B"[in_}, telle que
U

(3

B = ¢§1an"i]'
A titre d’exemple:
Siy = (71,7273, 74) = (0,0, a, —a) , on peut écrire y = (77[12], ny, 77%”) avec 1), = 0,
ny = a, 13 = —a, cela signifié que la base est: €%%, 1e%% % 74 c-a-d: 1,7z, €%, 797,

Cependant, Il est logique d’adopter de nouveaux choix de bases dans cet espace.

Pour ce but, nous désignons par f; I’élément de 1’espace B’G ) pour i =1,...,n, qui

1,..., [

satisfait les conditions initiales:
fO0)=0sij=0,..,i—2 et fV0O)=1 (2.23)

Les fonctions f1, ..., f, ainsi définies, forment une base de B7.
En particulier, si v, = 0 pour tout ¢ = 1,...,n; la base précédente est la base

(f1, ..., fn) de polynéme P, 1, définie par:

21
(1) = — . 2.24
fle) =g @20

Les fonctions fo, fu (- +1),...; fu (- +n —1), forment aussi une base de I'espace BY.

Définition 2.2.1 On définit I’espace des splines cardinales de Chebyshev associé a l’opérateur
T, par:
Sy =1{5e€C"?(R); S+ € By k€ Z} (2.25)
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Pour le choix n = 1 : dans ce cas, nous pouvons exprimer les éléments de S}, a

partir des translatées entiéres de la fonction ﬁi qui définie par,

By(z) =€ xpa(2), ER (2.26)

avec v = v; € R. En effet, si S est un élément de Si, nous connaissons une suite

(ar) ey telle que
S(z)=are, x €[k, k+1], k€ Z (2.27)
alors, S peut s’écrire sous la forme

S(x) = chﬂi (x—k), zeR (2.28)

keZ
avec,

e =age’, VkeZ (2.29)

On peut remarquer que, si nous définissons G% (la fonction de Green associée a l’opérateur
1 :
T.) par:
G (2) = X oo (x)  (2:30)

La fonction 6#, peut s’exprimer comme

Bl(x) =Gl () -G (z—1),zeR (2.31)

v

Pour n € N*, la fonction de Green G} associée a l'opérateur 17, est définie par;

) siz>0
GI (z) = Ju (@) - (2.32)
0 siz <0
ou, f, est I'élément de l'espace B, dont les conditions initiales sont données par la

relation (2.23), par conséquent, si vy, = 0, pour tout ¢ = 1,...,n;
vy
GY (r) = -1 reR (2.33)
ou, r; = max {z,0}.
Pour généraliser la notion de B-spline, en peut utilisé 'opérateur aux différences

A [13]1)] qui définit comme suit:

(UN. Dyn and A. Ron, Cardinal translation invariant Tchebycheffian B-splines. Approzimation Theory
and its Applications, 6(2):1-12, 1990.
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Définition 2.2.2 On définit l'opérateur auz diférences AL d’ordre n associé a vy, pour

tout v = (V1, ..., 7,,) € R" et pour tout n € N*, par:

Al = AL o Ar

(717"'7771—1)’

otu, pour tout 0 € R et h: R — R,
Nph(z)=h(z) —e’h(z—1) x€R
Proposition 2.2.1 Pour tout v = (v4,...,7,) € R™, et pour tout n € N*| la fonction
B =AY G, (2.34)
appartient a l'espace S7 des splines associées a l'espace BY.

Remarque 2.2.1 On se donne la relation suivante:
A:h ($> _ Z (_1)k [ Z 67¢1+’Y¢2+....+’Y¢k] h (ZL‘ _ kf)
k=0 1<i1 <ip<...<ix<n
pour tout fonction h: R — R, avec la convention;
Z utVt et — 1 pour k= 0.
1<i1<i<...<ix<n

Alors, si nous posons h = G, on peut écrire 37 (x) sous la forme

5:<x>=2<—1>’“[ >ttt

k=0 1<i1<i9<...<ip<n

G (x— k), (2.35)

cette relation montre que:
e Sixz <0, (r)=0.
e Six >mn, x—k est positive pour chaque valeur de k = 0,....n. Le calcul de ﬁ: (x)

revient donc a appliquer lopérateur A7 a une fonction de l'espace BY.

Aprés cette introduction, nous arrivons maintenant a un résultat central concernant

la réponse a notre question.

Définition 2.2.3 La fonction 37 est appelée la B-spline de Chebyshev d’ordre n associée

a Uopérateur T2
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Proposition 2.2.2 [30] V) Pour tout v = (v,,...,7,) € R", la B-spline B s’obtient,

comme convolution des n B-splines d’ordre 1, Bi,, 1=1,...,n, c’est-a-dire:
1

Bl = b’,lyl * ..ok ﬁin (2.36)

Ou, pour n > 2,

n — Ynt . gn—1 _ 2

B" (2) / S -t (237
0

Chacune des B-splines d’ordre 1, étant strictement positive sur I'intervalle[0; 1], on

obtient le résultat suivant:

Corollaire 2.2.1 Le support de toute B-spline de Chebyshev (7, d’ordre n est égal a

[0;n]. De plus 62 est strictement positive sur lintérieur de son support.

Corollaire 2.2.2 Soit v = (v, ..-,7,,) € R™, pour tout entier k, 1 < k < n — 2, nous

avons:

Tk‘ 671,71 — Ak‘ n—=k (238)

(’Ylv"'ﬂ/k) (717"'7’7n) (,yl"””yk) (’Yk«l»l’"v'yn)

Proposition 2.2.3 Pour tout spline S € 57, il existe une unique suite (Ck) ez » de nom-

bres réels telle que:
S(x)=) - Bl(x—k), v€R (2.39)
k€EZ

Définition 2.2.4 - On définie la B-spline adjointe de (3, comme la B-spline B associé

a Uopérateur T (I'adjoint de T7} définit en (2.21)). Cet opérateur est donné par:

)

(D+n,-1). (2.40)

n

- l’espace adjoint des splines de Chebyshev SI* associé a 'opérateur T, est définit comme

l’espace des splines cardinales associées a T

(UH. G. ter Morsche. Interpolational andextramal extramal proprieties of L-spline functions. PhD

thesis, Eindoven University of Technology, (1982).
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Conséquences:

- Si B = ker T, 'espace SJ* définit par
ST = {feC"?(R); fipsi € B, ke Z}
- D’apres 1’égalité (2.40) , on obtient:
By =,
- Soit
By (w) =€ xp(r), weR

et, en utilisant (2.39) , alors;

1

B (r) = /e‘””t gt ) “(r—t)dt, xzeR

(’711"'7’771,71
0

Un lien bien précis entre les deux B-splines 37 et 53", apparait dans la proposition

suivante:
Proposition 2.2.4 Pour tout n > 2 et tout v € R", on a

B (x) = e~k L g (n—z) z€eR (2.41)

Y v

Pour n =1, la relation (2.41) est vérifiée seulement sur R\{0, 1} .

Cette égalité (2.41) ,annonce les résultats suivants:

- Elle montre que; Si > ;_; v, = 0, alors B." est 'image de 57 par la symétrie par
rapport a 'axe x = n/2.

-Siy,=0,k=1,..,n (cas polynomial), la B-spline est symétrique par rapport a
'axe x = n/2. la relation (2.41) confirme cette propriété, car 37 = 3 dans ce cas.

- Elle nous donne une condition nécessaire et suffisante sur 'opérateur? pour que

la B-spline associée soit symétrique.

Corollaire 2.2.3 Les opérateurs différentiels d’ordre n a coéfficients réels constants dont
la B-spline associée est symétrique, (par rapport a l'aze x = nl2), sont les opérateurs de

la forme suivante:
T

DGOH (D2 _77121—)92"

i=1
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ou les nombres 1y, ...,n, € R* satisfont n? # 77]2- pour i # j, avec les entiers Oy € N, et

01, ...,0, € N* satisfont

i=1

Preuve. Voir [22](V) m

Pour le lecteur intéressé par plus de détails, et pour mieux comprendre ces notions,
on peut consulter [22]. Précisément, ce qui concerne la construction des polyndmes
exponentiels, qui sont des fonctions de la forme P(t) - € ou P(t) est un polynome, et
A est un paramétre complexe, consulter aussi [37] ?).

Les résultats précédents, restent valides, dans le cas complexe, si v = (vq,...,7,) €

Cn.

Remarque 2.2.2 La B-spline exponentielle, est une généralisation d’une B-spline poly-

nomiale.

Conclusion 2.2.1 Nous définissons les fonctions splines, par le remplacement des polynomes
avec des éléments de [’espace de chebyshev, et préservant un grand nombre de leurs pro-
priétés importantes. Autrement dit; on remplace ’espace des polynémes, par un espace
de Chebyshev approprié, telle que les B-splines de Chebyshev possédent essentiellement
les mémes propriétés que les B-splines polynomiales, comme la compacité du support,

positivité sur l'intérieur du support, ect... .

Cette généralisation est utile, puisque les parameétres ~, offrir un certain nombre

de degré de liberté.

Proposition 2.2.5 Ftant donné un paramétre-vecteur v = (74, ...,7,) € C", la trans-

formée de Fourier de la B-spline 37, est donnée par

B @) =L F G- iw) (242)

(UK. Melkemi. Orthogonalité des B-splines de Chebyshev cardinales dans un espace de Sobolev pondéreé.

PhD thesis Université Joseph Fourier de Grenoble, France (1999).
(2)C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
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ou, F est la fonction définie sur C, par

Fay={ = * (2.43)

Preuve.
Indication: En utilisant la relation (2.36), puis on applique I'une des propriétés

~

. . . —_— o~ , .
classiques de la transformation de Fourier; uw v = @ -0 (récursivement). Alors pour

prouver l'identité (2.42) il suffit de vérifier que, pour k =1,....,n

B, (W) = F (), — iw).

Cette démonstration est bien détaillé dans [22] (V) m

- Le cas v = 0, correspond & la B-spline polynomiale.

Dans le domaine temporel, on obtient la fonction ﬁ: € L?*(R), dont son support
est [0,n] (compact)[2]®), comme nous illustrons dans la Fig.2.1 pour n = 2. De
plus, cette fonction est (n — 2)-fois contintiment différentiable (de classe C"2)[14] (%),
D’autre part, Sur chaque intervalle [k, k + 1], 87 coincide avec une fonction dans G7.

Les translatées de 62, sont linéairement indépendants si et seulement si
K~ & 2miZN{0}, VK, j (2.44)

En outre, lorsque nous conservons la condition (2.42), chaque f € G, peut étre
exprimée comme une combinaison linéaire des translatées de 5.

D’autre part, de la transformée de Fourier de 37, nous voyons que

n e'Yk —tw _ 1

IO

o1 kT
LIPS s | noedTis
= [H H e (2.45)
k=1 k=1 2 2

(UK. Melkemi. Orthogonalité des B-splines de Chebyshev cardinales dans un espace de Sobolev pondéreé.

PhD thesis Université Joseph Fourier de Grenoble, France (1999).
(2)C. de Boor, R. A. DeVore, and A. Ron, “On the construction of multivariate pre

wavelets,” Constructive Approximation, vol. 9, no. 2-3, pp. 123-166, 1993.
(BIN. Dyn and D. Levin, “Analysis of asymptotically equivalent binary subdivision schemes,” Journal

of Mathematical Analysis and Applications, vol. 193, no. 2, pp.594—-621, 1995.
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Le second facteur sur le coté droit de (2.45) est reconnu en tant que ﬁ% (‘5"), et donc

w

Bl =435 (5).  (246)

avec A, : est un polynome trigonométrique, 4m-périodique, définit par
|
A (w) = H — (2.47)
k=1

Notons que @ (£) : représente la transformée de Fourier de la fonction 2 - B’%‘ (2x),
du support [0, %] , de plus, elle est par morceaux dans G7, (avec des points de discon-
tinuités & des demi-entiers).

Nous fixons le vecteur v, et définir les espaces Vj, dans lesquels engendrés par ¢;,
avec

¢, =95 (2) (2.48)
Les générateurs ¢;, alors satisfaire aux équations de raffinement non-stationnaire

~

0 (@) =2 A () By (&) (249)

Nous observons que 2 - A, 9—j—1 (& eut étre écrite comme
V-2 27/

n
—n ~vq-277 v, 277 kw21
2 E 5k(el s, €T e ,
k=0

ou, oy, (1, ...,x,) : est le polynome homogene symétrique de degré k.

Alors, nous pouvons, considérer les espaces invariants par translation V;, définis par

V= {f (@)= " hi' By (2w —k); n el (Z)} (2.50)

kEZ

Remarque 2.2.3 Si nous voulons normalisée la base qﬁj, c-a-d H(ijLl(R) =1, et d’aprés

les définitions précédent en peut réécrire
Oy =p (7B 5 B kTG, (251
telle que 3, indique la B-spline de premier ordre, c’est-a-dire:

1s:0<zr<1
By (z) = X[0,1] (z) = _ (2.52)
0 ailleurs
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et p; : est le facteur de normalisation .[36]

Une fagon pratique de représenter une B-spline exponentielle d’ordre n, est avec le

polynoéme de Lauren comme suit:

n

; j 1 5= S
hol (z) = Z hg] 2k = 211 H 5 <1 + 2 1z> . J>Jo (2.53)
keZ k=1

ou, u; est le facteur de normalisation définie par:

- 2
w =11 (1 + ewil) (2:54)

k=1
La relation entre la reproduction des polyndmes exponentiels par ¢;, et les zéros du

polynéme de Laurent hV! (2) correspondants, est bien détallée dans [37] ).
Nous définissons (par convention) espace W_,, avec I'identité

W =0V, (2.55)

J

et obtenir de cette facon, la décomposition:
L*R)= oW, , (2.56)
—oo<j<+00

est valable pour la décomposition en ondelette, sur la base de toute B-spline exponen-
tielle.

Un probléme intéressant et important dans le cadre des bases d’ondelette non sta-
tionnaire, est le probléme de la stabilité. En effet;

Soit, ¢, la fonction d’ondelette a support compact, associée a ¢; = [7,-; (27.).

Alors, I'espace d’ondelettes W;, définit par:

Vipp =V, © W (2.57)

(M. Unser and T. Blu, “Cardinal exponential splines. I. Theory and filtering algorithms,” IEEE

Transactions on Signal Processing, vol. 53, no. 4, pp. 1425-1438, 2005.
(2)C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
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est un espace invariant par translation, relative a la dilatation 277 -, généra par (U2
D’aprés (2.51), et (2.53) nous pouvons en déduire que, pour chaque j > jo, les trans-

latées enticres de ¢, sont linéairement indépendants si et seulement si [2] (V):

(Vi =) ¢ 27 WZ, pour v, # v, ki l=1,.,m. (2.58)

D’autre part, d’aprés R. Q. Jia et J. Wang [17] ®), un concept li¢ I'indépendance
linéaire, avec la notion de la stabilité de ¢, c’est-a-dire;

Si les translatées enticres de ¢;, sont lin¢airement indépendants, la stabilité de ¢,
est immédiate, Autrement dit que { Bl (27 - —k), ke Z} , est une base de Riesz pour
Vj.

La densité des B-splines exponentielles, dans les espaces L?(R), est prouvé dans
[7]®).

Un exemple pour la construction des B-splines exponentielles 57 :

Sin=2 etv=(y,7) € R? avec y; = +1, +1, +1, nous retirons la figure

suivante:

/

TN

; -

1_.:;::.? H‘\ \

b D N

B5 10 ©5 1 15 2 25
Fig.2.1.

(C. de Boor, R. A. DeVore, and A. Ron, “On the construction of multivariate pre

wavelets,” Constructive Approximation, vol. 9, no. 2-3, pp. 123-166, 1993.

(2)R. Q. Jia and J. Wang, “Stability and linear independence associated with wavelet decomposi-

tions,” Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 117, no. 4, pp. 1115-1124, 1993.

(3)Khalidov and M. Unser, “From differential equations to the construction of wavelet-like bases,” IEEE

Transactions on Signal Processing, vol. 54, pp. 1256-1267, April 2006.
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En particulier si v; = 0, on obtient la B-spline de second-ordre (fonction triangle

A)D | telle que;

53 (x) =~ Xo,1[ () +(2—=)- X[1,2 ().

Un autre exemple:
Pour n = 3, et v = (0,4a, —ia) avec a = 2.5, 7, 3.8, 4.3, on obtient la Fig.2.2 (?
Le cas: a =, v = (0,4, —im) la B-spline 3 définie par:

L Loeosmn) - gi 0 € [0, 1]
pile)=1 , '
2 S1 X & [172]
aAasr |
" / \ |

0.2

a.15

o1

gas

=] o8 1 LB = 24 3
Fig.2.2
x si 0<z<1
WA (z) = 2—x, sil<z<?2
0, atlleurs

(2)M.L. Mazure and K. Melkemi, Orthonormality of Cardinal Chebyshev B-Spline Bases inWeighted
Sobolev Spaces Constr. Approx. 18: 387-415 New York 2002.
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2.3 Application: Approximation optimale par les

bases non stationnaire

2.3.1 L’algorithme de choix du meilleure base

Afin de résoudre le probléme qui nous avons vu dans la section derniére du premier
chapitre, nous étudions ici une méthode d’approximation adaptative, dans le but de
sélectionné une meilleure représentation, pour une fonction donnée, a partir le fait des
bases d’ondelettes non stationnaire orthogonales. De plus elle est optimale, dans le
sens que la meilleure base est déterminée par la minimisation d’une certaine norme.
Notre critére de sélection est basé sur la théorie des espaces Chebyshevian. dans ce

cadre nous citons quelque définitions et propriétés indispensables.

Espace invariant par translation

Définition 2.3.1 Soit V sous-espace de C* (R). Cet espace est dit invariant par trans-
lation si, pour tout élément f € V, et tout o € R, la fonction g définie sur R par

g(x) = f(x + «) appartient aussi a V.

Afin d’obtenir un algorithme rapide, nous considérons les espaces de Chebyshev

invariants par translation.

Espace de Chebyshev invariant par translation

Proposition 2.3.1 On considére l’espace V = G} invariant par translation. Supposons
également qu’il existe un intervalle I = [a;b], a < b, telle que la restriction Gy; de Gy a
I soit un EC-espace de dimension k+ 1. Alors Gy, est le noyau d’un opérateur différentiel

linéaire d’ordre k + 1 a coeffcients constants.

Preuve. Voir [21]1) =

(Uk. Melkmi A non stationary Wavelet bases: A best basis selection. SETIT 2009
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Alors, I'espace de Chebyshev invariant par translation, est le noyau d’un opérateur

différentiel 7', a coeffcients réels et constants, qu’il s’écrit comme:

TﬁqﬁQ%—%J) (2.59)

i=1
telle que,
G =ker T, (2.60)

Maintenant, nous considérons le vecteur v = (71,7s,...,7y) € CV, satisfait les
conditions suivantes:

(A1) v =7.

(A2) v — v, & 27t - imZ\ {0} Vj > jo, k,I=1,...N.

(A3) I1 existe un vecteur X € RV, tels que v, =i\, Yk =1,...,N.

A Tintérét de:

—La premiére condition (A1) ; s’assure que l'opérateur T, a des coefficients réels.

—Pour la deuxiéme (A2); assure la stabilité de la base

{Bjor (O} UAYT (@) =277 -4 (270 — k) } (2.61)

i>3jo, kEZ

Au sens de la norme L2.

La derniére condition (A3); est une restriction aux espaces trigonométriques. Elle
nous permet de s’adapter aux différentes structures (oscillations, régularité) de la
fonction analysée.

Nous signalons que la formule de Taylor, est un outil trés important, pour approx-
imer une fonction f de I’espace des fonctions CV ([a,b]), par 'espace de Chebyshev
noté ker ", définit par la relation (2.21).

Le théoréme suivant nous donne la formule de Taylor généralisée[22] (V)

(UK. Melkemi. Orthogonalité des B-splines de Chebyshev cardinales dans un espace de Sobolev pondéreé.

PhD thesis Université Joseph Fourier de Grenoble, France (1999).
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Formule de Taylor généralisée

Théoréme 2.3.1 Pour chagque fonction f € CV ([a,b]) alors, existe une fonction uy €

G, telle que:

f(z)=up(x)+ | G,(x—1t)-T,f(t)dt, (2.63)
up(x) =Y Terf(a) G (x—a), x € [a,}] (2.64)

G, est la fonction de Green associée o Uopérateur T, définie par la relation (2.32) .

La fonction de Green satisfera I'inégalité suivante: [33] (!

Gy (- )| < k% Ve e ot (265)

tel que k£ est un constant positif.
Grace au condition (A3), le nombre k£ ne dépend pas de . On utilise les bases

d’ondelettes non stationnaire, avec la propriété (1.99) , on obtient ( pour j grand );

(030 = w030 + [ G @ — 1) Tof ()t i), (266

mais,
(uy, zb]k) =0, (2.67)

donc,

<Jf,¢]’,€):/ﬁk/2jk-G7 (z—277k) -4, (x) - Ty f (t) dt - dz (2.68)

gl [ [ 16 =20 0 @] ITf Ol deede (269

D’apres la relation (2.65), en peut montrer que

(ol <C 277N 1T Al o (ryy - (2:70)

avec C' est un constant positif, et indépendant de 7.

(L. L. Schumaker. Spline Functions : Basic Theory. Wiley, (1981).
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A titre d’exemple:
La base bien-adaptée a représenter les fonctions polynomiales par morceaux, est
I’ondelette associée a ’opérateur &—NN.
Nous allons maintenant revenir & notre probleme initial, précisément au signal Y,
deéfinit en (1.95) . Nous observons que la base associée a I'opérateur 88—;2 +w? -1, est la
plus appropriée pour représenter le signal Y. En effet, dans ce cas tous les coefficients

(Y,v7,), sont nuls si,

(0,1} nint (Ij,) =¢  (2.71)
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Approximation optimale
Nous présentons ici, la définition suivante:

Définition 2.3.2 La meilleure base d’ondelette non stationnaire, quelle représente une
fonction f relativement a la norme |||, c¢’est bien la base non stationnaire associée a

Vopérateur T, minimisant la norme ||T, f|| .

L’observation suivante est trés importante pour décrire un algorithme qui sélec-

tionne le meilleur choix de base a un signal donné.

Remarque 2.3.1 Un opérateur différentiel T' satisfaire les conditions (Al) — (A3),si et

seulement s’il existent 01,05, ..., 04; nombres positifs, avec 0 < 01 < 05 < ... < 0,4, tels que:

a ro d 82 Tk
T== 01 2.72

o, les nombres entiers {ri},_o, 4 , satisfont

d
ro+2» ry=N (2.73)
k=1

Remarque 2.3.2 En outre, pour chaque fonction f dans espace de Sobolev HY nous
avons .
Tf(w) = [(M”)H (65 —wz)rk] Fw) (274
k=1
Dans ce travail, nous considérons la norme L?(c-a-d: p = 2), pour beaucoup de
raisons. D’abord, elle est:
- Norme helbertien unique dans les espaces de LP.
- 'ondelette d’analyse, employer souvent cette norme.
- L’autre raison principale, est la propriété d’isométrie de cette norme, avec la
transformée de fourier.
Maintenant nous proposons 1’idée suivante:
Pour minimiser ||T'f||;. (voir la définition 2.3.2), il suffit de faire le méme travail

ffH , tel que;
L2

/R ‘f\f (w)‘Q dw = /R [w% ﬁ (02 — wg)m] )J?(W)‘Z " (2.75)

k=1

pour
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Afin de résoudre ce probléme d’obtimisation, nous éssayons de le traduire dans sa
forme générale. En effet;
On considére Dy (R) : Pensemble des fonctions positives mesurables, et soit g €

Dy (R) vérifie la condition
/<1+ ) g (£)dt < 400, k=0,..2N (2.76)
R

nous définissons la fonction

Eg<x>=/Rg<t>[

T
pour z = (1, %9, ...,7x) € RV,

N

(t — xk)k] dt, (2.77)

Le probléme est posé comme suit:

Trouver a € R, tel que

E, (o) = min E, (z) (2.78)

zERN

La résolution de ce probléme, est basée sur le théoréme suivant:

Théoréme 2.3.2 Le probléeme (2.78), a une solution unique «, conforme & une permu-

tation de la suite o, ao, ..., .

Preuve. L’idée principale de la preuve, est comme suit:

En premier nous résolvons 1’équation:
VES] (ZL’) = 07

puis, nous montrons que le (hissian) V2E, () est une matrice définie positive. Nous

considérons dans notre calcul que,
0%} 7A Qaj, Vi 7£ ]

et cette propriété ne dépend pas de g.

Pour plus détails ; nous nous référons le lecteur & [23] (V). m

(UK. Melkemi. Generalized expectation : a new approach, Research report. LMA Biskra, MCS#5/08,
2008.
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Conclusion 2.3.1 La résolution du probléme derniére, assuré la minimisation de la

norme Hf\f

. ce qui implique également, la minimisation de la norme ||Tf|| L2(R) »
a cause de la propriété d’isométrie entre les deuxr normes. revenant maintenant & la rela-
tion (2.70), (avec p =2), qu’elle est équivalente pratiquement & (1.80), et par la suite a
(1.82) . En applique la définition 2.3.2, d’autre part, nous savons que C "positif, et indépen-
dant de v, alors reste & trouver un minimum jo, pour j (j > jo), qui lié avec l'opérateur

T, (jo depend de ), afin d’obtenir une meilleure base d’ondelette non stationnaire.
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Chapitre 3

Bases d’ondelettes biorthogonales

non stationnaire

Comme nous 'avons signalé dans l'introduction de ce mémoire, dans ce chapitre
nous essayons de décrire d’une part, les notions fondamentales concernant ’analyse
multirésolution biorthogonale non stationnaire, la construction d’une base d’ondelette
biorthogonale non stationnaire. D’autre part, nous exposons une méthode de construire
une base d’ondelette non stationnaire basée sur les B-splines exponentielles. Enfin nous
étudions quelques propriétés mathématiques; telles que la régularité et la stabilité des

bases d’ondelettes non stationnaire biorthogonales.

3.1 Analyse multirésolution non stationnaire biorthog-
onal

Une facon naturelle et commode, pour introduire les ondelettes, est de suivre la
notion d’analyse multirésolution.

Cependant et puisque les fonctions d’échelle qui nous intéressent, sont non-stationnaire,
alors nous utilisons la structure d’analyse multirésolution non-stationnaire, introduite

par [2] ().

(1C. de Boor, R. A. DeVore, and A. Ron, “On the construction of multivariate pre
wavelets,” Constructive Approximation, vol. 9, no. 2-3, pp. 123-166, 1993.
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Etant donné un entier jo € Z, et ¢, (j > Jjo), la fonction d’échelle a support

compact, dans L? (R) . Nous savons qu’une suite de sous-espaces V;, définit par:
Vi=span {¢;, (x) =27 -¢; (Px—k), ke Z}, j>jo (3.1)

Forme une analyse multirésolution non-stationnaire, dans L? (R), si les conditions suiv-
antes sont remplies:
Pour tous j > jo, jo € Z
(1) V; € Vs
(2) ngVj est dense dans L? (R).
3) 0,V = {0}.
(4)

4) chaque V; est invariant par translation, relative & la dilatation 277 - Z, c-a-d;
f(ZL‘)EV}jf(ZL‘—2_jk?), Vk € Z.

(5) La famille{gbj (2 — k)}keZ ,est une base de riesz pour V;, pour chaque j.
La propriété d’emboitement pour les sous-espaces V;, implique l'existence dune
séquence, de 1% (Z);
hil = (hm> 3.2
k keZ ) ( )
qui satisfait I’équation de raffinement (d’échelle) non stationnaire
0 () =D hl'-6y40 2z = k), j = jo.  (3.3)
kEZ

La fonction d’échelle % € L*(R), avec le filtre associé

- (ﬁggl) , (3.4)

kEZ
est appelée, la fonction duale de ¢;, si elle satisfait la condition:
<¢j7$j ( - k?)> = 50,k keZ (35)

Soient {V;},.; et {‘N/]} , une paire ’AMRNS de L?(R), c’est-a-dire chacune
= Jj=Jjo
des deux, satisfait les criteres (1) —(5) , et ils sont générés par les fonctions duales ¢;, et

¢;, respectivement avec j > jo. Le concept des ondelettes biorthogonales, est de trouver

des espaces de complément W;, et %, pour Vj, et \7}, respectivement, satisfaisant

Vin=V,ieW, e V,=V,ieW,  (36)
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avec

W; LV, et W; LV, (3.7)

Les ondelettes biorthogonales correspondantes, sont données par:

Z~m ~]+1 20— k) et ¢;(x ZQ[J] ¢j1(2x — k), (3.8)

kEZ kEZ

telle que
Ix (—1) -k € gk (—1) 1—k (3.9)
Notons par;
bl — ( [J’]) t gl — (Nm> 3.10
g 9k rer el g 9k vz’ ( )

les filtres d’ondelettes (symboles), associés aux ¥, et 1%]- respectivement.

3.1.1 Construction d’un systéme d’ondelettes biorthogonal non

stationnaire a ’aide des B-splines exponentielles

Etant données ¢;, j > jo, des fonctions d’échelle, représentent les B-splines exponen-
tielles qui sont définies par la relation (2.51).

La premiére étape dans cette construction, est de trouver leurs fonctions d’échelle
duales % € L?(R), j > jo, avec la superposition, g~bj et ¢; générent (resp.) (‘N/j>j>j0 et
(‘/})j>j multirésolutions duals. En effet;

=JOo

On désigné par hV!, le symbole associé & ¢;. Une condition nécessaire pour que, ¢;

et %, a satisfaire la condition (3.5) est:
WU (2) Bl (2) + WV (—2) - BU (—2) =4 (3.11)

Ainsi, la construction de ¢, commence avec la construction de la fonction symbole

duale

b () =3 "nl 25 (312)
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telle que la relation (3.11) est satisfaite. Pour trouver fl[j], on applique une méthode
analogue a la méthode classique [4] (1) a Pexception de la principale différence, que Hm,
7 > Jo, sont dépendants de I’échelle.
Toutefois, afin d’assurer 'existence de & pour satisfaire la condition (3.11), nous
avons besoin de prouver que hV!, n’a pas de racines de signes opposés. Pour ce but;
dénotant

n=2M+r, re{0,1} (3.13)
et méttant z = e~ et y = sin? (‘5") , ce qui implique y en 2 :

—(1—2)”

= (3.14)

y:

D’aprés la relation (2.53), nous représentons hl), comme suit:

h[J] (e—iw> —9. —zMw (1 + e_“"> H ]k y (315)

la o1,
4

F T o2 o2 Lo

0, (3.16)

En effet, nous sommes a la recherche d’un polynéme de Laurent h7) sous la forme:

hl! ( —zw) hl! ( —M) QY (y) . (3.17)

vérifie la condition (3.11). Par conséquent, si nous définissons

. 1 . . —_—
plil (y) = Zh[J] (eflw) - hll (e=iw), (3.18)

c’est-a-dire

M
k=1

Alors le probléme pour trouver hl) z), est équivalent a la construction de Q! (y), qui

résout le probléme de Bezout,

Pl (y)- QU (y) + PV (1—y) QY (1—y) =1, ¥ye[0,1]  (3.20)

(DA, Cohen, I. Daubechies, and J.-C. Feauveau, “Biorthogonal bases of compactly supported

wavelets,” Communications on Pure and Applied Mathematics, vol. 45, no. 5, pp. 485560, 1992.
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nous devons maintenant prouver qu’il n’y a pas de zéro commun de PVl et Pl (1—"+)
sur [0, 1]. En effet;

On considére le paramétre v = (74, ...,7,,) € C", et nous proposons le suivant:

Proposition 3.1.1 Soient les polynomes PU, j > jo définissent par (3.19) . Supposons

que pour tout j > jo,
(P}/k - 7[) ¢ 2j+17TiZ; kal = 17 -y Ty AUEC 7Yy # Vi (321)
alors PV) et PVl (1 —.), n’ont pas de racines communes sur [0,1] .

Preuve. Supposons que PVl et PUl (1 — ) ont une racine commune sur [0, 1]. Ceci

est équivalent a l'existence d’un certain nombre z, € C\{0} tel que
hV! (z9) = bl (—z) = 0. (3.22)
D’apres la relation (2.53), en déduire que, pour certains v, # 7;;
T4e 27" z0=0 et 1+e 2’ M (=2)=0 (3.23)

Il suit que (v, —7,) € 27T'miZ, ce qui contredit 'hypothése initiale. m

En vertu de la proposition 3.1.1, le théoréme de Bezout garantit ’existence
d’un polynéme unique QV! de degré n — 1, qui satisfait 1’équation (3.20) [37] V), (voir
aussi[32] ?)). c’est-a-dire la rechercher de QU! est possible. Toutefois, si les fonctions
d’échelle duales correspondants, ont le support le plus court possible, alors le degré de
QU! doit étre contraint de n — 1. D’autre part, il est intéressant de constater que;

(1-2°

QU (y) =g (2) - B (), avee y=— (324)

Alors, on peut définir les polyndémes de Laurent appropriés par
hil (2) = 2u; - g9 (=) - [ 3 <1 1 em—j_lz> |
(3.25)

k=1
Bl (2) = 20, - 6 (2) - I]: (1 4 evkz—jflz>
k=1

(1 C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
2)D. K. Ruch and P. J. van Fleet, Wavelet Theory, An Elementary Approch with Application. Wi-

ley.Canada 2009.
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de sorte que les longueurs des hV!, et ﬂ[ﬂ, sont trés proches. Cela nous permet de
construire, les fonctions d’échelle non-stationnaire ¢;, et %-. En particulier, si gl! = 1,
la fonction résultante ¢;, devient une B-spline exponentielle d’ordre n. D’autre part,
nous écrivons les correspondants, de h’, et Fl[j], qui sont obtenus par la mise en v, = 0

pour k = 1,...,n, (resp.) comme suit:

h(z)= 2" (1+2)" - g(2),

~ (3.26)
h(z)=2"""-(1+2)"-g(2)

Pour simplifier la représentation, nous écrivons

gl(2)=> gl 2F et g(z2)=> g2 (3.27)

keZ kEZ

Définition 3.1.1 Une fonction ® € L* (R) & support compact, est dite d’ordre L, si et

seulement si, sa transformée de Fourier satisfait la condition;
VI=0,..,L—1, Yk € Z: {0}, ®Y (2rk) = 0.
Ou, de fagon équivalente,
Yk € 7 {0}, @ (w + 27k) = O (wh)

La définition actuelle de 'ordre, devient équivalent a des conditions classiques de
Strang-Fix [34] (") si I'on ajoute l'exigence selon laquelle o (0) # 0. Cette derniere
condition est automatiquement satisfaite, si ® est d’ordre L > 1, et génére une base

de Riesz.

Lemme 3.1.1 Soient gl = (g,[cj]) , et 8 = (Gr)peg avec j > jo, alors
keZ

gV — g, =0 (27) (3.28)

Preuve. Voir [37]® m

(1@, Strang and G. Fix, “A Fourier analysis of the finite element variational method,” in constructive

aspects of functional analysis (G. Geymonat, ed.), pp. 7953-840, Rome: Edizioni Cremonese, 1973.
(2)C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
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En ce qui concerne hl) avec 7 > Jo, la fonction d’échelle aj qui est associée, elle

est définie en terme de la transformée de Fourier comme

~ [e o]

6@ =11 % . FU+H (%) . (3.29)

k=0
ou,
HY (w) =hl! (e7@) | (3.30)

sachant que gj (w) — 1, lorsque k — oo.

En fait, 5]- est la seule fonction associée a h¥l tel que % est une fonction duale
de ¢;. Bien que le produit infinit (3.29) ,converge simplement, et % est dans L?(R),
quand gﬁ est un élément de L? (R) [37] .1l reste de prouver que, q~bj est effectivement une
fonction duale de ¢;.

Les résultats suivants traitent ce probléme.

Par souci de simplicité, en utilisant gl! et gll définis par (3.25), nous introduisons
la notation:
1k

k 17k

H glm+-1] <67iw/2l)

=1

k

, et GE,J‘ = supmaz H
m2>j w I=1

glm+i-1] (e—iw/Ql) (3.31)

Gy,j = sup maz
mzj ¢

Lemme 3.1.2 Soient 53-, et h9) ont défini par (3.29) et (3.25) respectivement, avec j > jo.

Supposons que, pour certains entier k>0 tel que

GEj < 2%(7171)

alors,

~

G <e (L)% (3.32)

ce qui implique que % € L?*(R). En outre, la fonction ,gz;j peut étre définie comme (3.29) .

Puis ce lemme vaut aussi pour ¢;.

Preuve.

Soit S € N. Nous définissons u; g par
51~ w w
Uj.s (w) = [H §H[J+l—1] <§>] “X[em] <2_S> (3.33)
1=0
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Pour v, € C, avec k = 1,...,n, on considére I’ensemble w,,_; définie comme
Wop i =W G-, - 27971
Yesd P)/k .
Puis, nous obtenons 'identité
S
=1

Ici, nous pouvons voir qu’il existe 7 > 0 et M € N tel que si:

‘1 42T e

N | —

S>M et <,

w
ol <

alors,

o Why 1wy
sin (5| = 5 | 554

Aussi, il est clair que

)

2 2

pour certains ¢; > 0, indépendant de w, mais dépend de ~y,. Par conséquent, nous

avons (20) y
1 |sin (=2 =k
—|—2 4| < | —2—~|<c 3.35
25 |sin (2%) | ~ ' sin (55 ) | n (335)

avec ¢y > 0, en fonction de v,. Ensuite, considérons le cas de

et soit € > 0, un nombre suffisamment petit pour que € < 7/2.
Notant que:
, 2
|sin (w)| = — - |w],
T
pour tous

< |w| < T
T< |w|l < —=.
2

Pour un j suffisamment grand (j > J);

25 . |sin (wk’j . 2_3_1)‘

v

25 [271 - [sin (w- 2757)| — [sin (v, - 2777572 |

v

cs- (lwl =€) = eq- ol (3.36)
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on obtient alors que

1| sin(wg;-271) c
25 |sin (wy; - 27571) | 7 1+ |w|’

(3.37)
Pour ¢ > 0 en fonction de 7y,. Par conséquent, nous rappelons le fait que
A (w) =0l (e7«)  (3.38)

avec hlil définit par (3.25) . Nous obtenons pour tout j > J,

U5 (w)| < e H‘g“*’ ”( R )‘ Xenm W27%) . (3.39)

1+|

Ici, en utilisant le méme argument, de la proposition 4.8 en [4] (1), Nous pouvons obtenir

H~w+l V(e ) <o (1 S (3.40)

Alors, on peut conclure que,
[Ty (@)] < e (L4 Jol) 2% (3.41)

pour tout j > J, ot ¢ > 0, est indépendant de S.

D’aprés la convergence de u; g (w) vers zj, lorsque S — o0, on obtient la relation
(3.32), avec j > J.

Maintenant, pour j < J, on applique un argument inductif, basé sur ’équation

d’échelle
= ~iq (W) = w
on obtient le résultat voulu.

Le cas de ¢;, peut étre fait de maniére similaire. m

Lemme 3.1.3 Soient hUl, et flm, J > jo, définis par (3.25). Supposons que pour certains
entiers k, k> 0,
Gy, Gy <2200 (3.43)

avec Gy, j, CNJEJ, définirent par (3.31), alors, pour tout j > jo, on a

(D0 b50) = Oupes LEEZ  (3.44)

(DA, Cohen, I. Daubechies, and J.-C. Feauveau, “Biorthogonal bases of compactly supported

wavelets,” Communications on Pure and Applied Mathematics, vol. 45, no. 5, pp. 485-560, 1992.
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Preuve.

Rappelant la définition de u; ¢ en (3.33), et définissant u; ¢ par

s
uj s (W) = [H %HUH” (w?l)] X[l (w27°)  (3.45)

=0

~

nous voyons que u; s, ;s convergent simplement vers ¢;, ¢;, respectivement.
De plus, en passant par (3.11), nous pouvons obtenir la relation

m-25+1
51 —{Hi—1]

oo = ] [y 7

o Li=o
w25
—=[i+l-1]

S—1
_ / [HEHU“‘” (w2 ) 0
=0

0

(w2_l)] e dw

(w2_l)] e dw

o —

= Ujs—1- Zj,S—l (l) (346)

La répétition de ce processus donne 'identité:

—_—

Ujs s - Zjﬂg (l) =Uj1 - Z]’J (l) = 271'(507[ (347)

Nous utilisons le Lemme 3.1.3, avec ¢, % € L? (R), alors d’apres le théoréme de la

convergence dominé de Lebesgue, il est immédiat que, u;s et u;s convergent vers ¢,,
et ¢; (resp.), en L% Cela implique que u;g - g — ¢, - ¢;, dans L', lorsque S — 0.

Maintenant, si on applique le théoréme de Plancherel, nous arrivons & la conclusion

(o0, (- — k) = oy, VkELZ

Ce résultat prouve que

<¢j,07gj,k> = 0ok, Yk €Z (3.48)

Pour certains j, en fait pour j (assez grand) garantit la condition (3.43), mais la
proposition suivante prouve que cette condition de dualité est en effet valable pour

toute 7 > jo, sous certaines conditions appropriés sur les symboles h, et h dans (3.26).
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Dans I'analyse qui suit, il est utile d’utiliser la notation

k
g ( efmal)
i

avec g, et g ont défini par (3.26) .

17k 17k

G = max , et G = max
w w

(3.49)

k
g ( efiw/2l)
i

Proposition 3.1.2 hll, et ﬁ[j], J > Jjo, soient données dans (3.25). Supposons que pour

certains entiers k, k > 0,

Gr, Gy <2:0D  (3.50)

Preuve.

Avec Gy, é%, en (3.31), alors pour tout j > jo on a:

<¢j,0ag]’,k> =00 VKkEZ

nous utilisons le Lemme 3.1.1, nous constatons que, lorsque n — oo, gV! et gl

convergent uniformément sur |z| = 1, vers g et g respectivement. Ainsi, on peut en

déduire qu'’il existe un entier J € N (grand) tels que
Gy, Gp, <2207V vj> ] (351)

Il résulte de lemme 3.1.3 que pour tout j > J,

<¢j,0a5j,k> =dor VkeZ

Pour le cas j < J;

Cette propriété peut étre obtenue, si en utilisant un argument inductif basé sur

I'équation d’échelle non-stationnaire. Plus précisément, on applique (2.1) , nous obtenons

1 . ~r ~
<¢j,07 ¢j,k> Y Z hl{} : Z hl[]—}Qk ) <¢j+1,na ¢j+1,l>

ne”Z I€Z
1 . ~
- 9 Z h,[{} ' Z hlb—]% “On
ne”Z lEZ
1 N
= S MLy =t (352)
neL
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3.2 Propriétés fondamentales

3.2.1 Régularité de fonctions d’échelle

Définition 3.2.1 Pour unk donné, k = n+s, avecn € N ets € [0,1]. L’espace de Holder
H* [19] ) est défini comme ’espace des fonctions f, n-fois continiment différentiable,
dont la n-iéme dérivée f™, satisfait la condition de Lipschitz;

|f") (@ + h) = f) ()]
sup 3
z,heR ‘h‘

<c (3.53)

En particulier, la régularité de f, peut étre également analysé par I’estimation de

la décroissance de f autour oco. Si,
’f(w)‘ <c (I+w) P, weR  (3.54)

pour une petite arbitraire € > 0, alors f appartient & I'espace H* (voir [11] ).
Dans le théoréme suivant, sous certaines conditions plus preécis sur les Gy, (voir
(3.50) ), nous obtenons la régularité des fonctions d’échelle non-stationnaire E@., J > Jo.

de type (3.29) . La régularité de ¢;, peut étre démontré d’une maniére similaire.

Théoréme 3.2.1 Supposons que le polynéme de Laurent h dans (3.26) , peut étre réécrit
comme

h(z)=2F. (142" 8(2), k<m,  (3.55)

telle que CNJE < 1, pour certain k € N. Soit 5]-, J > jo, étre donnée dans (3.29), avec le
symbole W) dans (3.25), alorsaj € HEW, pour certains v € (0,1) .

Preuve.

On peut écrire le polynéme de Laurent hU!, (voir (3.25)), comme

k+1

~ . 1 i -
hil (2) = 2n; - gl (2)- H 3 <1 4 P2 z) , k<m. (3.56)

n=1

(UH. 0. Kim, R.Y. Kim ,Y. J. Lee , J. Yoon, "Quasi-interpolatory refinable functions and construction

of biorthogonal wavelet systems", Adv Comput Math,33:255-283 (2010).
(2)G.Deslauriers,S. Dubuc, Symmetric iterative interpolation processes. Constr. Approz.5,49-68 (1989)
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D’autre part, d’aprés le lemme 3.1.1, nous pouvons déduire que gVl (z) — g(2),
uniformément sur |z| = 1, lorsque j — co. Aussi, en implique que éz,j (voir (3.31)),
converge vers CNJE (< 1), lorsque j — oco. Ainsi, il existe un J assez grand (J € N) ,tel
que é-,;j < 1, pour tout 5 > J, ce qui signifie que lngé’];j < 0. Par conséquent,
rappelant & partir de (3.32) que

~

& <o (|G (357)

nous voyons que pour tout j > J, Tzﬁj € H avec 7 € (0,1) . Puis nous considérons le

cas de j < J.

Par I'application d’un argument inductif basé sur ’équation d’échelle

Oy => h o, (= k), (3.58)

keZ

nous montrons que % € HEW, pour tout j < J. m

Remarque 3.2.1 Il est connu d’aprés A. Cohen, I. Daubechies, et J.-C. Feauveau [4] )
que, la transformée de Fourier de 5 avec le symbole h —définit en (3.55) — peut étre

estimer avec

~

ol <c- (14| HeC (3.50)

Alors, de la convergence de CNJEJ vers CNJE, quand 7 — oo, on peut déduire que les
fonctions %, 7 > Jo, ont la méme régularité que fgg
Pour avoir plus de détails sur la régularité optimale de %, nous renvoyons le lecteur

a [33].
3.2.2 Stabilité des ondelettes biorthogonales non stationnaire

Pour chaque j > jo, grace & la condition (2.58), les translatées entieres ¢, (- — k), k €

Z., sont linéairement indépendante, et en particulier, I’ensemble {¢j (- —k), ke Z}

(DA. Cohen, I. Daubechies, and J.-C. Feauveau, “Biorthogonal bases of compactly supported
wavelets,” Communications on Pure and Applied Mathematics, vol. 45, no. 5, pp. 485-560, 1992.
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forme une base de Riesz pour Vj, ce qui implique, I'existence des constantes A;, B; > 0
tel que
4; < [%@] < B (3.60)
avec le produit, définit par (voir [3] M)):
3,8 = (3, (- +2nm)|
keZ
Le groupe C.Vonesch, T.Blu, et M.Unser prouve en [37] ?), qu'il existe des con-

stantes 0 < A, B < oo indépendantes de j > jo(mais dépendantes de jy), telle que
A< |90, <B. Vizhe  (361)

Néanmoins, dans le cadre des ondelettes non-stationnaire, la stabilité de ¢;, n’implique
pas la stabilité globale des bases d’ondelettes {wj,k}j o keZ”

Alors pour cela, en essaye de prouver que la famille {77Z)j7k}j Sioke? est une Base

de Riesz pour @ W;. En outre, nous montrons que 1’ensemble
Jj=>Jo

I'= {¢0,k}kez Y {wj:k}j >jo,k€Z’

devient une base de Riesz pour l'espace L? (R) .
~h
Dans ce qui suit, nous allons utiliser les notations ¢®, ¢ se réferent aux fonctions
~h
d’échelle duales, basées sur la m-iéme ordre de polynéme B-spline, et ¥, ¢» pour les

ondelettes biorthogonales correspondants (& savoir, A\, = 0, pour tout k = 1,...,m).

Lemme 3.2.1 Soient ¢, et zzj une paire de fonctions ondelettes biorthogonales associés
~ ~ ~h
a ¢ et g (resp.), j = jo, alors i, (resp. 1;) converge vers " (resp. ¢ ), dans L* (R),

lorsque j — oo, avec la convergence considérer O (277) .

Preuve.

(1 C. de Boor, R. A. DeVore, and A. Ron, “Approximation From Shift-Invariant Subspaces Of

L?(RY),” transactions of the american mathematical society ,Vol 341, no.2, 1994
(2)C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
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Avec les filtres d’échelle hU! et h, de ¢[j], et ¢" respectivement, a partir de (3.8),1l

est clair que

H% o wh”m(m) = ”h[j] - hH1 ' ||¢jHL2(R) + [l - H¢J - ¢h||L2(R) (3.62)

Il a été prouvé dans [37] V), que

H¢J - ¢hHL2(R) =0 (2_j> (363)

lorsque j — oo. Ainsi, par le Lemme 3.1.1, il est clair que

[y = ™ oy = O 27)  (3.64).

~ ~h
De maniére similaire, nous pouvons montrer la convergence de v;, vers ¢ , lorsque

J—o00.

Proposition 3.2.1 Supposons que v; et 1% sont une paire de fonctions ondelettes biorthog-

onales associée a ¢; et ¢;, j > jo. On considére:

i =220 (20 k) et =29, (27 —k). (3.65)

Alors, les deux familles, {¢j7k}j2j0, rez o €t {wj’k}jzjo, e

pour W et Wj, respectivement. En outre, il existe des constantes C’,D,é’,ﬁ > 0 in-

, forment bases de Riesz

dépendantes de j > jo (mais dépendantes de jo), de telle sorte que
C < [wj,zpj] <D, et C< [wj,wj} <D  (3.66)
Preuve.
Depuis ¢, et 12 ;» sont des fonctions a support compact , il existe alors, des constantes
D;, l~)j > 0, telle que
B3] <D et [0,0,| < Gon
Notons que, la condition de dualité

<¢j ( - k) a@ﬂ = 50,k,

() C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
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est équivalent a
{wj,&j} =1 (3.68)

alors, par I’application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons
B3] (] 21 o)
Mettons: C; = l~)j_1, nous obtenons a partir (3.67), que
G5 < [0,,0,] < s, (3.70)

en suite, nous montrons que les bornes de Riesz C; et D;, j > jo, sont dans un
certain intervalle [C, D], avec 0 < C, D < oo. Pour cela, nous voyons que la fonction

27 périodique [;bj, @]} , est de la forme

Dby @) =D dl e o = (- k). (BT

kEZ

Ici, par le Lemme 3.2.1 ¢, converge vers Y* en L? (R), lorsque j — oo. Ainsi, il
s’ensuit que, pour tout k € Z, cg] converge vers ¢, = (Y*, Y™ (- —k)), quand j — oo.
[j1

En outre, depuis 9; est a support compact, uniquement un nombre fini de ¢;” est non

nul. Ce qui donne:

[wj,@b] ch e~ ¢ L }(w), quand j — oo (3.72)

keZ
Par conséquent, nous déduisons que les bornes de Riesz C; et D;, convergent vers
Cyn et Dyn (resp.), quand j — oo, dans lesquelles représentent, les bornes de Riesz

(supérieure et inférieure) de Y™, Alors nous pouvons conclure que:
C< || <D Vizjo  (373)

avec C, D > 0, des constantes indépendantes de 7 > jo.

De la méme maniére, il peut étre prouvé que
<|0n] <D Vizin G

avec C , D> 0, des constantes indépendantes de j > jg, aussi. m
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La proposition ci-dessus discute la stabilité des fonctions d’ondelettes & chaque

niveau, mais le vrai probléme qui se pose est; comment assurer la stabilité globale de

la famille, {1/)j7k}j2j0, ver (resp.{zﬁj,k}jzjo’ e

Les résultats suivantes traitent ce probléme.
Notation 3.2.1 notons que:
Q={(j,k) €22 j > jo,k€Z} (3.75)

Lemme 3.2.2 Supposons que 1; et @ij sont une paire de fonctions ondelettes biorthogo-
nales, associée a ¢; et %, j > jo. Alors il existe deux constantes D, D>0en fonction de

Jo, tel que pour tout f € L? (R),

~ 2 ~
S <D ey et Y [ <Dl (376).

(4,k)eQ (4,k)€Q
Preuve.

On considére
PR =277 (2 — k) (3.77)

et mentionnons que wh, a le méme support que t; pour tout j > jo.
Mettons,
Sy = supp Y™ (- —k) avec k€ Z.

Alors, nous observons que:

(g — 20| = / £ (@) (5 () — 0P () de

< oo /\f(x)|2da; (3.78)
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Ou le dernier borne, est obtenue par le lemme 3.2.1 Puis, nous obtenons

S -t < e 3 2 /|f )2 da

(4,k)eQ (4,k)EQ 2-3 5,
= c- Z 27%. ||f||L2(R)
Jj>Jjo
< e e (3.79)

Mettre tout cela ensemble, il est immédiat que

172 172 172
S lreal < X el S e et
(4,k)eQ (j,k)eQ (4,k)eQ
< Dy I flp + ¢ I g2y = D 1 f oy - (3.80)

Pour une certaine constante D > 0, D, nest la borne supérieure de riesz, de " De
méme, nous pouvons prouver la seconde relation en (3.78). m

Nous arrivons maintenant a des résultats centraux dans ce travail.

Théoréme 3.2.2 Supposons que ; et 7:/;]- sont une paire de fonctions ondelettes biorthog-
onales associée a ¢; et @,j > jo. Alors, les deux familles, {wjk} e et {%k}j iobes”
forment des bases de Riesz, pour les espaces ngiOVVJ , et ; E%OWJ , respectivement.

Preuve.

Soit f une fonction dans lUespace @© W;. Par linégalité de Cauchy-Schwartz et

J=jo
Lemme 3.2.2, nous obtenons

”inQ(R) = lim ZZ f %, (f, %k)

J—00
Jj=jo kE€Z
112 172
~ 2 2
< [ X s ] X e
(4,k)eQ (4,k)eQ

172

< DV fllpew - | D 1A w0 (3.81)

(4,k)eQ

pour D > 0. Mettons C = 5’1, nous avons

Clflfam < S [ (3.82)

(J,k)eQ
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D’aprés le lemme 3.2.2, nous concluons

Collfliew < S [ <D IfFw — (3:83)

(4,k)€Q
Pour D > 0. En outre, il est clair que v;; (j,k) € Q, sont linéairement indépendantes,

ce qui prouve que la famille, {wj,k} constitue une base de Riesz pour [’espace

J 2jo,k€Z’
® W, (Voir [6]V)). De méme, on peut montrer que {wjk} forme une base de
i>jo o "2 d Zjokel
Riesz pour © W;. m
J=jo
~ ~h
De la convergence de ¢; — ", et ¢; — ¢ , dans L*(R), quand j — oo, nous
pouvons conclure que, la projection biorthogonale P;f avec f € L? (R), sur l'espace

V; C L*(R), tel que

bif = Z<f7 &jk> P €Vy o (3.84)

keZ
converge vers f sur L2, quand j — oo.
P;f: représente une approximation de f, & une résolution de 277.

Alors sur la base de cette observation, nous obtenons les résultats suivantes.

Théoréme 3.2.3 On se donne 1; et &j; une paire de fonctions d’ondelettes biorthogo-

nales associée a ¢; et % (resp.), avec j > j. Alors l’ensemble

I'= {¢O,k}kez U {wjvk}] >jo,k€Z’

forme une base de Riesz pour l’espace L* (R). Ce résultat s’applique d’une manicre égale

O = {00}, U{00a), s
o keZU %’k § >jo,kEZ

a ’ensemble

Preuve.
Pour une fonction donnée f € L? (R), Pour simplifier la notation, nous définissons

les suites:

c=((F04,), 0 et d=(Fy)) . dzh (389

kEZ

(1 C. K. Chui, An Introduction to Wavelets, of Wavelet Analysis and Its Applications,vol. 1 Academic
Press, Boston, Mass, USA, 1992.
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De méme, pour les séquences:

e=((105) et di= (1), F=do (3:86)

kEZ

11 a été prouvé dans [37] (1) qu’il existe des constantes ;L B> 0, tel que
't 2 ~12 - B 2
A fle@ < llelly < B [[fllze@ — (3:87)

En outre, par le théoréme 3.2.2,

J=30

~ |12 ~
4| <D Ifllew — (3:88)

Pour une certaine constante D > 0, alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le

théoréme 3.2.2, nous obtenons:

J
1A e = Hm [ (fdjn) - (F 0500 + D> (Frdun) - (f1dy,)

J—00

kezZ J=ijo kEZ
172 172
[e.o] o . 2
2 2 ~112
< el 203 |- {3+ Y a)
J=4g J=io
172
o~ o\ 122 5 > 5
< wax (B.D) [l - | Nl + D Nyl (3.89)
j:jo
~ ~\ —1
Mettons: E = max (B7 D) . Nous avons
[ee]
2 2 2
E- [ fl3am < llels + > lld;3 (3.90)

j:jo

Il est clair que, d’aprées I'lemme 3.1.5, nous pouvons conclure

E-[lflZem < llels+ D Il <F - I fl7e@  (3.91)

j:jo
Pour une certaine constante F' > 0. Cela prouve que I’ensemble I'; constitue une base
de Riesz de L2 (R) voir [7] @. De méme, nous pouvons montrer que I, constitue une

base de Riesz de L* (R). m

(1 C. Vonesch, T. Blu, and M. Unser, “Generalized Daubechies wavelet families,” IEEE Transactions

on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4415-4429, 2007.
(2)O. Christensen, An Introduction to Frames and Riesz Bases, Applied and Numerical Harmonic

Analysis, Birkh"auser, Boston, Mass, USA, 2003.
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La décomposition en ondelettes d'une fonction f € L? (R), a échelle jo, donc définie

par:

F=>a g 3 S iy, (3.92)

kez Jj=jo k€Z
ou,
=0 et T =(fd (393
C’est la méme formule que dans la théorie classique, mais nous inscrivons que les
ondelettes 1; ;. (resp. zzjk) sont dilatées et translatées par 'ondelette mére 9; (resp.

zzj), qu’elle change complétement en fonction de I’échelle ;.

_[ hb] ]_> N —Tr2]—[ ni ]

xggH] li+1]

_[ gl ]_> yl[g] _>[ gli] }_
Fig.3.1. bancs de filtres a reconstruction parfaite non-stationnaire

INlustration du Fig. 3.1
Les bancs de filtre dans la Fig.3.1., mettent en ceuvre les opérations de décompo-

- . ) R j+1 j+1
sition et de reconstruction en terme de séquences discrétes (mgﬂﬁ ]> et (y,[g + ]) ,
keZ keZ

a différentes échelles j. La partie supérieure gauche du banc de filtre calcule mgg}) ,

keZ
d’apres (acgﬂ]) ez tandis que le cadre en bas a gauche, donne les coefficients d’ondelettes
(y%)kez . Il s’agit d’un filtre de reconstruction tel que J:;Ejﬂ] = a:ECjH], pour tout k € Z,
da & la condition de biorthogonalité (3.11), et la définition des filtres gl et gll. La
seule différence avec la transformée en ondelettes rapide da a S. Mallat[26] (V) est que

les filtres dépendent du parameétre d’échelle j.

(1)S. Mallat, “A theory for multiresolution signal decomposition: the wavelet representation,” IEEE

Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, vol. 11, pp. 674-693, July 1989.
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Chapitre 4

Conclusion

Dans ce travail, nous avons élaboré soigneusement une étude sur les ondelettes non
stationnaire & travers I’analyse multirésolution non stationnaire approprié.

Dans le premier chapitre, nous avons parlé de quelques notions générales dont nous
avions besoin dans notre collaboration sur les ondelettes classiques; Précisément, nous
avons rappelé les principales propriétés des ondelettes orthogonales et biorthogonales
dans lesquelles sont introduites & travers ’analyse multirésolution dans L*(R). Apres
la représentation de ’algorithme de Mallat, en plus nous avons discuté dans ce chapitre
sur certaines caractéristiques inéluctables voire impotantes qui ont été pris en compte
dans le choix d’une ondelette, en particulier le nombre de moments nuls et la régularité.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons fait une étude sur les bases d’ondelettes
orthogonales non stationnaire. Il s’agit d’une généralisation ot 'ondelette mere change
completement a chaque échelle, ainsi nous avons décrit la maniére de construction d’une
base d’ondelette non stationnaire orthogonale avec certaines propriétés spécifiques. En
plus, nous avons examiné un exemple concret pour I'analyse multirésolution non sta-
tionnaire & travers les B-splines exponentielles. Ensuite nous avons étudié une applica-
tion bien détaillée concernant le lien entre les bases non stationnaire et ’approximation
optimale d’une fonction donnée.

Pour ce qui est du dernier chapitre, il a été consisté & présenter une étude sur
les bases d’ondelettes biorthogonales non stationnaire. D’abord nous avons illustré des

notions fondamentales concernant I’analyse multirésolution biorthogonale non station-
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naire, puis nous avons exposé une méthode de construire une base d’ondelette non
stationnaire basée sur les B-splines exponentielles, ensuite nous avons étudié quelques
propriétés mathématiques; telles que la régularité et la stabilité des bases d’ondelettes

non stationnaire biorthogonales.
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