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Abstract

The main of this thesis is to study the problems of free surface potential flow of an in viscid
incompressible fluid. The flow is assumed to be study two dimensional and irrotational. The
problemsare formulated as an integral equation for the unknown shapes of the free surface.
This equation is then discretized and the resulting algebraic equations are solved by Newton’s
method. We take into account the effect of surface tension and the effect of gravity. In this
case, the problem is characterized by two-parameters : the inverse Weber number and the
Froude number . These problems is solved numerically by using boundary integral equation
technique. More specifically, the numerical method used is based on an integro-differential
equation reformulation. In our thesis, we studied three problems :

1- Free surface flow over a triangular depression.

2- Free surface flow over a two triangular depressions.

3- Free surface flow under a sluice gate.

Keywords : Free surface flow, potential flow, Froude number, Weber number, integro-differential

equation, surface tension, gravity.
Résumé

Le but de cette these est d’étudier les problemes d'un écoulement potentiel, bidimensionnel
a surface libre d’un fluide incompressible et non visqueux. On suppose que 1’écoulement
est stationnaire et irrotationnel. Les problémes reviennent a la résolution de 1’équation de
Laplace dans le domaine de 1’écoulement avec des conditions aux limites non linéaires sur la
surface libre de forme inconnue. On tient compte de I'effet de la tension de surface et I'effet
de la gravité. Dans ce cas, le probleme se caractérise par l'inverse de nombre de Weber et
le nombre de Froude . Il résout numériquement. Nous adoptons la méthode numérique en
utilisant d’équation integro-différentielle. Le probléme se réduit a un systéme algébrique de
N équations non linéaires qu’on résout par la méthode de Newton. Dans notre travail, on a

étudié trois problémes :

il



1- Ecoulement & surface libre sur une dépression triangulaire.
2- Ecoulement & surface libre au dessus de deux dépressions triangulaires.

3- Ecoulement & surface libre sous un barrage.

Mots clés : Ecoulement & surface libre, écoulement potentiel, nombre de Froude, nombre de

Weber, équation integro-différentielle, tension de surface, gravité.
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Notations

Notations

T Tension de surface.

Fr Nombre de Froude.

) Inverse de nombre de Weber.
g Gravité.

H Hauteur du fluide a l'infini.

\_/) Vecteur de vitesse.

U Vitesse a linfini.

u; v Composantes du vecteur vitesse.
13 Vitesse complexe conjugué.

f Fonction potentielle complexe.
10) Fonction potentiel de vitesse.
(0 Fonction de courant.

q Module de la vitesse.

t Temps.

Qv Débit volumique.

Qm Débit massique.

P Densité du fluide.

Do Pression atmosphérique.

P Pression du fluide.

= . .

T Tenseur des contraintes visqueuses.
= .

o Tenseur des contraintes.

er; n Vecteur unitaire tangentiel et normal.
é . .

1 Tenseur identité.

= . , .

IS Tenseur de vitesse de déformation.

Coefficients de viscosité.

F
=



Notations

K Courbure de la surface libre.
R Rayon de courbure.

5 Accélération.

0 Angle de pente de la vitesse.
div Divergence.

A Laplacien.

rot Rotationnel.

—

grad Gradient.

d D

—, — Dérivée matérielle.

dat Dt

Dérivée par rapport au temps.

ds;dv  Element de surface, élement de volume.
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Introduction

Plusieurs applications dans la mécanique du fluides comportent 'intersection des surfaces
libres avec des parois rigides. Un exemple classique est I’écoulement produit par 'intersection
de la ligne de courant (surface de I’eau) avec la coque d’un bateau. Dans cette thése nous
nous restreignons aux écoulements potentiels et bidimensionnels. On suppose également qu’il
n’y a pas de vitesse dans la troisieme dimension. La raison pour laquelle on suppose que les
problémes d’écoulement soient bidimensionnels est que la théorie de fonctions analytiques
puisse étre appliquée, ce qui permet aux solutions numériques d’étre obtenues. On suppose
également que 1’écoulement est stationnaire et irrotationnel et le fluide est incompressible et
non visqueux. L’étude et les résultats sont présentés sur la nature des singularités qui peuvent
se produire & 'intersection des surfaces libres et les parois rigides.

Comme nous allons le voir, les problémes reviennent a la résolution de ’équation de Laplace
dans le domaine de I’écoulement avec des conditions aux limites non linéaires sur la surface
libre qui est de forme inconnue. Nous adoptons une méthode numérique de discrétisation
de tout le plan de I’écoulement en utilisant des transformations conformes qui réduisent le
probléme de discrétisation uniquement sur la surface libre.

Lorsque les effets de la force de la tension de surface et de la gravité sont négligés. La
solution du probléme est obtenue explicitement et la forme de la surface libre est déterminée
paramétriquement en utilisant la théorie des lignes de courant libres et des transformations
conformes voir Gurevich [21]. Dans le cas ou l'effet de la tension de la surface est prise en
compte ou la force de gravité est non nulle, le probléme ne peut étre résolu que par une
approche numérique a cause du terme non linéaire figurant dans la condition au bord de la

surface libre. La solution est obtenue en utilisant la méthode d’équations intégrales qui a été



Introduction

traitée par plusieurs auteurs, citons : King et bloor [33|, Forbes et Schwartz [15], Jean Marc
Vanden-Broeck [44] et P. Guayjarernpanishk et J. Asavanant [20]. Le probléme est caractérisé
par 'inverse du nombre de Weber ¢ si la tension de la surface est non nulle (7" # 0) et le
nombre de Froude Fr sila gravité n’est pas négligeable (g # 0).

Ce travail est composé de quatre chapitres et annexe :

Le premier chapitre contient quelques notions préliminaires concernant les écoulements
potentiels, bidimensionnels et les équations générales du mouvement des fluides.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie le probléme d’un écoulement potentiel, bidimension-
nel d’un fluide incompressible et non visqueux passant au dessus d’une dépression de forme
triangulaire. Si les effets de la tension de surface et la force de gravité ne sont pas négli-
geables, dans ce cas, le probléme sera caractérise par I'inverse du nombre de Weber o et le
nombre de Froude F'r. Nous adoptons la méthode numérique d’équation integro-différentielle.
Le probléme se réduit & un systéme algébrique de N équations non linéaires qu’on résout
par la méthode de Newton. On constate que l'algorithme converge pour tout 6 > 0 et pour
tout F'r > 0. On détermine la solution pour chaque valeur de I'inverse du nombre de Weber
0 > 0 et pour chaque nombre de Froude F'r > 0.

Le troisiéme chapitre traite le probléme d’un écoulement au-dessus de deux obstacles
de formes triangulaires, en tenant compte de 'effet de la tension de surface et l'effet de la
gravité. Dans ce cas, on peut résoudre ce probleme numériquement en se basant sur la méme
méthode décrite dans le chapitre précédent. On constate que d’aprés les résultats obtenus
que la solution du probléeme existe et elle est unique pour tout I'inverse du nombre de Weber
0 et tout nombre de Froude Fr.

Dans le quatriéme chapitre, on présente 1’étude du probléme d’un écoulement potentiel
d’un fluide incompressible et non visqueux sous un barrage d’ouverture inclinée faisant un
angle v avec ’horizontal telle que 0 < v < g dans le cas ot 'on tient compte particuliérement
de effet de la tension de surface et l'effet de la gravité. La solution exacte du probléme
envisagée est impossible a obtenir a cause de la présence du terme non linéaire intervenant

dans 1’équation de Bernoulli. Pour cette raison, on résout le probléme par une approche
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numérique. La méthode utilisée dans ce chapitre est la méme utilisée dans les chapitres
précédents. La solution sera déterminée pour chaque valeurs de 0 et F'r. Notons qu’il existe
deux surfaces libres, la premiére avant I’ouverture du barrage avec des ondes mais la deuxiéme
apres l'ouverture est sans ondes. Ces résultats ont été confirmés par P. Guayjarernpanishk
[20] et Vanden Broeck [44] dans le cas la gravité n’est pas négligé et la tension de la surface
est nulle.

Ce travail est complété par une annexe ou on présente la méthode de Newton pour la

résolution d’un systéme d’équation non linéaire et la régle de trapéze.



Chapitre 1

Notions préliminaires sur la

mécanique des fluides

1.1 Introduction

Pour décrire en terme de mathématiques ’état d’un fluide en mouvement est qu’en chaque
point P(x,y,z) du domaine de 1’écoulement et a chaque instant on puisse déterminer un
certain nombre de propriétés physiques : pression p, masse volumique p, vitesse V... etc et
que toutes ces quantités qui sont des fonctions des variables x,y, z et de l'instant ¢ soient

des fonctions continues en ces variables.

1.2 Description lagrangienne

Cette méthode consiste a étudier les différentes quantités ( masse volumique p, température
7, pression p... etc ) pour chaque particule individuellement, lors de son mouvement.

Dans la description lagrangienne, on décrit le mouvement par les trajectoires des particules
d’identités déterminées. On rappelle que la trajectoire est le lieu géométrique des positions de
la particule au cours du temps. L’identité d’une particule est donnée par sa position initiale

My (20, Y0, 20) - La description du mouvement est donc de déterminer le vecteur position
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T (Mo, t) a tout instant ¢ pour toutes les particules du fluide
?:?(Mmt) ou ?:?('xoayOaZOat)

c’est-a-dire

Ty = T (33'0, Yo, 20, t)

1.2.1 Vitesse et accélération

Vitesse

H
Pour une particule fluide donnée, i.e., pour P fixé, la vitesse est donnée par :

soit, en notation tensorielle :

8:52-
Vi (pj7t) = ot |pj

Accélération

H
Pour une particule fluide donnée, i.e., pour P fixé, 'accélération est donnée par :

soit, en notation tensorielle :

an
i (pjat) = E }pj

1.3 Description eulérienne

La méthode d’Fuler consiste & décrire ’écoulement en donnant les composantes du vecteur

vitesse et autres quantités physiques en chaque point de ’espace, i.e., on fixe un point dans
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I’espace et on remarque les variations des quantités liées aux particules du fluide passant par
ce point.

- A linstant t;, on détermine en M une particule P; de vitesse 7 et d’autres caractéristiques
physiques K.

- A linstant ty = t; + dt, on trouve au méme point M de 'espace, une autre particule P, de
vitesse et des caractéristiques physiques différentes.

Donc, on a en M et a l'instant ¢,
— — —
V=V (Pl,tl) =V (l’,y,Z,tl)

et

K=K (P,t1) = K (z,y,2,t1)

et a l'instant ¢, on a en méme point M

R
(Po,t2) =V (2,9, 2,12)

= =l
[
= =l

(Pg,tg) =K ([E,y,Z,tQ)

1.4 Définitions

1.4.1 Dérivée partielle et dérivée matérielle

Puisque dans la description d’FEuler, le champ vecteur vitesse 17) = ‘—/ (X,t) et les autres
caractéristiques sont données en fonction du point X de I’espace et du temps t indépendam-
ment de la particule du fluide qui occupe le point X au temps. On doit différentier entre
deux formes de dérivées par rapport au temps.

1- Dérivée partielle % : la dérivée partielle % est une dérivée partielle usuelle en consi-

dérant X et ¢t comme variables indépendantes.

D D
2- Dérivée matérielle i : la dérivée matérielle i est la dérivée partielle par rapport au
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temps d’une caractéristique d’'une particule donnée.

A Tinstant ¢, une particule P occupe le point de 'espace M; (x,y, z) et a U'instant ¢ + At, la
méme particule P occupe un autre point de l'espace My (x + Az, y + Ay, z + Az) .

Alors, on a

_
MMy = Ax.eq + Ay.es + Az.e3

et
D 0 0 0 0

E=a+vl%+vza—y+v3$

La relation entre 2 ot 2 est donné
a relation entre — et — es onne par .
ot~ Dt P

ll))t_i:%+(—>—>)

En effet, la différentielle totale d’'une quantité K = K (x,y, 2,t) est

ok oK. oK. oK
pic = Pogr+ Py g, L 9%y
T PR T e

par suite
DI _ ok oKor  0Kdy Ko
Dt Ot 0Oz ot Oyot 0z o0t

Lorsque les points M; et M, représentent les positions successives d’'une méme particule de

fluide, aux instants successives t et t + At, on trouve les quantités

dx dy dz
=V, —5 = Ugy 75 =

dat -V dt

. — .
avec vy, Ua, v3 sont les composantes de la vitesse ©v* de la particule.

On déduit
DK oK G_IC oK oK

S R A T
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Ainsi, accélération 5 de la particule est

DV 3‘_/) — —\ =
7:ﬁ26t+(v )V

En utilisant le fait que

on trouve

DV oV 1—
_>:_:_ 1 2 ( —>> —
ol Di BT + 2grad\/ + (rotV ) AV

— —
ol A désigne le produit vectoriel et rotV est le rotationnel du vecteur V.

1.4.2 Ecoulement stationnaire

On appelle écoulement stationnaire ou encore écoulement permanent, un écoulement dont
toutes les caractéristiques quantitatives sont indépendantes du temps, en particulier pour la
vitesse OV (21, z2, x3,t) /Ot = 0. Cela signifie simplement que les lignes de courant n’évoluent
pas au cours du temps. Il est facile de voir que dans un écoulement stationnaire les lignes de

courant sont les mémes que les trajectoires.

1.4.3 Ecoulement uniforme

On appelle écoulement uniforme si les composantes de vitesse sont indépendantes des coor-

donnés d’espace, sinon il est non-uniforme.

1.4.4 Ecoulement irrotationnel

On dit qu'un écoulement est irrotationnel si :

_
rotV =0
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Cette équation va apporter des simplications importantes dans les équations du mouvement.
ﬁ
Nous rappelons qu’un champ vectoriel V (x;y) dont le rotationnel est nul peut étre toujours
représentée par le gradient d’une fonction scalaire. C-a-dire qu’il existe une fonction ¢ (z;y)
telle que :
— —_—
V = grad¢

¢ représente le potentiel de vitesse.
Due a l'existence d’une fonction potentielle, les écoulements irrotationnels sont dit écoule-

ments potentiels.

1.4.5 Débit volumique et débit massique

1. Soit S une surface fixe dans un domaine du fluide en mouvement. On suppose S est
orientable et 7 est sa normale unitaire en un point N de S. On appelle débit volumique (

ou flux du vecteur vitesse ) a travers la surface S le scalaire @), défini par :

QUZ/V(N,t).st . NeS
S

2. On appelle débit massique ( ou flux de la quantité du mouvement ) a travers la surface S

le scalaire ()),,, défini par :

Qm_/p(N,t)V(N,t).ﬁds . Nes

ol p est la masse volumique du fluide.

1.5 Lignes fluides

1.5.1 Les trajectoires

On appelle trajectoire de la particule, I’ensemble des positions occupées par la particule au

cours du temps.
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1. La description de Lagrange donne directement la trajectoire, en effet :

X = L£(X,t)

est I’équation paramétrée par t de la trajectoire de la particule identifiée par X.

2. Si le mouvement est décrit par la méthode d’Fuler la connaissance des trajectoires
revient & la description de Lagrange selon la méthode d’équivalence. Les trajectoires sont

alors solution du systéme différentiel :

dX
dt

alors :
diUl . deQ . d.’L’g

— = —"=—" =t
dvy dvg dvs

1.5.2 Lignes de courant

La description eulérienne conduit elle aussi & une représentation du champ de vitesse, & un
instant ¢, sous la forme d’une famille de lignes tangentes en chaque point au vecteur vitesse,
que l'on appelle lignes de courant. L’équation des lignes de courant se déduit directement de
cette définition en écrivant que : Un petit déplacement X sur la ligne de courant est colinéaire

au vecteur vitesse :

—

VANdX =0 soit gxvidxy = 0
En développant cette relation, on obtient :
UQdZL’g - U3d$2 =0

U3d$1 — U1d333 =0

UldIQ — ’UQdIl =0

Les lignes de courant sont donc les intégrales du systéme différentiel :

10
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diCl o dl'Q . dl’g
U1 (Xa t) B Cp) (X>t) B U3 (X7t>

Dans lequel ¢ & la valeur fixée. Les lignes de courant ne peuvent pas se couper.

1.6 Equations de base pour un écoulement potentiel

des fluides incompressibles.

1.6.1 Formule de Green-Ostogradsky

Soit un volume Vj de frontiére la surface S et 7’ le vecteur normal & S pointant vers I’extérieur
ﬁ
du volume Vj. Soit F un champ vectoriel défini dans un voisinage de Vj; alors la formule

de Green -Ostogradsky est donnée par :

/S (F.7) ds = /V div (F) dv

1.6.2 Equation de conservation de la masse

Considérons un fluide occupant un volume V; de densité p (z,t) et de frontiére une surface

fermé S. La quantité (la masse ) de fluide contenue dans ce volume est égale a

m(t):/vop(az,t)du

La variation de la masse contenue dans le volume 1} est donnée par :

dm(t) d
dt  dt

/ p(z,t)dv = 9 (x,t)dv (1.1)
Vo Vo at

D’autre part, la variation de la masse est égale au flux massique qui passe a travers la surface

—
. — . . N 21, .
S. Soit 1" est le vecteur normal unitaire a un élément de surface de S, V' le vecteur vitesse

11
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alors le flux massique est donné par :

I =
/SpV.nds (1.2)

En identifiant les deux expressions (1.1) et (1.2) on obtient :

dm(t) d =
= t)dv = — .nd

D’apres le théoreme de divergence ( Green-Ostogradsky ) :

/p?.ﬁd&z/ divp‘—/dv
s

Vo
On obtient ainsi

/ (@ + div p?)dv =0
W ot

Puisque cette expression doit étre vérifiée quel que soit le volume considéré, nous obtenons :

%erivm_/:o

Cette équation est connue sous le nom " équation de continuité". On peut écrire cette équation

sous une autre forme. Nous avons en effet :

— - = —
div(pV') = pdivV + V .gradp

Donc
ap . — dp = = —
— +div(pV) = =+ pdivV + V.gradp =0
ot ot
et par suite il vient :
d
—p+pdiv‘—/>:() (1.3)
dt
. Dp _dp _0p 7 ——
ol ST T + V .gradp

12
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1.6.3 Fluide incompressible

un fluide est dit incompressible si :

Dp _dp _
Dt dt

Par conséquent I’équation de continuité (1.3) devient :
g
divV =0
donc :

0 —
a—';) + 7gradp =0
Cas particulier :

. .. Op . . ——
1. Ecoulement stationnaire, i-e 5% 0. L’équation de continuité prend la forme V' gradp = 0.

Il existe trois cas possibles :

— —
a) V =0 et gradp quelconque, 1’équation est valable pour un fluide au repos.

— —
b) V #0 et gradp = 0. p est constant dans I’espace et dans le temps, i-e p = const.
— — .
c) V et gradp sont orthogonaux en tout point de ’écoulement.

1.6.4 Fonction de courant dans le cas d’un écoulement plan

Dans un domaine D, un écoulement du fluide est dit :

a) Plan (ou bidimensionnel ) si en tout point de ce domaine, a l'instant ¢, le vecteur vitesse
V est paralléle & un plan donné (p).

Dans le cas des fluides incompressibles - que 1’écoulement soit stationnaire ou non - I’équation

de continuité se réduit alors a :

div\—/:@—l—av

5ty = (1.4)

13
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L’équation (1.4) exprime la condition pour qu’il existe une fonction ¢ (x,y,t), dite fonction

de courant et définie, & une constante pres, par les expressions

o _ _ oy _

= = 1.
e v, o u (1.5)

En effet, ’équation (1,4) est la condition nécessaire et suffisante pour que l’expression :
—vdz + udy

Soit une différentielle exacte d’une fonction de x et de y. De la relation (1.5), on peut déduire :

o v _

=0. 1.
us U@y 0 (1.6)

Ainsi, & un instant ¢y donné, le vecteur-vitesse (u, v), tangent a la ligne de courant, est normal

9y

au vecteur L,)—, a—] , lui méme normal a ligne de courant v (z,y,ty) = const. Ceci revient
T oy

a dire que les lignes de courant ont pour équation :

Y (z,y,tg) = const
Dans ce le flux a travers une courbe finie C qui part d’une ligne de courant pour obtenir une

%z/Vﬁm
C

. — . . N . . 4
ol n est un vecteur unitaire normal & C en tous ces points et orienté dans le sens de

dy dx
= —— —uv | dl = dr — ud
o= [ (e S = ot

Les relations (1.5) donnent :

autre est donné par :

I’écoulement. Ainsi

qu/cdwzwz—zm

14
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1.6.5 Ecoulement plan d’un fluide incompressible avec potentiel

de vitesse

Résumons les fait exposés :

1- Dans le cas d’'un écoulement plan d’un fluide incompressible, I’équation de conservation
de la masse, est donnée par (1.4), ceci implique qu'il existe une fonction de courant ¢ (z, y,t)
vérifiant (1.5).

H
Tandis que le caractere irrotationnel du mouvement i.e rotV = 0, que traduit ’équation :

ov  Ou
27— 1.
or Oy 0 (1.7)

entraine 'existence d’une fonction potentiel ¢(x,y,t) vérifiant

_ 09 _ 09

2- Quand le double caractére d’incompressibilité et d’irrotationnalité est rempli, les fonctions

¢ et 1, vérifient :

yo 00 _ W
_a_%x__% (1.9)
YT oy T o

Ces relations sont connues sous le nom de Cauchy-Riemann, qui permettent de trouver le
potentiel de vitesse a partir de la fonction de courant ou inversement. On déduit aussi de la
relation (1.9), que les fonctions ¢ et 1 vérifient toutes les deux 1’équation de Laplace :

En effet, si on porte les valeurs de u et de v dans I’équation (1.4) on obtient :

% o _

@‘i‘ 83/2 0 (1.10)

et, si 'on les porte dans I’équation (1.7) on obtient :

ro v

57 " (1.11)

15
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1.7 Equations des quantités de mouvement

1.7.1 Loi de comportement

Il existe plusieurs types de lois de comportement. Nous nous intéresserons a la loi comporte-

ment des fluides dits Newtoniens. Cette loi s’écrit sous la forme

= = =
o=—-pl+r7

. = . " = . . =
ou p est la pression, 1 le tenseur identité et 7 le tenseur des contraintes visqueuses. 7 est

donné par la relation :

=
T = 2,u?+771 div V

ou u et 1 sont deux coefficients de viscosité de Lamé et ¢ est le tenseur symétrique de vitesse
de déformation linéaire avec
=
<

—_—— —
(gradV + grad’ V)

N | —

1.7.2 Théoréme de transport

En Mécanique des Fluides, I’évolution des grandeurs matérielles est analysée a ’aide d’équa-
tions intégrales de bilan sur des domaines fluides macroscopiques. Le transport de ces gran-
deurs dans I’écoulement est explicité en suivant le mouvement ; il est par conséquent nécessaire
d’établir I'expression de la dérivée particulaire d’une intégrale volumique.

Soit €2, un volume de frontiére la surface S occupé a l'instant ¢ par un fluide et soit F' (M, t)
une caractéristique ( scalaire, vecteur, tenseur ) définie au voisinage de §2,. F' (M, t) est une
fonction du temps ¢ et de la position M de chaque particule qui elle continue et dérivable.

Alors, on a :

d oF —
— Fdv = — +divF d
at Jo, v /Qv <0t + div V> )

16
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é
V' est le champ de vecteur vitesse. L’'intégrand du second membre peut étre transformé en

utilisant 1'identité
. — e s <
div (Fv) — FdivV + VgradF
et en introduisant la dérivée particulaire

dF  OF

V grad F
E = E + gra

On écrira donc
d dF
= dez/ L FdivV ) dv
dt Jq, Q, \ dt
Appliquons le théoréme de transport a une grandeur matérielle pF' (ou F' apparait comme

une densité volumique) :

d OpF
— dev:/ (%—l—dival_/)dv

et développons le second membre :

d dp - OF ——
il Fdy — F2 LaivoV Y VeradF
dt va a /1[ <8t+dlvp )+p(at + Verad ﬂ a

dp

T + div p‘_/ = 0. On obtient donc

D’apres le principe de conservation de la masse, on a :

une forme particuliére du théoréme de transport :

d Ma
L Ry = el
dt Jo. """ /vadt v

1.7.3 Equation de Navier-Stokes

On considére le domaine fluide D, délimité par la surface S. Les forces agissantes sur une
particule de fluide sont :

1) Forces de volume qui agissent sur la masse de la particule, par exemple forces de pesanteur.

17
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Elles sont données par la formule

H
ou F' est la force par unité de volume.
2) Forces de surface qui agissent sur les surfaces de la particule, par exemple forces de

pression, forces de viscosité. Elles sont données par :

fi—/gf(m)ds

ou f(z,n) est la force par unité de surface. Il existe un tenseur des contraintes o tel que
f(z,n)= 3.?; n étant le vecteur normal & ds.

Appliquons le principe fondamental de la dynamique a ce domaine

Z?:Dﬂt(mv’)

—
oumV estla quantité du mouvement de la particule. La quantité du mouvement totale dans

.
/dev
D

— D —
F=— Vd
S F =g [ oV

D’apres le théoréme de transport on a :

D v
—

= dv= | »2q
Dt/DPV“ /Dpdt v

H

d
/p—vdv:/ p?dV—i—/?.ﬁds
p dt D s

D’apres la formule de divergence, on a :

/3.7&9:/ div odv
S D

18
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Ce qui donne :

H
av - . =
/Dpﬁdv—/l)<dev+dlva) dv

Puisque D est quelconque .
av

Quant les forces de volume dérivent d’un potentiel ¢ on a :

— —
F = —gradi
on aura alors
dv —
= —pgradl+ divo (1.12)
=
par ailleur les fluides considérés sont Newtoniens on a : o= —pl + 7. Donc

=

div o = div (—pl) +divy
= - =
= —pdiv1l — lgradp + div 7

- .=
= —gradp +div 7

= =
ou p est la pression, 1 le tenseur identité et 7 le tenseur des contraintes visqueuses.

L’équation (1.12) devient alors :

v

du dp + divr
e pgrav gradap VT

force de volume force de pression force de viscosite_

si le fluide est de type Newtonien on aura :
=
7 1

_
divV

= 24< + 1

N . . Lz . . =
ou p est le coefficient de viscosité dynamique, n est un second coefficient et ¢ est le tenseur

symétrique de vitesse de déformation linéaire.
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En utilisant les relations

1l /— — P
=3 <gradV + grad V)
et

div (gﬂitl_/)> = M (div X_/>>

On obtient alors, en supposant u et 1 constants

v —_— _ — —_— . =
— = —pgradd —gradp+puAV + (pu + n) grad (le V) (1.13)

Cette équation est connue sous le nom de « équation de Lamb ».
Cas des fluides incompressibles

Dans le cas d’un fluide incompressible, on a div ‘_/) = 0. L’équation (1.13) devient alors :

e
av

RN _ —
— = pgradld —gradp+uAV

Cette équation est connue sous le nom de « équation de Navier-Stokes ».

1.7.4 Equation d’Euler

Si on néglige la viscosité, I’équation de Navier-Stokes devient :

dv —
H
o p F —gradp

Cette équation est développée par Euler est nommée apres lui.

L’équation d’Fuler peut étre écrite sous une autre forme on a tout d’abord :

v oV
- _dv. _ov — ——\ =
7= = S+ (Vigrad) V
donc
a‘—/z — ——\ — 1— —
a0 + <V.grad) V= —;gradp—l— F (1.14)
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Sachant que 'on a 1’égalité suivante :

En substituant cette équation dans I’équation (1.14) on a :

2

——
—— + grad <7

L radp = F VYAV 1.15
5 —l—;grap— —<ro ) (1.15)

1.7.5 Equation de Bernoulli

A partir de I'équation d’Fuler pour un fluide incompressible et parfait et lorsque les forces

de volume dérivent d’un potentiel I’équation (1.15) s’écrit :

N
V2 1
a—v—i-gr?)i — —l—(roﬂ_/))/\‘_/}:——gﬂip—aiu
ot 2 P
On a alors :
8‘—/'> — (V2 P — —
—— + grad <——|——+Ll) + (TOtV) AV =0
ot 2 p

et dans le cas d’un écoulement permanent ( stationnaire ), on peut écrire :
— s (V2 P — = —
grad 7—1———1—7/{ + <grad/\ V) ANV =0
p

ol (rotV) ANV = <grad A V) A V. On projette cette équation sur une ligne de courant de

. . —
vecteur unitaire s’, on a alors :

— = 5 .grad

ce qui donne :
2

amad (G Lau) + 7. (@ad n T) AT =0
P

s — oL N e — — .
Comme s et V sont colinéaires s". (grad AV | AV =0
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Ainsi, on aura :

Le long d’un filet fluide on a alors :

V2
5 + P + U = const le long d’une ligne de courant.
P

Les forces de volume se réduisent le plus souvent a la seule force de pesanteur, dans ce cas,
on a:
2
p

7+;+gz:const (1.16)

En général, la constante change avec la ligne de courant.

1.7.6 Solutions pour des écoulements potentiels bidimensionnels &

base de la théorie de la variable complexe.

La théorie de variables complexes offre une méthode trés puissante pour ’obtention de solu-
tions de I’équation de Laplace. Au lieu de considérer ¢ et 1) comme étant des fonctions de x
et y, on utilise une nouvelle variable z, qui représente la variable complexe : z = x + 1y

Dans le plan des x et y, toute fonction f(z) de la variable z peut s’écrire :

f(z)=f(z+iy) = ¢ (v,y) +iv(v,y)

On rappelle qu'une fonction f(z) est dite analytique au point z s’il existe un cercle de
centre z et de rayon non nul tel que, les fonctions ¢(z,y) et ¥(x,y) ont des dérivées partielles
continues vérifiant (1.9). On démontre que toute fonction analytique en un point posséde en
ce point une dérivée et réciproquement.

D’une maniére plus générale, si une fonction f(z) est analytique en un point z, elle admet
une suite illimitée de dérivées successives qui sont des fonctions analytiques au point z.

L’existence et la continuité des dérivées d’un ordre quelconque permettent de déduire, des
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relations (1.9), les équations (1.10) et (1.11).

1.7.7 Potentiel complexe et vitesse complexe

En un point M (x, y) d’un écoulement plan a la fois incompressible (existence d’une fonction de
courant ¥ (x,y)) et irrotationnel (existence d’une fonction potentiel ¢(x,y)); les composantes
u et v du vecteur vitesse V (x,y) satisfont aux relations (1.9). La fonction complexe définie
par :

f()=o¢(x,y)+iv(x,y)

qui est, au point z, une fonction analytique ; nous ’appellerons fonction potentiel complexe.

L df : : : , : .
La dérivée e qui est aussi une fonction analytique est donnée par ’expression :
z

A 99 oY

— 4+ = =u—w

=) = dz Ox ox

Cette dérivée est appelée vitesse complexe au point z, 'image conjuguée de la fonction com-

H
plexe V' = u + ‘v, qui représente le vecteur vitesse au point z.

1.8 Analyse dimensionnelle

Avant de résoudre un probléme, nous devons écrire I’équation qui régit le phénomeéne en
variables non dimensionnelles. Pour cela, nous introduisons quelques notions et théoréemes
pour passer d’une équation physique en variables dimensionnelles & une équation dont les
variables sont sans dimensions physiques.

Nous utilisons le théoréme 7w de Vaschy-Buckingham, qui montre comment on rend sans di-
mension une équation physique. L’emploi des variables non dimensionnelles réduit le nombre
de parameétres qui détermine la solution d’un probléme. Si un phénomeéne physique dépend
de N variables dimensionnelles, on peut rendre ces variables sans dimensions en les réduisant
a N —k, avec (k = 1,...4). Les quatre variables universellement connues sont la longueur

L, la masse m, la température 7 et le temps . Nous démontrons que les variables non di-
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mensionnelles peuvent étre sélectionnées de plusieurs maniéres. Elles paraissent relativement

avec peu de parameétres non dimensionnels dans chaque cas.

1.8.1 Théoréme m de Vaschy-Buckingham

Le théoreme 7w de Vaschy-Buckingham est un théoréme fondamental & ’analyse dimension-
nelle, il a été énoncé et publié par Vaschy et Buckingham en 1914, il peut étre énoncé comme
suit : soit un phénomeéne physique comprenant /N variables, dans les dimensions des quelles

interviennent k grandeurs fondamentales, I’équation :

f (q17q27 "'7qN) =0

qui régit le phénoméne peut se mettre sous forme

f(m,me, ,mnog) =0

ou les my, sy, ..., Ty_ sont des variables sans dimensions indépendants (nombre de Reynold,
Froude, Weber, etc...).

Il ya une série de terme 7 possible. Certains termes 7 sont cependant particulierement inté-
ressants a mettre en évidence.

1- Rapport de deux grandeurs physiques de méme espace (%, % etc )

2- Certain produit sans dimension ( nombre de Froude F'r, inverse de nombre de Weber §...).

Donc on peut écrire :

7 : Produit sans dimension (F'r, 4, ...,)

w : Rapport de deux grandeurs physiques de méme espace (%, % etc )
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Chapitre 2

Probléme d’un écoulement a surface

libre sur une dépression triangulaire

2.1 Introduction

Considérons un écoulement stationnaire, bidimensionnel a surface libre dans le demi plan
supérieur au dessus d’un obstacle triangulaire faisant un angle v avec 1’horizontal telle que
0< vl < g Le fluide est considéré comme incompressible, non visqueux et ’écoulement est
irrotationnel et uniforme a l'infini de vitesse U et d’élevation H (FIG.2.1).

En I’absence de la gravité et de la tension de surface, la solution du probléme est obtenue
explicitement et la forme de la surface libre est donnée paramétriquement via la méthode des
lignes de courant en utilisant les transformations conformes, voir [22]. Si nous tenons compte
de Dleffet de la tension de surface ou 'effet de la gravité, le probléme ne peut étre résolu que
par une approche numérique a cause du terme non linéaire figurant dans la condition au bord
de la surface libre. La solution est obtenue en utilisant une méthode d’intégrale introduite par
S.N. Hanna et M.N. Abdel-Malek [23], Frédéric Dias et Vanden-Broeck [10] et Forbes [17].
Dans ce travail, nous étudions le probléme d’un écoulement & surface libre sur une dépression

de forme triangulaire en tenant compte de la tension de surface et la force de gravité.
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¥
E F
\/ M
—
U H " L."
A E ; D o F
\K/ :
c

Fi1G. 2.1 — Le plan complexe z = x + 1y, la forme de la surface libre F'F' est obtenue pour
Fr=50=2ety=7.
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Comme nous le verrons, I’écoulement sera caractérisé par les trois parameétres :

— l'inverse de nombre de Weber § défini par :

T
b= ——
pU?H

Ici T est la tension de surface et p est la densité du fluide.

— Le nombre de Froude F'r qui est défini par :

Ou g est l'accélération de gravité, U et H sont respectivement la vitesse et la profondeur
du fluide a l'infini et ’angle non dimensionnelle ~.

La solution du probléme sera déterminer pour chaque valeur du nombre de Froude F'r et
pour chage nombre de Weber 9.

Notons que dans tout ce qui suit, les variables notées avec («) sont des variables avec leurs

dimensions physiques et les variables sans («) sont sans dimensions.

2.2 Formulation du probléme

Soit un écoulement bidimensionnel, irrotationnel sur un plan horizontal z’ox d’un fluide
incompressible et non visqueux, passant au-dessus d’un creux triangulaire. Les cotés BC et
CD du triangle font un angle v (respectivement —v) avec I'axe des z ou 0 < |y| < g La
ligne de courant libre est EGF (FIG.2.1). Nous supposons que lorsque z tend vers l'infini,
la vitesse s’approche de la vitesse uniforme U et d’élevation H.

Le plan 2’ox, y'oy du couple (Z,y) sera considéré comme plan de la variable complexe z =
T +1y. Soit V= (u (z,9),v(7,7)) le champ du vecteur vitesse de ’écoulement.

Nous introduisons la fonction potentielle de vitesse 5 et la fonction de courant 7:5, alors les

conditions de Cauchy-Riemann sont données par :
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S_ 00 _0v

0r  9y_ (2.1)
s 00 _ W
"Tor T ox

La fonction potentielle complexe ]7 définie par :

La relation (2.1) implique que la fonction complexe 5 = u — i v et la fonction potentielle f
sont, des fonctions analytiques de variable z = x + i y. On transforme le plan de ’écoulement
réel dans le plan complexe z (FIG.2.1) au plan de I’écoulement f tels que les points A, E, G
et I’ dans plan complexe z se transforment aux points A = F = —00,G =0 et F' = 400

dans le plan fv Sans perte de généralité, on choisit 5 = (0 au point G et @Z = 0 sur la surface

libre EGF. Il s'ensuit que ¢ = —1 sur la ligne de courant ABCDF (FIG.2.2).
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L
E G W=0
A 3 C D w=1 F

F1G. 2.2 — Le plan complexe f = ¢ + it
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Les effets de la tension de surface et la gravité sont non négligeables. Dans ce cas, La condition
de Bernoulli sur la surface libre est donnée par :
1, p De

e 1~ ~
5 +g+gy:§U2+p—B+§H:const sur EF (2.2)
P p

Ou p, ¢ = Vu? 4 92, py désignent respectivement la pression du fluide sur la surface libre,
le module de vitesse et la pression atmosphérique qui est constante au dessus de la surface
libre et g désigne la gravité.

La relation entre p et pg est donnée par la loi de Laplace :

T ==
p—POZE:KT (2.3)

Ot K est la courbure de la surface libre, R est le rayon de courbure et T dénote la tension
de surface. Par convention de signe, K est négatif si le centre rayon de courbure est en
dehors du fluide et de signe positif dans le cas contraire. Dans notre cas, K est de signe
négatif.

Avant de résoudre le probléme, nous allons écrire ’équation (2.2) en variables non dimen-
sionnelles, pour cela, on choisit U comme unité de vitesse et H comme unité de longueur et

on pose :
u v ~~ ~ Y

u==,v==,K=KH,g=9gH,y= = 2.4

U U H 24

En substituant (2.3) et (2.4) dans (2.2) on trouve :

2 42 B
(u +v)+5K+FT2(y 1) =3 (2.5)

DN |

Avec les conditions :

v=0survY=—let —c0o< @< dpetodp<op<+oo

v=utan|y| sur ¢ = -1l et ¢op < ¢ < Pc et oo < ¢ < ¢p
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. N [ Y . . .
On note par : & le vecteur de vitesse ol { = = —i= = u — v, comme u — v est analytique

dans le domaine de I’écoulement, £ peut s’écrire sous forme :

E=u—iv=¢"% (2.7)

Ou 6 désigne 'angle entre le vecteur de vitesse et 1'horizontale et ¢” = ¢. Avant d’écrire

I'équation (2.5) par les nouvelles variables 7 et #, nous montrons que :

T

(&

K=%=1u

1 do
R
En effet, désignons par 7 le vecteur de vitesse de coordonnées (e cos 6, e” sin 6).

En coordonnées intrinséques on a :

Ol er est le vecteur unitaire tangentiel, on déduit que :

er =cosf i1 +1sinf j

On a aussi par définition :

de—f — 1—
— =KN=—=N
ds R

H
Ou N désigne le vecteur unitaire normal a la courbe et ds élément de longueur d’arc de la

ligne de courant E'F' donc :
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| plder der dt der é
dt ds dt | |7
i.e.
1 |der| _,
R | dt
D’autre part
der do do
| = ‘ dtsm@z —F%COSQJ
dH i
at©
Ce qui implique
deT

En substituant I'expression ci-dessus dans (2.8) on trouve :

l do
R |dt

e T

Comme
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M_MM+M@
dt  dxdt dydt
d [dqbd_x d¢@]

T do |drdt " dydt
de 2T
— %e

Sur la surface libre (E'F).

Comme
dOM d d
o dro dy— e
o —n—dtz—i-dtj e’ cosfi +e"sind j
Donc :
1 do
K=_—_—=_|2 T
R ‘dgbe

Comme K est de signe négatif.
On a:q=|7| = e, alors la condition de Bernoulli (2.5) en variables non dimensionnelles

sur la ligne de courant libre EF' s’écrit :

12
Ze2T _ Se
26 (&

00 1 1
90 + F_ﬂ(y —1)= 5 sw EF (2.9)

Le domaine occupé par le fluide dans le plan de la variable f est une bande infinie dans la

région —1 < ¢ < 0 et —0o0 < ¢ < 4+00. La transformation conforme d’une bande infinie dans

le plan f au demi plan supérieur d’un autre plan complexe ( est donnée par la relation :

(=a+if=e = " = (cos (mh) —isin (7)) (2.10)

Le plan complexe ( est donnée dans la figure (FIG.2.3).
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o

- 1 -

Fic. 2.3 — Le demi plan supérieur ( = a + i3
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Les conditions aux limites (2.6) dans le plan ¢ deviennent alors :

=0, =0, —0o<a<ag<0 etap<a<0

=~p=0,ap<a<ac<0
! v ‘ (2.11)

0=—v,0=0,ac <a<ap

\ f = inconnue, f = 0,0 < o < +00

Nous cherchons & (7, 6) qui vérifie ’équation (2.9) avec les conditions (2.11). Ce qui termine

la formulation du probléme.

2.3 L’équation intégro-différentielle

L’équation (2.9) a été dérivée par des nouvelles variables complexes 7 et 6 sur la surface libre.
Maintenant, une équation intégrale est dérivée. L’équation différentielle définira une équation
qui sera résolue numériquement. Le domaine d’écoulement du probleme a une région d’image
constituée de la moitié supérieure du plan complexe ( . Une équation intégrale en variables
7 et 6 doit étre établi en utilisant le théoréme de Cauchy dans le plan (. Soit I'intégral de la

forme :

%T (‘%ﬁ) — i (aaﬁ) dC (212)

¢—ap
Ou «q est une image point d’un point sur la surface libre, c’est-a-dire ag € E'F. Le chemin

" consiste un grand arc I'g de rayon R, Centrée a l'origine, ( Voir (FIG.2.4) ).
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* T

Fic. 2.4 — Le chemin I' dans (—plan

36



Chapitre 2. Probléme d’un écoulement & surface libre sur une dépression triangulaire

En décomposant U'intégrale (2.12) sur le contour I" on trouve :

%T(a,ﬁ)—ie(a,ﬁ)dcz T(a,ﬁ)—i9(a,ﬂ)d<+/7(a,ﬁ)—i@(a,ﬁ)dg_l_fT(a,O)—i@(m())dé_

¢—ap (—ap ¢—ap a—
Ir Yo —-R
(2.13)

La premiére intégrale est une intégrale d’une fonction analytique sur le chemin fermé I'.
Dongc, le théoréme de Cauchy implique que I'intégrale du coté gauche de (2.13) est égale a

zéro. L’équation (2.13) devient alors :

(—ap — Qg a—

/T(O&,ﬁ)—ie(a,ﬂ)dc_’_/7'(04,52_ie(a76)dg+/RT(O‘70)_ie(a’0>d<:0 (214)

T ~R

Commencons par la deuxiéme intégrale sur v. On pose ¢ = ag +re™* et d( = ire”*d\, alors :
0

/7' (ap +7cos A, rsinA) —ifl (ag + 7 cos A, rsin ) ired\ (2.15)

T (O‘75> — it (aaﬁ)
/ ¢ — ap 4
Yo ™

0

/ [T (g + 7 cos A, rsin A) — 6 (cg + 7 cos A, rsin A)] idA

™

reir

Lorsque r — 0, alors :

i (7 (a0, 0) — i0 (0, 0)) /d)\ — 11 (7 (a0, 0) — i6 (ap, 0))

s

En remplagant ce résultat dans (2.14), on obtient :

(17 (g, 0) — 70 (v, 0)) = i/T(Oé’B)_ie(a’ﬁ)d€+%/7(0¢,o)—ie(a,O)da

i ¢ —ag o — o
Tr -R

La limite de (2.14), lorsque R — oo, alors, la troisiéme intégrale du coté droit de (2.14)
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devient :

R 00
lim i 7 (e, 0) — 30 (v, O)da 1' 7 (e, 0) —if («, O)da
R—oo 71 o — O (X o — (O
-R —o00

Les intégrales des cotés droits de (2.14) et de (2.15) sont les valeurs principales de Cauchy.
Comme R — o0, || — oo. A partir de (2.7), on constate que ¢ — —oo. Comme
¢ — —o00, I’écoulement est uniforme avec une vitesse non dimensionnelle tends vers a 1,
c’est-a-dire u — iv — 1. Dans (2.14), ceci implique que 7 — i@ — 0. Par conséquent, la

limite de la premiére intégrale du coté droit de (2.14), lorsque R — oo, devient :

o [T(08) =8 (a,8)

R—o0 ¢—
I'r

d¢ =0

Maintenant (2.14) se réduit a :

~ (a9, 0) — i6 (g, 0) = %/”O"(Z:f (2.0 4, (2.16)

—00

En prenant la partie réelle de (2.16), la relation intégrale entre 7 et 6, sur la surface libre

EF, s’écrit alors :

7 (o) = —%/ ba) da, (2.17)

a —
ou f (o) =0 (a,0) et 7 () = 7 (e, 0) sont utilisés pour simplifier la notation. En utilisant les
conditions aux limites (2.11), 'intégrale (2.17) est séparée en cinq parties, on a alors :

1 /QBMCZ@+/;CM(Z@+/;DMCZQ

T(Oéo)z—} 0o & — O BCY—Oéo CCY—OKO

0 +o0
+/ AC) da+/ AR
aDO[—Cl{O 0 a — (o

En utilisant (2.11), on obtient :

g| 22— %0 —l/m AGII (2.18)




Chapitre 2. Probléme d’un écoulement & surface libre sur une dépression triangulaire

Cette équation est définie sur le long de la surface libre, donc en utilisant (2.10), avec ¢ = 0,

on a :

a=eT qy=e " (2.19)

En substituant (2.19) dans (2.18) on trouve :

1+ e~ %o e~ TPD 4 e~ %0

T f(g)em
pprap—— +/_ ————d¢ (2.20)

0 e—ﬂ'd) — e—mbo

—|—zlog
™

avec 7' (¢o) = T (€7) et §(¢) = 0 (¢7™*). La condition de Bernoulli (2.9) s’écrit maintenant
en termes de 7 et é\, comine :

o0

d¢

1 ! /
_627' o (567—

1 1
— -1 == EF 2.21

Ensuite nous calculons la valeur de y sur la surface libre EF' en utilisant la relation (2.10)

et la relation :

dz 1

—T410
- = = 2.22
df  u—1iv ‘ (2:22)
Par intégration, on obtient
1 [*e (@) sing
y(a) =1-— —/ ¢ i (ao)dao pour 0 < a < +o0 (2.23)
T Jo o
En utilisant (2.19), on réécrit (2.23) comme :
¢ , N
y(o) =1 +/ e sin §( o) deby (2.24)

Ou -0 < ¢p<+ooety(p) =y (e*’“ﬁ).
En substituant (2.24) dans (2.21), on définit une équation integro-différentielle non linéaire

en fonction de I'inconnue 6 donnée par :
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00

9% +  (Eql)

Lo e f(g)e /+°° 0(g)e ™
§A exp ( 2/00 md¢ 0Aexp . md¢

+o0 é\ —7o Y
%exp (—/_ W&@_ﬁd(?)] sin 0(¢)d¢ = %

o0

1 [t

2
Frz J_ o

o~
(6*7T¢B 4 efmﬁo) (efﬂ'tﬁp 4 efmﬁo) T
(1 + e_7r¢0) (]_ + e—ﬂ'¢0)

ou A=

2.4 Procédure numérique

2.4.1 Calcul numérique de 7

On cherche la solution du probléme numériquement puisque I’équation integro-différentielle
est non linéaire et la présence de force de la tension de surface et la force de la gravité. Les
points de la surface libre dans le plan potentiel complexe f sont représentés par ¢ = 0 et
—00 < ¢ < 4o00. En discrétisant 'intervalle |—a, a[ en N points, ot @ > 0 un nombre assez

grand.
-(N-1)

b1 = { s (- 1)} Ap,I=1,..,N, (2.25)

Ou Aj, > 0 est le pas de discrétisation. Soit I'intégrale dans (2.20) suivant :

+oo ~
/ "0

e—7r¢ — 6_7T¢0

pour calculer cette intégrale, on utilise la régle de trapéze avec une sommation sur ¢; telle

que ¢q est le point milieu d’'un sous-intervalle qui est défini comme suit :

_ dr1 -|r¢17 7

5 =1,.,N—1 (2.26)

Pum

Tout d’abord, (2.20) peut étre réécrite comme :
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e~ %D + e~ oM
1+ e ™M

1+ e~ TPum
e~ TPB 4 e~TPM

+zlog
T

e*ﬂ'¢ — e*ﬂ’(i’M

00~ b
R

—00

Ou 7™ = 7' (¢as) pour simplifier la notation. Ensuite, I'utilisation de la régle de trapéze

donne :
N .
M_ 7 14 e ™M ¥ e~ TPD | o= TOM eje—mz)jijh B -
T = 7T1 677T¢B_‘_677T¢M +ﬂ_10g 1+67W¢M +z;€7r¢j —67W¢M’ I—l,,N 1
J:
(2.27)
Ot wj est la fonction de poids, telle que :
1 .
3 st j=1,N
Wi =
1 sinon

et 0; = 0 (¢;). En substituant (2.27) dans (2.21), on obtient un systéme de N équations non

linéaires & N inconnues 6; pour I =1,..., N, donné par :

1 M

hi(01,02,...,0n) = 562 !

07,1 —0 1 1
T I

0
Ou la dérivée, —, aux points de milieu (2.26), est approximée par une différence finie, par :

99

96 _ 01— 0

a¢ Ah 9 ) )

Pour résoudre ce systéeme on utilise la méthode de Newton.

2.4.2 Forme de la surface libre

Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :
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Ce qui est équivalent a :

8_&0 =e Tcosb

9e (2.28)
9 _ e Tsinb

¢

Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les relations (2.28)

et en utilisant la méthode d’Fuler ce qui donne

th =1
Yre1 =y + Ape ™ sinfy, [ =1,..., N — 1
(

Et )
r1 = assez grand
Trpr =x7+ Ape ™ cosOy, [ =1,....N—1
N Orv1+ 01 , ) .
Ou by = — Les résultats présentés ici sont obtenus pour N = 301.

2.5 Reésultats et discussion

On utilise la méthode de résolution décrite ci-dessus pour résoudre le systéme non linéaire
(2.21) pour différentes valeurs des trois parametres le nombre de Froude Fr, l'inverse de
nombre de Weber ¢ et ’angle 7. On trouve la solution du probléme pour chaque valeurs des
nombres F'r,d et «v. Nous signalons que la plus part de ces résultats ont été obtenus pour
N =251,A, =0.1ety = —%. La figure 2.5 présente l'effet de la tension de surface sur la
forme de la surface libre ou la force de gravité est négligeable. Leffet de la gravité (6 = 0
) sur la forme de surface libre est représenté dans la figure 2.6. La figure 2.7 montre qu’il
existe des solutions sans ondes dont ’écoulement qui est subcritique (Fr < 1) et supercritique
(Fr > 1). La forme de la surface libre est représentée dans la figure 2.7 pour Fr = 0.5 ( voir
(FIG.2.7) ) et dans la figure 2.8 pour Fr = 1.2 ( voir (FIG.2.8) ) pour quelques valeurs de
I'inverse du nombre de Weber 0. Dans le cas  est positif ( v > 0 ), on choisit v = % Les

résultats sont représentés dans les figures 2.9 et 2.10 pour différentes valeurs de F'r et 9.
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1,02 5
1,00 4 —— §0,001
—— 0,01
—— 0.1
0,98 - — =
0=3
— =10
5=20
0,96 -
0,94 -
0,92 -
0,90
0,88 -

FiG. 2.5 — Forme de la surface libre pour Fr = oo et pour quelques valeurs de I'inverse du
nombre de Weber 4.
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1,01 4

1,00

- —— Fr=0,1

99 ——Fr=0,2

—— Fr=0,3

0,98 - — Fr=04
~ Fr=05

0,97 4 Fr=0,7

Fr=0,85

0,96 - Fr=1

0,95 -

0l T T T T T T

Fic. 2.6 — Forme de la surface libre pour 6 = 0 et pour quelques valeurs du nombre de
Froude F'r.
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1.005

0.995

&=04
&6=073
-8 =01

0.99 -

0.985

0.93

0.975

097 1 1 1 1
10- 5- D 5

Fic. 2.7 — Forme de la surface libre pour Fr = 0.5 et pour quelques valeurs de ( cas
subcritique).
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1.01

0.99

0.95 5=0.35
a=01

&=0.05

0.97

0.96

0.95

0.94

DBS 1 1 1 1 |

Fic. 2.8 — Forme de la surface libre pour F'r = 1.2 et pour quelques valeurs de ¢ ( cas
supercritique).
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1.08 -
1.06 - 5 =005
=02
B=06
w 104 F
W
7
102 F
1_

! ! 1 ! 1 ! 1 ! ! ! ! ! |
18 -16 14 12 10 8 -6 - 10 12 14 16 18

FiG. 2.9 — Forme de la surface libre pour F'r = 1.5 et pour quelques valeurs de 4.
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102
1015 F
—— Fr=04
Fr=0.35
101} —_— P
- —— Fr=01
r.ql:l:l
1.005 F
1_
1 1 1 1 1 ] 1 1 ] 1 1 ] 1 1 |
18 -16 -14 12 10 8 & -4 -2 E 8 10 12 14 1B

F1c. 2.10 — Forme de la surface libre pour § = 0 et pour quelques valeurs de F'r.
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Chapitre 3

Résolution numérique d’un probléme
d’écoulement a surface libre au dessus

de multiple obstacles

3.1 Introduction

En mécanique des fluides, les écoulements a surface libre autour des objets de différentes
formes sont intensivement étudiés due a leurs importance d’application. Plus particuliere-
ment, les écoulements dans un canal au-dessus des obstacles. Les obstacles dans le fond du
canal sont de formes assez réguliers, Forbes et Schwartz [15] considérent un écoulement au-
dessus d'un demi-cercle, L.K. Forbes traite le probléme d’écoulement au-dessus d’un objet
semi-elliptique [16], alors que F. Dias et J.V. Vanden-Broeck [10] traitent le probléme au des-
sus d’un triangle. La recherche de la solution explicite de ces problémes est difficile & traiter
a cause de la non-linéarité de la condition sur la surface libre qui est de forme inconnue sauf
dans des cas particuliers, alors il les ont étudiés numériquement.

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier un écoulement bidimensionnel, irrotationnel a
surface libre au-dessus de deux triangles avec des angles inclinés v et [ telle que —g <y <
0 et T < [ < 0 respectivement. Le fluide est supposé incompressible, non visqueux et

I'écoulement est uniforme a U'infini de vitesse U et d’élevation L (FIG.3.1).
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multiple obstacles

Si Ieffet des forces de gravité ou bien les tensions de surface ne sont pas négligées, le probléme
ne peut étre résolu exactement. Pour résoudre ce probléme, nous utilisons la méme technique
utilisée dans le chapitre 11 .

Comme nous allons le voir, I’écoulement sera caractérisé par les parametres suivants : 'inverse

de nombre de Weber § défini par :
T
0= ——
pU2L

Ici T est la tension de surface et p est la densité du fluide, le nombre de Froude Fr donné

par :

Ou g est l'accélération de gravité, U et L sont respectivement la vitesse et la profondeur
du fluide a I'infini et les angles non dimensionnelles v et (3.

La solution du probléme sera déterminée pour chaque valeurs du nombre de Froude F'r et
I'inverse de nombre de Weber .

Notons que dans tout ce qui suit, les variables notées avec («) sont des variables avec leurs

dimensions physiques et les variables sans («) sont sans dimensions.
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multiple obstacles

y
A
M
A
.
5
A L B D B D'
Y B
C C

Fic. 3.1 — Le plan complexe z = = + 1y
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multiple obstacles

3.2 Formulation du probléme

Considérons un écoulement bidimensionnel potentiel d’un fluide incompressible et non vis-
queux, passant au-dessus de deux triangles. Nous choisissons comme cadre de référence 1'axe
des x le long du fond rigide et les horizontales AB, DB’ et D'E, 'axe des y est perpendicu-
laire a I'axe des x. L’écoulement est limité au-dessus par la ligne de courant libre M N et en
dessous par deux triangles isocéles BC'D, B'C' D’ faisant des angles 7 et [ avec I'horizontal
( voir (FIG.3.1) ) avec —g <v<O0et —g < B < 0. Nous supposons que lorsque z — 00,
la vitesse s’approche de la vitesse uniforme U et d’élevation L.

L’axe des x et 'axe des y forment un plan de la variable complexe z = = + i y. On note par
V= (w (z,y),v(7,y)) le champ du vecteur vitesse de ’écoulement.

Les fonctions 5, J qui définissent respectivement la fonction potentielle et la fonction de

courant vérifient la condition de Cauchy-Riemann donnée par :

S _ 00 _0v

0F 05
o % (3.1)
YTo5 T o7

La fonction potentielle complexe f est définie par :

On note par E la vitesse complexe

-~ df
Cdz
Il en résulte de la formule (3.1) que les fonctions f et E de la variable z = ¥ + ¢ y sont des
fonctions analytiques de z . On transforme le plan de ’écoulement réel dans le plan complexe

z (FIG.3.1) au plan de I’écoulement f. Sans perte de généralité, on choisit ¢ = 0 sur la

surface libre MN et 1) = —1 sur la ligne de courant ABCDB'C'D'E ( voir (FIG.3.2) ).
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multiple obstacles

Fic. 3.2 — Le plan complexe f = ¢ + 1
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multiple obstacles

Le probléeme est de déterminer la fonction potentielle de vitesse 5 qui satisfait ’équation de

Laplace donnée par :

A(E =0  dans le domaine de I’écoulement

Avec les conditions aux limites

8—?20 sur AB,DB' et D'E

0y 2 2

1 1 P

= 8_? + = (9_? 4+ — + gz = cte sur la surface libre M N
2\ or 2\ Oy p

La condition de Bernoulli sur la surface libre M N est donnée par :

1 S o
5312+£+gy:§U2+p—f+gL:const sur M N (3.2)
p p

Ou p ,q = Vu? + v? désignent respectivement la pression du fluide et le module de la vitesse
sur la surface libre, py est la pression atmosphérique qui est constante au-dessus de la surface
libre et g est la gravité.
La relation entre p et pg est donnée par la loi de Laplace :

_ . T ==

P—po===KT 3.3
0= = (3.3)

Ot K est la courbure de la surface libre, R est le rayon de courbure et T dénote la tension
de surface. Dans notre cas, K est de signe négatif. On choisit U comme unité de vitesse et L

comme unité de longueur et on pose :

u v ~~ ~ Y
u==,v==,K=KL,g=gL,y== 3.4
U U L (34

En substituant (3.3) et (3.4) dans (3.2) on trouve :
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multiple obstacles

(u* +0*) + 0K + % (y—1)= (3.5)

N | —
N | =

Avec les conditions :

v=0sur —oc0o< Pp< P, dp < P < dp , Op < P < +ooet P =—1
v=utan|y| sur ¢p < ¢ < ¢c , ¢c < ¢ < ¢p et P = —1 (3.6)

v=utan|f| sur ¢p < ¢ < P , P < ¢ < dpr et P = —1

. N U .U . . .
On note par ¢ le vecteur de vitesse ol { = = —i= = u — v , comme u — (v est analytique

dans le domaine de I’écoulement, & peut s’écrire sous la forme :

E=u—iv=¢"" (3.7)

Ou # désigne ’angle entre le vecteur de vitesse et I’horizontale.

Nous avons :

67’

1 |do
“R i

Alors la condition de Bernoulli (3.5) en variables non dimensionnelles sur M N s’écrit :

1, _.loo] 1 1
3¢ —de 90 +W(y—1)—§ sur MN (3.8)

Le domaine occupé par le fluide dans le plan de la variable f est une bande infinie dans la
région —1 <1 < 0 et —o0 < ¢ < +00. La transformation conforme d’une bande infinie dans

le plan f au demi plan supérieur complexe ( est donnée par la relation :

(=a+if=efm=e""" = (cos (me)) — isin (7)) (3.9)
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Le plan complexe ¢ est donné dans la figure 3.3 ( voir (FIG.3.3) ).

Les conditions aux limites (3.6) dans le plan ¢ deviennent alors :

)
=0 —o<a<ap, ap<a<ap, ap <a <0

0=y ap<a<ac,ac <a<ap
hl s (3.10)

=0 ap <a<ac,ac <a<ap

\ f# = inconnue 0 < o < +00

Nous cherchons & (7,6) qui vérifie I’équation (3.8) avec les conditions (3.10).
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R B CD B CD |/M N'R

Fic. 3.3 — Le plan complexe ( = a + i3
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Chapitre 3. Résolution numérique d’un probléme d’écoulement a surface libre au dessus de
multiple obstacles

3.3 L’équation intégro-différentielle

En utilisant la formule de Cauchy et d’aprés le chapitre précédent ( voir (2.17) ) on a :

7 (ap) = —%/aefogoda, (3.11)

Pour simplifier la notation, on note par 6 (a) = 6 («,0) et 7 (a) = 7 («,0). En utilisant Les

conditions aux limites (3.10), 'intégrale (3.11) est séparée en huit parties, on a alors :

— a—ag

1
T(O[O) - _ fozB/ O(a) do +fo¢cz 0 d +fo¢D/ O(a) do+

T ap a—aqg B! a—ag ol a—ao

J2 e gy e Ha) _da

fa(i e(ad +fac Ga)d +faD0 da+

Qapr x—QQ
ce qui donne :
ac—« ’y ap—ao B Qo —og
7 (ap) = —Llog ao—g2l + Llog| o=t | — Clog ag/ ”
(3.12)
Blog |2e=to) 1 oo Bla) g
apr—ag T JO a—ap

Cette équation est définie sur le long de la surface libre, donc en utilisant (3.9), avec 1) = 0,

on a :

a=eT qp=e " (3.13)

En substituant (3.13) dans (3.12) on trouve :

(b) = —2 log |zbcte
T \Po) = —3 *W¢B+e*ﬁ¢0 *”¢C+e*“¢0 7’T¢B'+efﬂ¢0 (3.14)
~Tbor | o—mho é 9(p)e= 9 )
—7"¢’D/ +8—ﬂ¢0 + f o0 e T _ e_'”¢‘0 d¢

Pour —oo < ¢ < 400
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Chapitre 3. Résolution numérique d’un probléme d’écoulement a surface libre au dessus de
multiple obstacles

avec 7 (¢o) = T (€77) et 0(¢) =0 (e7™?). La condition de Bernoulli (3.8) s’écrit maintenant
en termes de 7 et 5, comme :

00

9¢

]. / /
_627 - 667—

1 1

Pour déterminer ’ensemble des points (x,y) de la surface libre M N on utilise (3.7) et la

relation

dz 1

DG —T7+1i0
af  u—1v

=€

Par intégration, on obtient :

1 fa e""(O‘O)COSG(ao)
(@) = 200 — 3 o e dao (3.16)
y(a):l—%foa%some(ao)dom pOUI‘OSOZ<+OO

En utilisant (3.13), on réécrit (3.16) comme :

F(0) = oo + [0 €779 cos B(c)debo

~ (3.17)
ylp) =1+ fio e 7(@) sin f(¢g)dy  pour — oo < ¢ < 400

Ouz(¢) =z (™) et Y(¢) =y (e7™).
En substituant (3.17) dans (3.15), on définit une équation integro-différentielle non linéaire

en fonction de linconnue # donnée par (Fq.1) du chapitre /1.

3.4 Procédure numérique

Dans le cas ou la gravitation et les tensions de surface sont non nulles et la présence d'un
terme non linéaire dans 1’équation de Bernoulli, On résout le probléme numériquement. On

introduit la discrétisation de U'intervalle |—a, a[ en N points, ot @ > 0 un nombre assez grand

b = _(NT_I) +(I—=1)| Ay I=1,.. N, (3.18)
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Ou Aj > 0 est le pas de discrétisation.
Pour calculer I'intégrale dans (3.14), on utilise la régle de trapéze avec une sommation sur

¢r telle que ¢q est le point milieu d’un sous-intervalle défini comme suit :

:¢I+1+¢I7[:1

5 N -1 (3.19)

Pum

L’équation (3.14) peut étre réécrite par :

_ 7 e~ TPC fe—TOM v e~™Dye M | 8 e T Lo TOM
™ = T lOg e~ TPB fe~TOM + T IOg e~ TPC 4o~ TOM T IOg e—W¢B/+e—w¢>M
8 e "0C! fe—TéM oo f(p)e~T?
+ ™ log e "D e M + f*OO e~ TP —e~TP0 do

Ou 7y = 7 (¢pr). En utilisant la régle de trapéze ce qui donne :

e] oM —Top oM —T e oM
Y e +e ¥ e +e I6] e " +e
™ = % log e~ T8 4 e~ TPM t ; log e~ ThPc 4 e~ TPM % log e T 4 e=ThM (320)
N .
e~ o + e~ oM 0.7 "IN W
+Z1og ol A
T e*ﬂ'd)D/ + 6_7T¢M €_7T¢g — 6_7T¢]M

=1

Avec I =1,...,N — 1 et w; est une fonction de poids donnée par :

si j=1,N

N[ =

CL)J' =
1 sinon

Et 0, = 5(@-). En substituant (3.20) dans (3.15), on obtient un systéme d’équations non

linéaires & N inconnues 0; pour I = 1,..., N donné par (S1) du chapitre /. La dérivée,
00
90’ aux points de milieu (3.19), est approximée par :

9 O~ 0

~ Izl...N_].
a¢ Ah Y Y Y

Pour résoudre ce systéme on utilise la méthode de Newton.
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3.4.1 Forme de la surface libre

Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :

Y —

96 "0~
Ce qui est équivalent & :
ox
— =e T cosl
9o (3.21)
% _ e "sinf
¢

Ainsi, en utilisant la méthode d’Fuler ce qui donne :
(
=1

Yre1 =y + Ape ™ sinfy, [ =1,..., N — 1
(

et

(

xr1 = assez grand

Trir =27+ Ape ™ cosOy, [ =1,....N—1

\

Ou QM:M.

3.5 Résultats et discussion

Nous utilisons la méthode numérique précédente pour résoudre le systéme non linéaire (3.15)
pour différentes valeurs de trois parameétres F'r , 'inverse de nombre de Weber 0 et les angles
~v et 8. On trouve la solution du probléme pour chaque valeur de Fr, 6,y et 5. Les résultats
ont été trouvés pour N = 301,A, =0.15et vy = = —%. La figure 3.4 présente 'effet de la
gravité sur la forme de la surface libre ou la tension de surface est nulle (7" = 0 ). La figure
3.5 montre la nature d’écoulement et la forme de la surface libre pour quelques valeurs de
0. La forme de la surface libre, ou le nombre de Froude Fr est plus grand ( g = 0 ), est

représenté dans la figure 3.6 pour 6 = 1,10 et 100.
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101

7
J//

I o —— F=06
W W] — F=09

097 |- 1 1]

|| |
0.96 — | | |

0% [ v v

101 —

09 —

098 -

0% —

09 -

0 -

09L ! ! ! | ! | |
20 B K

F1G. 3.4 — Forme de la surface libre pour 6 = 0 a) cas subcritique pour Fr = 0.2,0.6 et 0.9.
b) cas supercritique pour Fr = 1.1,1.5 et 2.
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ass -

|

o= - || ||

Fr=10.2

[ [
ome - \ |

oS -

" -
o .'. i’ I\"\. i -~
._I .f -_I .I' e o
o.sa - \\\ Y ! N F
N |I .I. II I|

") f o\ ——— &=1000
: A L ™) I - d=10
n8e - ™, L

0.57 - ! | f

Fr=5

Fi1G. 3.5 — Forme de la surface libre pour quelques

valeurs de 0. ¢) cas subcritique pour
Fr =0.2. d) cas supercritique pour F'r = 5.
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0.99 —

0.98 —

0.96 —

0.95—

0.93 1 1 1 1 1 1 1 |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

F1c. 3.6 — Forme de la surface libre pour F'r = oo et § = 1,10 et 100.
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Chapitre 4

Ecoulement a surface libre sous un
barrage avec ’effet de la tension de

surface et de la gravité

4.1 Introduction

Les problémes d’écoulement a surface libre sous un barrage ont une grande importance dans
la mécanique du fluide. La résolution numérique de ces problémes a été traité par plusieurs
auteurs, J.-M. Vanden-Broeck en 1986 [45] et B. J. Binder et J.M. Vanden-Broeck en 2005 [6].
Dans 'année 1996, Asavanant et Vanden-Broeck [4] ont trouvé la solution du probléme avec
deux surfaces libres en adoptant la méthode de troncation de la série. Vanden-Broeck (1997)
[44] a étudié ce probléme avec effet de la gravité on I'ouverture du barrage est verticale en
utilisant la méthode intégro-différentielle. P. Guayjarernpanishk et J. Asavanant ( 2009) [20]
ont étudié le probléme dans le cas ou 'ouverture du barrage est inclinée d’'un angle v en
tenant compte seulement de U'effet de la gravité.

Dans notre travail, on s’intéresse au probléme d’un écoulement bidimensionnel et irrotationnel
d’un fluide incompressible et non visqueux sous un barrage d’ouverture inclinée d’un angle ~
telle que 0 < v < g en tenant compte de 'effet de la tension de surface et de la gravité. Nous

supposons que lorsque r — 400, I’écoulement est uniforme de vitesse U et d’élevation H
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( voir (FIG.4.1) ).

La solution exacte du probléme envisagée est impossible a obtenir a cause de la présence du
terme non linéaire intervenant dans ’équation de Bernoulli. Pour cette raison, on résout le
probléme par une approche numérique. La technique de résolution utilisée est la méme dans
les chapitres précédents.

Comme nous le verrons, ’écoulement sera caractérisé par les trois parameétres : I'inverse de

nombre de Weber § défini par :
T

0= ——=
pU2H
Ici T est la tension de surface et p est la densité du fluide.

Le nombre de Froude F'r est défini par :

FT:—U

Vg

Ou g est la gravité, U et H sont respectivement la vitesse et la profondeur du fluide &
I’infini.

Et 'angle non dimensionnelle ~.

On cherche la solution du probléme pour chaque valeurs de ces trois parametres.

Notons que dans tout ce qui suit, les variables notées avec () sont des variables avec leurs

dimensions physiques et les variables sans («) sont sans dimensions.
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A
_1!' --"'IT::HH

Fic. 4.1 — Ecoulement sous un barrage dans le plan complexe z = x + iy
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4.2 Formulation du probléme

On considére un écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide incompressible et non vis-
queux, a surface libre sous un barrage d’ouverture inclinée BC' faisant un angle v avec
I’horizontale ou 0 < v < g . On prend comme repére de coordonnées le fond du barrage
sur 'axe z'ox et I'axe verticale y'oy . L’écoulement est limité en dessus par les lignes de
courant libres AB,C'D et BC' et en dessous par la paroi rigide A’D’ ( voir (FIG.4.1) ). Nous
supposons que lorsque  — +00 , ’écoulement est uniforme de vitesse U et d’élevation H.
Notons par E = u—1v,0uu et v sont respectivement les composantes du vecteur vitesse dans
la direction de 2’ox et de y'oy et par f: 5 (T,9)+1 12 (7, %) la fonction potentielle complexe,
ol qg et 1; désignent respectivement la fonction potentielle et la fonction de courant.

Sans perte de généralité, on choisit 5 =0 au point B et 1; = 0 sur la surface libre ABCD.
Il s'ensuit que 1) = —1 sur la ligne de courant A'D’ ( voir (FIG.4.2) ).

En utilisant le fait que ’écoulement est potentiel, les composantes du vecteur vitesse sont

alors données en fonction de (Z et @Z par les relations :

- _ 00 _ 00

0r 0y _ (4.1)
~_0¢ _ 0Y
Ty on
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W

S

A W= =] [’

F1G. 4.2 — Le plan complexe [ = ¢ + 1)
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Les conditions de Cauchy-Riemann montrent que la vitesse complexe E =u—10vetla
fonction potentielle fsont des fonctions analytiques de variable z = = + i 7.

On note par pg est la pression atmosphérique qui est constante au dessus de la surface libre
et p est la pression du fluide sur la surface libre. L’équation de Bernoulli sur la surface libre

est donnée par :

1 D o
5312 +E4 gy = const (4.2)
P

Ou § = V2 + 02 est le module de vitesse et g est la gravité.
La relation entre p et pg est donnée par la loi de Laplace :
. T =
p_pOZEZKT (4.3)

Notons que lorsque T — +o00 la surface libre est une droite parallele a 'axe 2’or donc

Po = D-
Ot K est la courbure de la surface libre, R est le rayon de courbure et T dénote la tension
de surface.

Pour rendre ’équation (4.2) en variables non dimensionnelles, nous choisissons U comme

unité de vitesse et H comme unité de longueur et on pose :

u:g,v:g,K:fﬁf],y:i (4.4)
U U H

En substituant (4.3) dans (4.2) on trouve :

1,5 9 1

5(u +v)+5K—|—F—TQy:c (4.5)
Ou c est constante.
Avec les conditions :

v=0 sur =—1

(4.6)
v=—utany sur ¥ =0,0<0¢ < ¢¢c
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On note par : £ = u—iv le vecteur vitesse, comme u—iv est analytique, on définit la fonction

T — 16 par la relation :

E=u—iv=2¢"" (4.7)

Ou 6 désigne 'angle entre le vecteur de vitesse et 1’horizontale. Nous avons :

T

(&

1 do
R

A A P

K est de signe négatif puisque le centre de courbure est en dehors du fluide.
Alors la condition de Bernoulli (4.5) en variables non dimensionnelles sur les lignes de courant

libres AB et C'D s’écrit :

1, _| o0 I
3¢~ de 7 + TzyY=c sur AB (4.8)
1, - _loo] 1 1

Le domaine occupé par le fluide dans le plan de la variable f est une bande infinie dans la
région —1 <1 < 0 et —o0 < ¢ < +00. La transformation conforme d’une bande infinie dans

le plan f au demi plan supérieur ( est donnée par la relation :

(=a+if=e =" = (cos (myp) —isin (1)) (4.10)

Le plan complexe ( est donnée dans la figure (FIG.4.3).
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"I_ll’ D j .D {:: B <

W =

Fic. 4.3 — Le plan complexe ( = a + i3

72



Chapitre 4. Ecoulement & surface libre sous un barrage avec l'effet de la tension de surface
et de la gravité

Les conditions aux limites (4.6) dans le plan ¢ deviennent alors :

=0 pB=0 sur a<0
(4.11)

=—y =0 surag<a<l

Nous cherchons & (7, 60) qui vérifie les équations (4.8) et (4.9) avec les conditions (4.11).

4.3 L’équation intégro-différentielle

En utilisant la technique d’intégrale de Cauchy, dans le plan ¢ et I’équation (2.17) on a :

(ag) = — 2 / 0(2) 4o, (4.12)

T) a—aqg

Ou é (o) = 0(a,0) et 7(a) = 7 (a,0). L'intégrale (4.12) est séparée en quatre parties, on a

alors :

ap ac ap “+00
T(ao)z—% U (j(o‘i da+/ j (02 d@+/ j(og da+/ a0<ac>y da}
—0o0 - 0 ap - 0 (e 76} - 0 ap - 0
(4.13)

En utilisant (4.11), ’équation (4.13) devient :

1-— 1 [+ 0
71 (ag) = Llog N / (@) 4o (4.14)
T ac—ay| w/) a—ag
Pour o« > 1 et
1-— 1 [* 0
7 () = 7 log Sl —/ (@) da (4.15)
™ o — Q) T Ja a —

Pour 0 < o < a¢

En utilisant (4.10), avec ¢ =0, on a :
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a=eT" qy=e T (4.16)

En substituant (4.16) dans (4.14) et (4.15) on trouve :

N — (1.17)

T _ p—T
7006 ¢ e %o

1 — e ™0

 (90) = L log

6_7T¢C — €_7r¢0

¥ 1 — e 0
7 (o) = —log

e~TPC — —TPo TP — o~ Tho

T f(g)e
+ /(b ) do (4.18)

Ou 7 (¢o) =71 (e7™) , 75 (¢o) = 72 (€7™%) et g(gb) = 0 (e7™). Les conditions de Bernoulli

(4.8) et (4.9) s’écrivent maintenant en termes de 7 et 0, comme suit :

1, Jog| 1
—_e“N | — —y = 4.1
5¢ de 9 +Fr2y ¢ sur AB (4.19)
1,., . |o6] 1 1
56 2 58 2 a—¢ + W(y — ].) = 5 sur OD (420)

Pour déterminer (z,y) sur les surfaces libres AB et C'D nous utilisons (4.7) et la relation

dz _ 57 77’4’2’9
df
Par intégration, on obtient :
1 [o —71(a0) 0
R GO (1.21)
s 1 Ofo
1 /¢ e‘Ti(aO) sin 0(«
y(la) =yp — —/ ( O>d040 (4.22)
™ J1 (o)
Pour a > 1 et
1 /ac e —75(c0) coSs e(ao)d (4 23)
= —— o .
pn 0
e _ 040 .
T

Pour 0 < o < a¢

74



Chapitre 4. Ecoulement & surface libre sous un barrage avec l'effet de la tension de surface
et de la gravité

En utilisant (4.16), on réécrit (4.21),(4.22), (4.23) et (4.24) comme suit :

¢ -
2(¢) = xp + / =) ¢os f( o) debo

¢ N
9(6) =y + / &~ sin B o) by (4.25)

Pour —oco < ¢ <0 et

¢ N
7(6) = /¢ &40 cos B( o) déy

¢ -
g@):1-:é &) sin (o) do (4.26)

Pour ¢¢ < ¢ < +00
En substituant (4.25) et (4.26) dans (4.19) et (4.20), on définit une équation integro-différentielle

non linéaire en fonction de 'inconnue 6.

4.4 Procédure numérique

Puisque les équations (4.19) et (4.20) sont non linéaires. Les points de la surfaces libres AB
et C'D dans le plan complexe f sont représentés par —oco < ¢ < 0 et ¢pc < ¢ < 400

respectivement. On introduit la discrétisation :
¢V = (I —1)A,I1=1,..,N;,0 < a< ¢ <0 avec a assez grand

et

¢ID:¢C’+([_1)A27[:17"-aN27¢C<¢<a

Ou A; >0 et Ay > 0. Ou 0Y, 6P sont les inconnues. On note :

07 = 0(sY)
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et

0P = 0(¢7)

Nous calculons la valeur 7{; de 7] en les points milieux qui sont données par :

U U
+
v Ot O ¢1,1:1,.

Ny —1
qu 2 ) 1
et aussi la valeur 71 de 75 en les points :
D D
+
PP = M,]: 1,...,Ny—1

2

Les équations (4.17) et (4.18) peuvent étre réécrites respectivement par :

1— 6_7”751[\]4 0 é\ e~
Th = g log 7| + / #0@
T e*ﬂ'(ﬁc — 6_7"‘15]\4 —oo € T _ e gen)
et
1-— 677@54 oo é\ e~ TP
Th = Tog 5|+ #dqﬁ
m e_7r¢C — efﬂ'(b]\{ é e T _ e To

OurY =7 ( %) Th =1 (¢f4). L utilisation de la régle de trapéze donne :

_ U Ny U —mo¥ )
TUZZIOg Lo et +Z€je i I=1..,N—1
M 6_7T¢C o e—7r¢g4 = 6—7r¢§1 . 67”¢%1, g eeny
—m¢D Ne gD —mpP
TDZZIOg Lo +z‘9je L I'=1,.,Ny—1
M T 677”;50 o e—mﬁﬁ = e—m;ﬁjD . @*”@5?17 g eeny

Ot wj est la fonction de poids, telle que :

N =

si j=1,N
CL)J' =
1 sinon

(4.27)

(4.28)

ou 0y = 0 (o) et 6P = §(¢JD) . En substituant (4.29) et (4.30) dans (4.19) et (4.20) res-

pectivement, on obtient un systéme de N équations non linéaires & N inconnues 6; pour
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~

a0
I=1,...,N (N = N; ou N =N,). La dérivée, 95 aux points de milieu (4.27) et (4.28), est

approximée par une différence finie, par :

90 _ Ori —0;

a¢ Ah Y ? Y

Pour résoudre ce systéme on utilise la méthode de Newton.

4.4.1 Forme de la surface libre

Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :

dz  O0x 0Oy _r4if

G o ae €
Ce qui est équivalent a :
ox
— =e " cosf
9e (4.31)
Y e Tsing
d¢

Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les relations (4.31)

et en utilisant la méthode d’Fuler ce qui donne

Y1 = YB

yi =7(07) = :
yIUH = y? — Aje ™™ Sinﬁg/[, I1=2,... N —1

Et

ZIJ[{—JZB

_ U
azyﬂ =2Y — Aje ™ cos Oy, I =2,...,N; — 1

Le point (zp,yp) de I'ouverture du barrage est donné par :

xp = —Lcos (%)

yp = 1+ Lsin ()
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Ou L est la longueur du coté BC

D =1
yr =7 (e7) = B
yP = yP + Age i sin 0, 1 =2,..., Ny — 1

Et
D
~ zy =0
oP =7 (6]) = )
x?ﬂ =P + Age ™ cos 0P T =2,..., Ny — 1
U U D D
Iei U — 91+12+ 01 ot 9D — 91+12+‘91 '

4.5 Reésultats et discussion

Nous utilisons les méthodes de résolution décrites ci-dessus pour résoudre le probléeme numériquement.
On trouve les solutions du probléme pour chaque valeurs de trois parameétres le nombre de

Froude F'r, 'inverse de nombre de Weber et 'angle ~. Nous signalons que la plus part de

ces résultats ont été trouvés pour Ny = Ny = 601, Ay = 0.028, Ay = 0.02,v = % et oo = 0.2.

On détermine la forme des deux surfaces libres AB et C'D.

La figure 4.4 présente 'effet de la tension de surface sur la forme des deux surfaces libres

pour F'r = 2. On constate que, lorsque § croit le nombre d’ondes de la surface libre AB
diminue. L’effet de la gravité (o § = 1 ) sur la forme de surface libre est représenté dans la

figure 4.5. Notons que, lorsque F'r augmente ’amplitude des ondes sont décroissante c-a-dire
lorsque F'r — 00, la courbe représentant la surface libre AB tends vers une droite. La figure

4.6 présente la forme des deux surfaces libres pour ¢ = 0.075.

Cas ou l'ouverture du barrage est verticale 7 = g
Vanden Broeck [44] a étudié le probléme dans le cas ot la gravité est non nulle et la tension
de la surface est négligeable. Le coefficient de contraction C, = % est le rapport de la

profondeur du fluide a 'infini et de la largeur de 'orifice. La figure 4.7 montre la variation

de C. en fonction de I'inverse du nombre de Weber 9. On remarque que le coefficient C,. croit
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lorsque § est croit. Dans le cas ou la gravité et la tension de surface sont nulles ( g = 0 et
T =0), Pauteur Batchelor [5] en 1967 ( page 497 ) a calculé explicitement le coefficient de

contraction dans ce cas et il a trouvé la valeur

C,— - — 061102
T+ 2

L’effet de la tension de surface pour ( ' — oo ) sur la forme de la surface libre CD est
représentée dans la figure (FIG.4.8). Lorsque § — oo, la forme de la surface libre tends vers

une droite d’équation y = y¢.
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| /W\/_\/ |

1.05 .

095 .

ns

085k () -

08 : :
-20 -14 -10 -5 0 & 10 15

ost  (b) -

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15

Fi1c. 4.4 — Forme de la surface libre pour a) § = 0.7, Fr = 2 b) § = 10, F'r = 2. La fleche
indique la position du point de séparation C' ot ’écoulement quitte 'ouverture du barrage.
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1.1} ]

09 r 7

o7t (© ]

-15 -10 ] a a 10 15

12 T T T T T T

i fa e .

1.058 .

0.95 o

0.9r .

(d)

0.85 3

-14 -10 A a 5 10 14

Fi1G. 4.5 — Forme de la surface libre pour ¢) § = 1, Fr = 2.5 d) § = 1, Fr = 1. La fleche
indique la position du point de séparation C' ou ’écoulement quitte 'ouverture du barrage.
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1.28 T T T T T T

12

1.15
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1.05

0.95

0.4

0.85
ogl @

-200 -15 -10 -5 o 3 10 15

FiG. 4.6 — Forme de la surface libre pour § = 5, Fr = 1.5 et ¢ = 0.075.
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Fic. 4.7 — La variation du degré de contraction C. en fonction de I'inverse du nombre de
Weber .
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1 E=0 10" .
E=10°
0.95 - 5=5 10" i
(IR=N -
0.5k g i
08 -
5 =50
0,75t -
07t -
E=10
0Es ! ! | | | &=0
0 2 4 B A 10 12

Fia. 4.8 — L’effet de la tension de surface sur la forme de la surface libre a droite C'D.
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Conclusion

Les problémes des écoulements & surface libre sont treés difficiles et méme impossible & résoudre
explicitement, surtout si on inclut les effets de la tension de surface ou la force de gravité,
cela est due a la non linéarité de la condition au bord de I’équation de Bernoulli, sur une
surface qui est de forme inconnue. dans cette thése on a étudié trois problémes qui ont été
résolus numériquement par la méthode d’équation intégro-différentielle. Les solutions de ces
problémes sont caractérisées par I'inverse du nombre de Weber ¢ et le nombre de Froude Fr.
Dans le chapitre 2 on a étudié le probléme d’un écoulement potentiel, bidimensionnel d’un
fluide incompressible et non visqueux, sur une dépression de forme triangulaire, on a constaté
que la solution existe et unique pour chaque valeur du nombre § et pour chaque valeur du
nombre de Froude Fr. Les résultats sont présentés pour v > 0 (resp. v < 0) voir Fig 2.5-Fig
2.10.

Dans Le chapitre 3 on a présenté I’étude du probléeme d’un écoulement potentiel, bidi-
mensionnel, passant au-dessus de deux triangles isocéles. Le probléme apres discrétisation se
réduit & un systéme algébrique de N équations non linéaires qu’ il a résolu par la méthode de
Newton. Les résultats présentés (voir Fig 3.4-Fig 3.6) ont trouvés et discutés pour différentes
valeurs de 6, F'r pour v = —%.
Dans le chapitre 4 on a étudié le probléeme d’un écoulement bidimensionnel, irrotationnel
sous un barrage d’ouverture inclinée faisant un angle v avec 1'horizontale ot 0 < v < g
Le probléme considéré est caractérisé par la condition non linéaire donnée par 1’équation de
Bernoulli sur la surface libre qui est de forme inconnue. Ce probléme a été déja étudié par

J. M. Vanden-Broeck [44] et P. Guayjarernpanishk [20]. Il existe deux surfaces libres avant

et aprés 'ouverture du barrage. Les résultats dépendent des deux paramétres ’angle v et le
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Conclusion

point ¢c. Notons que la forme de la surface libre a gauche contient des ondes, par contre
celle de droite ne contient pas. On remarque que, lorsque le nombre de Froude Fr est plus
grand, 'amplitude des ondes devient plus petite voir Fig 4.4-Fig 4.6. Aussi le coefficient de
contraction C.. décroit lorsque le nombre de Froude F'r décroit et lorsque la tension de surface
tends vers l'infini la forme de la surface libre s’aplatie et tends vers une droite horizontale

parallele a I'axe 2'Ox .
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Annexe A : Abbreviations et Méthode

de Newton

Opérateur gradient : Soit u une application de R" dans R, différentiable en x = (1, 29, -+ , x,).
—_—
On appel gradient de u en x le vecteur grad u(z) = <88_:5ul’ s %). Le gradient de u en = est

noté grzi u(z) = Vu(x)

Opérateur divergence : Soit V = (v, ...,v,). On appel divergence de V' et on note div le
champ scalaire défini par : divV(z) = g—;ﬁ +..+ g—gi

Opérateur laplacien : Soit u un champ scalaire. On appel laplacien de u et on note Au le
champ sclaire défini par : Au(z) = gi;% + ...+ gi—g = div Vu(z)

Opérateur rotationnel : Soit V' = (v, v, v3). On appel rotationnel de V' et on note rot le

champ de vecteur dont les composantes sont données par :

0 U Quz _ Oug
Ox1 1 Oxo ox3
rotu=VAu=| 2 [ A = | 9w _ Ous
812 U/2 613 8$1
0 U Qug _ Oug
oxs 3 ox1 Oxa

4.6 Méthode de Newton

La méthode de Newton consiste a résoudre le systeme d’équations non linéaire suivant :
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< f3 (.%17372, ...... ,.Z'n) = (S]-)
| fn (1, T2y ... ,Tp) =0
ou les f; sont fonctions réelles non linéaires des variables x1, zo, ....... , Tn. On peut noter le
systéme suivant sous la forme :
F(X)=0o0uX = (21,29, ..., z,)’ € IR"
Le probleme est donc de trouver un ensemble de n valeurs réelles :
X* = (zt, 25, ..., x%)" vérifiant simultanément les n équations du systéme (S.1). Notons que

si chaque fonction f; est continue et contintiment différentiable alors, par un développement

de Taylor dans le voisinage d'un estimé X *) proche de X* ( obtenu & la k-iéme itération ),

on obtient :
[ = fi (X9) 4 2 a( ) (=) + (S.2)
=1 9T |
ln S x (k) * (k) 1 (X) _ .
2!];7;1 (xj x; ) (zf — 2t?) 5250, | v + ... =0 pour i =1,2,....n

(%)

p
si X®) est un estimé proche de X* les termes <x; — ) p > 2, sont négligeables.

Le systeme (S.2) s’écrit alors :

af; (X) . k .
Z . (xj — x§ )> =—f (X(k)) i=1,2,....n (S.3)
j=1 O X xk
ou en terme matriciel
E® AXH = p®) (S.4)
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avec

< Of (X) i=1,2, )
E.A —_=
i = 2 o)

=1

,AX]@ =2 — 2™ et ﬂ(k) =—Ji (X(k))

) J J
X=Xk ] = ]_,2, ........ ,n

L’équation (.S.4) est un systéme linéaire, ol toutes les quantités sont connues sauf les AX (k)
En utilisant la méthode de Jordon avec stratégie du pivot total implicite pour déterminer
les AX®) dont on présentera dans la suite son algorithme. AX®) est 'estimé de l'erreur
commise en approximant X* par X*). On peut donc obtenir un meilleur estimé X **1 de

X* par

XEHD — x®) L Ax®) (S.5)

On continue jusqu’a ce que |f1 (X(k+1))| < €.

4.6.1 Algorithme de Newton pour la résolution de systémes non
linéaires F(X)=0

Etant donnés X© e

1. Calculer
gk _ iafi(X) i=1,2, 0y
1] —1 8X .
’ I lxoxr j=1,2,. n

F = —f, (x®)

2. Résoudre le systéme linéaire :

iE}j@A@“ - E(k)} i =1,2, . n
;’)TCalculer

x*D = x® AXUf)} i=1.2, n
4. Si

|fz(X(k+1))|<€}l—1,2, ......... N

est vérifié, arréter
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4.6.2 Reésolution d’un systéme linéaire AX = b par la méthode de

Jordon avec stratégie du pivot total implicite

Algorithme :

e Choix du pivot

Pk = Q¢ ou Alye, = IHZ?X |a”ij|
i:1,2, ......... ,n ’l.#ll,lg, ....... 7lk—1
j=1,2,......... N J F 1,0y , Ch1
tel que k =1,2,......... T

e Normalisation

ay,; = bl F=1,2 . n+1
Pk

e Réduction

w = aick

1=1,2,......... ,n et i #
a;; =a;; —way;} j=1,2,..... ,n+1
e Remise en ordre
xck. - al]wn—'-l k - 1,2, ......... ,77,

4.7 Meéthode de trapéze

/abf(x)d:p

ou f est une fonction de classe C? sur l'intervalle [a, b] (c’est-a-dire deux fois dérivable et de

Soit 'intégrale sous forme :

dérivée seconde continue sur [a, b] ) dont on calcul I'intégrale précédente numériquement sur
[a,b]. Soit n > 0 un entier et xg = a < x; < x93 <--< x, = b une subdivision réguliére de
[a, b] (c’est-a-dire telle que pour tout i, ;11 — x; = b—Ta ) voir figure ci-dessous.

La méthode des trapézes consiste a remplacer f sur chaque intervalle [z;,x;,1] par une

fonction affine. Sur chaque intervalle [z;, z;11] la fonction f continue et dérivable sur [a, b]

est substituée par la droite joignant les points (z;, f(x;)) et (241, f(2ir1)) -
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¥

Le schéma numérique de la méthode du trapéze est donné par :

j=n—1
Ap

[ F@de =@+ o)+ A Y 1)

b—a
ou Ay, est le pas : Ay, = ——. Et aussi on écrit 'intégrale précédente sous forme :
n

b Jj=n
/ f(z)dx = ZAhwjf (x;)
a j=0
Ot w; est la fonction de poids, telle que :

s st j=0,n

1 sinon
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