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0.2 Résumé

On considére des équations différentielles stochastiques a coefficients non
nécessairement Lipschitziens, pour lesquelles 1'unicité forte est vérifie. En
utilisant le théoréme sélection de Skorokhod, on établit plusieurs résultats de
stabilité forte sous la perturbation, de la condition initiale, des coefficients,
et d’autres parameétres. De plus, on montre que sous la condition d’unicité
trajectorielle le schéma des approximations successives converge. Aussi un
résultat de stabilité en controle stochastique est démontré. En ce sens que
sous l'unicité forte, les fonctions de valeurs des problémes strict et relaxé
sont égales. Finalement on montre qu’au sens de Baire, presque toute les
équations déffirentielles stochastiques avec des coefficients continus et bornées
admettent une solution forte unique.

Mots clés : Equation différentielle stochastique - Mouvement
Brownien - Unicité forte - Contréle stochastique - Propriété géné-
rique.



0.3 Abstract

We consider stochastic differential equations with non Lipschitz coeffi-
cients, for which pathwise uniqueness holds. By using Skorokhd selection
theorem, we establish various stability results, under the perturbation of the
initial condition, the coefficients and other parameters. Moreover, we prove
that under pathwise uniqueness, the scheme of successive approximations
converges. In stochastic control, it is proved that the values functions of the
strict and relaxed control problems are the same. At the end, we porove that
in the sense of Baire, almost all the stochastic differential equations with
continuous coefficients have the property of existence and uniqueness.

Keywords : Stochastic differential equaion - Brownian motion -
Strong uniqueness - Stochastic control - Generic property.



0.4 Introduction

On considére I’ équation différentielle stochastique suivante :

{ X = 0 (X0 48, + b0, X) (1))

telle que
oc: Ry @RI - RIQR".
b . R+ ®Rd — Rd,

sont deux fonctions mesurables, B est Mouvement Brownien r-dimensionelle,
défini sur un espace de probabilité avec la filtration JF; satisfaisant les condi-
tions habituelles. Dans ce travail nous supposons que ’équation admet une
solution forte unique X; (z) pour toute valeur initiale x € R?.

Il est bien connu que si les coefficients sont continus et Lipschitziens,alors
I équation (1) admet une solution forte unique X, (x) qui est continue par
rapport a la condition initiale et aux coefficients. De plus, on peut construire
la solution par plusieurs schémas numériques.

Notre but dans ce travail est d’étudier les propriétés de la stabilité forte de
la solution de (1), sous l'unicité forte de la solution et des hypothéses mi-
nimales sur les coefficients. ces conditions minimales assurent 1’existence de
la solution faible , telle que o,b sont continues dans la variable d’état [19],
ou Péllipcité uniforme de coefficients de diffusion [15]. D’aprés de théoréme
de Yamada-Watanabe [15], I'existence de solution faible et 'unicité forte im-
pliquent ’existence de la solution forte unique . Dans ce travail nous suivrons
de prés les références [1,2].

Ce travail est constitué de trois chapitres :

Le premier chapitr contient quelques éléments de calcul stochastique, proces-
sus stochastique, quelque définitions (mouvment Brownien,matingale,...) ,
formule et intégrale d’Ito, les équations différentielles stochastiques (solution
forte,solution faible),quelque inégalités.

Le deuxiéme chapitre contient cing sections, et est organisé comme suit. La
premiére section est un rappel du théoréme de Skorokhod, dans la deuxiéme
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section on étudie la variation de la solution par rapport a la valeur initiale ,on
etude la variation de la solution par rapport aux parameétres dans la troisiéme
section. L’extension du résultat ci-dessus & l'espace de Holder est 1'objet de
section 4, La cinquieme section est consacrée a 1’étude des approximations
successives. on sait d’aprés la théorie des équations différentielles ordinaires
avec des coefficients continus et bornés que 'unicité forte n’est pas suffisante
pour la convergence des approximations successives. Alors sous 'uinicité forte
on donne la condition nécessaire et suffisante de la convergence. De plus on
introduit la classe des modules de continuité pour lesquels le schéma des
approximations successives converge.

Le troisieme chapitre contient quatre section et est oganisé comme suit. Dans
la premiére section, on étude la stabilité des solutions des équations différen-
tielles stochastiques dirigées par semi-martingales continues. Notons qu’ on
ne suppose pas l'unicité forte des équations approximées. Dans la deuxiéme
section on a une application au controle optimal des diffusions. On prouve
sous l'unicité forte de les trajectoires associés aux controles relaxés sont ap-
proximées dans L? par les trajectoires associées aux controles ordinaires. Ce
résultat est I'extention du théoreme de S.Meléard [17] prouvé sous la condi-
tion de Lipschitz. I’ extention des méme resultats précédents dans le cas
ou les coefficients sont seulement mesurable est 'objet de la section 3. La
quatriéme section est consacrée aux propriétés génériques. On montre qu’au
sens de Baire, presque toute les équations différentielles stochastiques a co-
efficients continus et bornés, admettent une solution forte unique.



0.5 Notations

(Q,F,P)

espace de probabilité
la probabilité d’un événement
la tribu de Borel
la tribu borélienne engendrée par les ouverts de U
I’espace des fonctions continues de I dans S
I’espeance conditionnelle deX sachant G
la variance de X
Un Mouvement Brownien standard
la mesure de Dirac au point x € R”
équation différentielles stochastiques
I’ensemble des var-aléatoires X a valeurs dans R"
F-mesurables el que E|X|” < 400, pour p € [1, 00|
la noation presque stirement pour la mesure P
la matrice unité d’ordre n
max {a, b}
min {a, b}
I’espérance mathématique
I’ensemble des martingales de carré intégrable
I’ensemble des controles admissibles faible
I’ensemble des controles admissibles Forte



Chapitre 1

Processus aléatoires et
équations différentielles
stochastiques

1.1 Processus aléatoires

soit (€2, A, P) un espace de probabilité et (F,&) un espace mesurable. Soit
T un ensemble ,par exemple 7 = N, R, R%.

On considére une application :

X:TxQ—FE
(t,w) — X (t,w)

On lui associe , pour tout ¢ € T, sa coordonnée d’indice ¢,notée X; ou encore
X (t),qui est définie comme application w — X (t,w) de 2 dans E.

On dira que X est un processus aléatoire défini sur €2 indexé par T et a
valeurs dans F si ses coordonnées sont des variables aléatoires sur €2 i.e si :
X : w— X (t,w) est une variable aléatoire pour tout teT.

Ce cadre englobe & la fois le cas ot T'= N ou Z ,on dit alors aussi que X est
une suite aléatoire.

Le cas ot T = R ou R™, on dit alors que X est une fonction aléatoire , et
celui o T = Z% ou R?, on dit que X est un champ aléatoire.
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CHAPITRE 1. PROCESSUS ALEATOIRES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Bien sir dans le cas d'un ensemble d’indice fini, 7" = {1,...,n}, X =
(X1, ...., X,,) est un vecteur aléatoire.

exemple 1.1.1

Avec &;,7 > 1 une suite de variables aléatoires réelles sur Q et 7' =N | la
suite des sommes partielles

X (tw) = Zgz

intervient dans nombreux problémes.

1.1.1 Loi des processus aléatoires

En particulier , on désire considérer la trajectoire de X , i.e : I'application
(encore notée X) : w — (X (t,w)),.;de ©Q dans 'ensemble E7 des applica-
tions de 7" dans £ .

Rappelons que la tribu produit ® ¢ est la tribu sur E7 engendré par les
teT

cylindres mesurables de dimension finie i.e : les sous ensembles de E7 de la
forme : C = tHTAt avec Ae€ et card{t : Ay # F} < 0.

On peut vérifier que si X est un processus aléatoire, sa trajectoires

w — (X (t,w)),.p est mesurable de (€2, A) dans (ET, ® & )

teT

On appelle loi de processus aléatoire X la mesure de probabilité Px sur

® & , image de P par X ,définie par :
teT

Px (A) =P (XeA), Ae® &

teT

1.1.2 Existence de processus aléatoires

Pour assurer ’existence de processus aléatoires ,rappelons deux résultats clas-
siques.

Le premier affirme l'existence d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes identiquement distribuées de loi prescrite.
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1.2. MOUVEMENT BROWNIEN ET MARTINGALES

Théoréme 1.1.1 soit (E,&, P) un espace de probabilité quelconque, il existe
une unique probabilité P sur (EN,§®N) tq P(C) = HNP (A,) pour tout cy-

lindre mesurable C' = 11 (A,).

neN

Si @Q est une probabilité sur E7 et JeT , on note Q/J la projection de @
sur £ .i.e I'image de Q par la projection de E7 sur E”.

On a bien sir la propriété de compatibilité, si I C J;(Q/J) /1.

Théoréme 1.1.2 (Prolongement de Kolmogorov) Soit T un ensemble d’in-
dices quelconque ,et E un espace polonais (i.e métrisable, séparable,complet).
Considérons une famille Q7 de probabilités sur B (E)®I indexée par les sous
ensembles finis I de T , qui soit compatible au sens od Q)1 = Q; ,I C
J CT:J fini. Alors il existe une unique probabilié R sur la tribu borelienne
de ET telle que R/I = Q, I C T fini.

1.2 Mouvement Brownien et Martingales

Définition 1.2.1 On appelle Mouvement Brownien toute fonction aléatoire
réelle continue B = (B (t);t > 0) a accroissements indépendants gaussiens
et B(t)—B(s) ~N(0,t—s),0<t<s, avec B(0)=0.

Définition 1.2.2 (Martingale) Soit (2, A, P) un espace de probabilité muni
d’une filtration F, une fonction aléatoire réelle M = (M (t);t > 0) est ap-
pellée une F-martingale ou simplement une martingale, si elle est adaptée et
intégrable ,et si :

E (M (t)\Fs) = M (s), P.p.s, Vs <t

C’est une fonction qui reste constante en moyenne conditionnelle ,elle n’a
tendance ni a croitre ni a décroitre.

En particulier :
EM (t) =EM (0)

11



CHAPITRE 1. PROCESSUS ALEATOIRES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

exemple 1.2.1 Soit X une variable aléatoire réelle intégrable sur un espace
de probabilité (2, A, P) muni d’une filtration F, alors :

X () =B(X/F), teRy

est une martingale, d’aprés la propriété de conditionnements successifs de
I’espérance conditionnelle, si s < ¢ :

Puisque F, C F; , une telle martingale est appellée une martingale réguliére.

Définition 1.2.3 (Martingale locale) Soit (2, A, P) un espace de probabilité
muni d’une filtration F ,une fonction aléatoire réelle X = (X (t);t > 0) est
appellée une Martingale locale , si elle est adaptée ,et s’il existe une suite
de temps d’arrét (7,),~, telle que 7}1_{207” = 00 Pp.S ,et le processus arrété

X7 est une Martingale pour tout n.

Définition 1.2.4 (semi Martingale) une semi Martingale est un processus
adapté X admettant une décomposition sous la forme : X = Xq+ M + A.

ot M est une Martingale locale nulle en 0 ,et A est un processus adapté a
variation finie et nul en 0.

1.3 Quelques inégalités

L’ingalité de Doob

soit M une martingale de carrée intégrable, continue a droite. Pour tout
t>0,A>0:

1 2
> < —
P <g£1?§t\M(s)] > )\) < )\2E [M (t)7]
Cette inégalité est a comparer avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev :
pour toute variable aléatoire réelle X (que 'on prend d’abitude centrée)

P(IX]> N < LE[XY.
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1.4. I’ZINTEGRALE STOCHASTIQUE

L’inégalité de B D G :(Burkholder-Davis-Gundy) :

Soit p > 0 un réel, il existe deux constantes positives ¢, et C), telle que :
pour toute martingale locale continue X ,nulle en zéro :

oo < ] < v

t>0

en particulier : si 7> 0 :

el [<X7X>}TD/2} <K [ sup ]Xtd <C,E [(X,X>}TD/2]

0<t<T

1.4 L’intégrale stochastique

t

On cherche maintenant a définir la variable aléatoire : [0,dB; quand {65, s > 0}est
0

un processus stochastique.

Définition 1.4.1 on dit que {6;,t > 0} est un bon processus s’il est (ftB)t>0‘
adapté et si : -

t
vt>0, E /eids < 00
0

On note {ftB > O} la filtration naturelle du Mouvement Brownien B.

1.4.1 Cas de processus étagées

Py

Les processus étagées sont les processus du type : 0 = > 0;1y, 4., (t), ot
i=0

PN, 0=1to <t; <...<tp, et 0;eL*(Q, F;,, P), Vie{0,...,P,}.

On voit immédiatement que 6" est un bon processus ,on définit alors :

t

I, (67) = / 0"dB, = 520, (Bi,, — By,
1=0

0

13



CHAPITRE 1. PROCESSUS ALEATOIRES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

et on vérifie que pour i # j :

B (0, (B, ~ Bu) 6, (B, — B,,)) =0

i1 J+1

et que :
t

B (L, (6)] = 0 et Var [l (0)] = B / (072 ds

0

1.4.2 Cas général

Soit # un bon processus, on note d’abord qu’il existe {0",n > 0} suite de
processus étagées telle que :

t
E /(QS—GZ)st — 0 quand n /" +00
0

Puisque pour tout ¢ > 0,il existe une variable aléatoire [, (/) de carré inté-
grable telle que :

E([|L(®) —L(0")*] —0sin / +c0
avec [; (0") définit comme au paragraphe précédent.

t
On pose alors naturellement I; (§) = [0,dB, pour tout ¢ > 0, et par indé-
0

pendance on remarque d’abord que
PVL
i=0

de sorte, en passant a la limite que : E [I; (0)] = 0.

De méme on obtient :

Var I, (0)] = lim Var [I,(0™)] = lim E[I, (0")*]

n—-+o00

P, t
=0 0

n—-+00

14



1.5. FORMULE D’ITO

1.5 Formule d’Ito6

1.5.1 Premiére formule d’It6

Soit ¢eC? alors on a p.s :
6(B() = oBO)+ [¢(BE)ABE)+3 [0 (BE)ds v

Le dernier terme est nouveau, comparé a la formule classique, il est di a la
variation quadratique de B.

1.5.2 Deuxiéme formule d’It6

Soit ¢ une fonction définie sur R, x R de class C'par rapport a t, de classe
C? par rapport a x, on a :

6 (t,B,) = ¢ /gbt (s, By) ds+/¢B (s, B) dBy+= /¢BB (s, By)

1.6 Les équations différentielles stochastiques

Soient : 0 :R—R,, b: R — R.
Un Mvt-Brownien B et une variable aléatoire X, définis sur le méme espace
de probabilité (€2, F, P), avec Xy et B indépendants.

L’équation :

dX (t) =b(X (t))dt+ o (X (t))dB (t) (1.1)
est appelée une équation différentielle stochastique.
Les coefficients b et o sont appelés respectivement dérive et coefficient de
diffusion. Il s’agit d’'une équation homogene, puisque les coefficients ne dé-
pendent pas du temps,mais on considérera aussi des équations inhomogeénes.

La solution d’une équation différentielle stochastique est appelée processus
de diffusion, ou plus simplement diffusion.

Notons F; la tribu engendrée par B (s) : s < t et par Xy, complétée par les
ensembles négligeables pour P.
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CHAPITRE 1. PROCESSUS ALEATOIRES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

1. L’équation de Langevin :
dX; = odBy — bX (t)dt (1.2)
2. Mouvement Brownien géometrique :
dX; = o XydB; + uX (t) dt (1.3)

Définition 1.6.1 On appelle solution forte de I’ équation différentielle sto-
chastique (1.1), toute fonction aléatoire X = (X (t); t >0), définie sur
(Q, A, P) telle que :

1. X est adapté a la filtration F.

2. } [b(X () +o(X (3))2} ds < oo p.s Vit >0,et ona P.p.s:

t t

X(t):X(O)+/b(X(s))ds+/a(X(s))dB(s), te0,00[ (1.1)

0 0

la condition d’intégrale finie dans le point 2 de la définition est que les inté-
grales dans (1.4) sont dans M?,.. Si bien que X est un processus d’Tto.
t
Pour I'équation (1.2) ci-dessus admet, V (t) = eV (0) + [e *=*)odB (s)
0
une solution forte, tandis que

u- —o

X(t):X(O)eXp{JB(t)—l—( : > 2)1&}

est une solution forte de (1.3).

1.6.1 Existence et unicité de solutions fortes

Théoréme 1.6.1 Supposons Xy € L? et b, o lipshitziennes i.e) :

b(x) = b(y)| + o (x) — o (y)| < K|z -y

alors 'équation (1.1) admet une unique solution X € M?. Telle que M?
I’espace des fonctions aléatoires progressivement mesurables telle que :

16



1.6. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

]E/XZ(t,w)dt<oo

R4

Preuve. L’Unicité :
Si X etY € M? sont deux solutions.

X@wdww:/wur»—b w+/ o (Y (s))]dB (s)

0 0

et en utilisant (a + b)> < (a2 + b?), 'inégalité deSchwarz,la propriété d’iso-
métrie de I'intégrale stochastique et la condition de Lipshitz :

WX@wwW@mw]+
+2I5 LZ [0 (X (s)) — oY (s)]dB (5)]

MX@—Y@PSE[

O —

< 2E {j“ [b(X (s)) —b(Y (s))] ds} ds+ (1.5)
+2FE U; oY (3))]2ds]
<2(T+1) K2Ef s)—Y (s)ds, t<T

Lemme 1.6.1 (de Gronwall)

Soit X (¢) une fonction positive localement -intégrable définie sur R, tell
que :

X (t) Sa—l—b/X(s)ds,tZO
avec a et b des constantes positives alors :
X (t) < aexp (bt)

17



CHAPITRE 1. PROCESSUS ALEATOIRES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

alors avec X (0) =Y (0) et lemme de Grounwall implique que :
E(X(t)-Y (t)]Q) =0, pour tout ¢
d’oti I'unicité de théoréeme.
L’existence :

On construit une suite de fonctions aléatoires : {X,, (.)},~, par le procédé
d’itération de Picard ;

XO (t) == X(),
Xt (1) = Xo + {b (Xn (s)) ds + {0 (Xn (s))dB (s)

Alors : X, eM?, on a l'identité.

+/ﬁwxaw»—00@4@»w3@>

et en utilisant les mémes arguments qui nous ont menés a (1.5), on obtient :
t
E | Xy (8) — X, (O < OT/]E X, (5) — X1 (s)Pds, t <T
0
avec : Cp =2 (T + 1) K2,
On vérifie alors par recurrence que :

n—1

B[ Xos () = Xa (O < aChpr—y;

ot la quantité : a := max B |X; (t) — X (t)]* < CstT3E (X2) est finie.

Finalement || X1 — Xn||?\42[O,T] = a(cjrf)n

) (CTT)k 2
||Xn+p - Xn||M2[o,T] < a2 (T

18
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1.6. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

qui tend vers 0 quand n tend vers oo :la suite { X, (.)},5, est de Cauchy , elle
converge donc dans l'espace de Hilbert M?[0,T], VT > 0 vers une limite :
X=(X(t), t>0).

(et d’apres 'unicité dans (1.4) la limite ne dépend pas de T').

Avec I’hypothése de lipshitz , on peut passer a la limite dans (1.6) et on
obtient (1.4).

Les autres propriétés définissant les solutions fortes sont clairement satisfait.

exemple 1.6.1 :

L’équation suivante admet une solution unique que ’on peut expliciter :

dX (t) =/1+ X (1)%dB (t) + ( 1+ X (t)* 4 X (1) /2) dt

d’apreés le théoréme on a l'existence et I'unicité de la solution .en fait , la
solution donnée par :

X (t) = sinh (B (t) +t + sinh ™" (Xo))

Comme on le vérifie en appliquant la formule d’Tto.

On a deuxiéme formule d’It6 .soit f une fonction définie sur R, x R de class
C'par rapport a t,de classe C? par rapport a B,on a :

£B) = 0B+ [Fi(s.Bds+ [ (s BB+ [ fop (s, ds.
0 0 0

On pose :
f(t,B;) =sinh (B (t) + t +sinh™" (Xy)) ,
fl(t,B;) =sinh (B (t) + t +sinh™" (Xo)) ,
ij (t B;) = sinh (B (t) + t 4 sinh ™" (Xo)),
(t, By) = sinh ( )+t +sinh™* (XO)) ,

19



CHAPITRE 1. PROCESSUS ALEATOIRES ET EQUATIONS
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f(t,By) = Xo+ jcz’nh (B(s) 4+ s+sinh' (Xo)) ds
0
—l—}cmh (B (s) + s +sinh™" (Xo)) dB;
0

.

et cinhx = \/1 + sinh? x
f(t,By) X0+f\/1+ f (s, Bs) ds+f\/1+fsB

f (s, B.) ds

sinh (B (s) + s +sinh™' (X)) ds

O%H

41
+3

OH”‘

df (t, B;) = 1+f(t,Bt)2dBt+l 1+f(t,Bt)2+%f(t,Bt)} dt.

1.6.2 Solutions faibles

Jusqu’a maintenant, on s’est donné 1’espace de probabilité (2, A, P), la filtra-
tion completée (F; ,t > 0), le Mouvement Brownien B, la condition initiale
Xo.

Par le proceédé des itérations de Picard (1.6) , on a construit la solution a
I’aide de ces ingrédients.

C’est le concept de solution forte , la solution est alors une fonctionnelle de
XO et B.
X (t) = F(t; Xo, B)

Pour certaines fonctions, dont nous verrons un exemple ci dessous, on ne
peut pas trouver de solution forte , mais par contre on peut définir la notion
dans un sens plus faible.

Définition 1.6.2 on appelle solution faible de l’équation différentielle sto-
chastique (1.1), tout triplet : (Q, A, P), (F; ,t >0), (B, X0 X (.)), constitué
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d’un espace de probabilité , d’une filtration , d’un (F; ,t > 0)-Mouvement-
Brownien B indépendant de la variable aléatoire X, et d’un processus aléa-
toire X (.) adapté a la filtration telle que les point 1) e 2) de la définition du
solution forte soivent vérifiés.

Remarque 1.6.1

1. Les données du probléme consistent ici uniquement en les fonctions b et
0,ainsi que la loi de la condition initiale X, au contraire, le Mouvement
Brownien B est une partie intégrante de la solution , au méme titre que :
X, Q, F.

2. Cette définition laisse la possibilité pour la solution de "contenir plus
de hasard" que la condition initiale et le Mouvement Brownien qui
conduit I’équation , la filtration F sera en générale plus grande que la
filtration Brownien augmentée par X, cela est imporant dans certaines
applications, ot le processus & modéliser dépend non seulement du Mvt-
Brownien B qui intervient dans ’équation différentielle stochastique,
mais aussi d’autres facteurs aléatoires.

3. Bien stir Une solution forte est aussi une solution faible de la méme
équation.

4. Puisqu’on s’est donné le choix de I’espace probabilisé €2, c¢’est moins le
processus X que sa loi qui importe. Ainsi, la notion d’unicité naturelle-
ment assortie a celle de solution faible, est I'unicité en loi du processus
aléatoire solution.

exemple 1.6.2 (de Tanaka)
Définissons la foncion signe : sgn () = +1six > 0,sgn (z) = —1sixz < 0.
L’équation différentielle stochastique :

t

X (t) = /sgn (X (s)) dBs (1.7)

0

posséde une solution faible unique en loi, mais elle n’admet pas de solution
forte.
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Preuve. L’unicité en loi résultat de ce que tout solution est necessairement
un Mouvement Brownien. En effet , pour toute solution X, on vérifie facile-
ment que exp {uX () — u*t/2} est une maringale,et donc que :

E [exp { zz;lu X (1) — X (ti_l)]H — exp { z}ﬁ it — t: 1] /2}

pour toute suite croissante (t;,7 < n) positive ,et toute suite (u;,i < n).m

Existence :
soit (€2,.A, P) un espace sur lequel est définie un Mouvement Brownien X et
F = F¥ la filtration propre de X .Par le méme raisonnement qui ci-dessus,
le processus B définie par :

t

B(t) := /sgn (Xs) dX

et encore Mouvement Brownien.par différentiation, dB (t) = sgn (X) d Xy, et
puisque 1/sgnx = sgnx on a 1'égalité.

1.7 Quelque définitions

Unicité forte
On dit que ’équation (1.1) admet une solution forte unique,si pour chaque
deux solutions fortes X = (X;),cp, et ¥V = (V}),p, ona:

P{sup | X — Y >O} =0
t€R+

c’est a dire

P{X, =Y, VteR,} =1

Unicité faible :
Définition 1.7.1
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On dit que I’équation (1.1) admet une solution faible unique, si pour chaque
deux solutions faibles

(0.7 Fan, P B0, ) et (9.7 (%) e, P (Xt)t%) il

y’a coincidence des distributions des processus X et X.
C’est a dire, pour tout A € £ on a :

P{weQ/X (w)e A} = P{we Q)Y (w) € A}

Les théorémes fondamentaux de Yamada-Watanabe suivants, nous donnent
la relation entre les solutions faibles et les solutions fortes :

Théoréme 1.7.1 (Yamada- Watanabe) :

L’unicité forte implique I'unicité faible.

Preuve. :vior [11],[13]. m

Théoréme 1.7.2 (Yamada- Watanabe) :

L’exitence faible plus 'unicité forte entraine 1’exitence et 'unicité forte.
Preuve. :voir [11],[13]. m

Les théoremes de Yamada-Watanabe jouent un role clé dans la démonstra-
tion des résultats d’exitence et d’unicité pour les équations différentielles
stochastiques a coefficients non lipschitziens.
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Chapitre 2

Stabilité des solutions des EDS

2.1 Théoréme de Skorokhod

L’outil fondamental utilisé dans les preuves est le théoréeme seléction de Sko-
rokhod qu’ on le presente dans les deux lemmes suivantes :

Lemme 2.1.1 ([11]) Soit (S,p) un espace polonais (métrisable ,séparable
,complet), p, ,

n=1,2,...et p des mesures de probabilité sur(S, B (5)) telle que : p, —

p. Alors il existe un espace de probabilité (Q, F , ﬁ) , et une suite de variables

aléatoires, X,,, n = 1,2, .. .et X définissent sur (Q, F, 15) dans (S, B (9)) telle
que :

i) Py, = P,,n=1,2,...et Px =P,
ii) X, converge vers X  P.p.s.
Lemme 2.1.2 ([11] pagel8) :

Soit (X, (t)) n = 1,2,...une suite de processus continues d- dimensionnelle
satisfaisant les deux conditions suivantes :

i) Il existe deux constantes positives M et v telle que E[|X, (0)]"] < M
pour toute n € N.
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2.2. VARIATION DE SOLUTION PAR RAPPORT DE
CONDITION INITIALE

ii) Il existe des contantes positives «, 3, My :

k=1,2,... telles que :E[| X, (t) — X, (s)|*] < M|t —s|""Vn € N et
Vt, s € [0, k] k=1,2,...
Alors il existe une sous suite (ny) , et un espace de probabilité <Q F, P)

S

et une suite de processus continues de dimension d, Xnk, kEk=1,2,...,X
définissent sur (Q, F , I5> telle que :

1. Les lois de Xnk et X,, sont coincide V k£ =1,2,...

2. X, (t) converge vers X (t) uniformément en tout intervale finie P.p.s.

2.2 Variation de solution par rapport de condi-
tion initiale

Définition 2.2.1

Si on a l'unicité forte de 1 ’équation (1) et on a deux solutions faibles de 1
‘équation (1) :(X.B.(QF.P).F;) et (XB (Q.F.P) .7:}> de méme espace de
probabilité et Mouvment Brownien (avec possibilté des filtrations différentes)
telle que :

P [XO = XO] =1 alors X et X sont indistinguable.

Dans la theorie des équations différentielles ordinaires a coefficients continus,
I’ unicité de la solution est suffisante pour la dépendence et la continuité de la
solution par rapport a la condition initiale, le théoréme suivant est analogue
au resultat ci-dessus dans le cas stochastique.

Théoréme 2.2.1

Soient o (t,x) et b(t,z) deux fonctions continues satisfaisant la condition
de la croissance au plus linéaire :

i) VT >0, existe M > 0 telle que :

lo(t,z)| +|b(t,z)| < M (1+ |z|) Vt € [0,T]

Alors si on a 'unicité forte de 1 ’équation (1) on a
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SOLUTIONS DES EDS

lim F {sup | Xy () — Xy (5170)|2} =0,VT" > 0.

T—x0 t<T
Preuve. : =

On suppose que la conclusion de notre théoréme est faux . Alors il existe
un nombre positif § et une suite (z,,) qui converge vers z telle que :

irng {sup | Xy () — Xy (a:)|2] >0 ((2.1))

t<T

On indique par X™(resp X ) la solution de (1) correspondant la valeur initiale
x, (resp ,z ) par les arguments standart de le théorie des équations différen-
tielles stochastiques ([13] page289), on peut voir que la suite (X", X, B) sa-
tisfie les conditions i) et ii) du lemme 2.1.2 avec « = 4,5 = 1 . Alors il existe

un espace de probabilité <Qﬁ P) et une suite de processus stochastique

(X",SA/”, B”) définis sur <Q]:'P> telle que :
1. Les lois de (X", X, B) et (X’”,Y”, B”) coincident Vn € N.

~

2. Il existe une sous suite (X Tk Y”k, Bm) qui converge vers (X , )A/, B)
uniformément pour tout intervalle finie P .p.s.

~

Si on indique par .7:;” =0 (Xg,fg”, BQ, s < t) et Fo=o0 (XS,YS, BS, s < t)
alors (éf,fﬁ) et (Et,]:"t) sont des Mouvment Brownien.

D’apreés la propriété 1) on a X' et X, satisfont 1 ’équation (1) avec des valeurs
initiales x,, et = , et on peut preuver par ([15] page 89) que ¥n € N, Vi > 0 :

D’autre part , X" verifie 1 ‘équation différentielle stochastique :
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2.2. VARIATION DE SOLUTION PAR RAPPORT DE
CONDITION INITIALE

fftn:x+/a(s,yy)dgg+/b(s,zn) s

Par 1 'utilusation de propriété 2) et théoréme limite de skorokhod [19 page 32]
alors on a :

t t
/0 (S,X;”“) dB™ W / o (s,)@) dB; en probabilité
0 0

et
t t

/b (s, X§k> ds W b (s, XS> ds en probabilité
0 0

Ainsi X et Y satisfont la méme équation différentielle stochastique (1) sur
(Qf ﬁ) avec le méme Mouvment Brownien B et méme valeur initiale, alors

d’ aprés 'unicite forte, on conclue que : Vt : X, =Y, P .p.s par integrablite
uniforme on a :

6 <lim inf E [sup,cp |X; (z,) — X; (a:)|2]

n €N
A A A 2 A
< lim kianE {supKT ‘thk — Y™ } =F {SupKT
c < <

~ ~

X =Y

]
contradiction avec (2.1).
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SOLUTIONS DES EDS

2.3 Variation de solutions par rapport a un
parametre :

On considére une famille de fonctions dépandant d’un parameétre A et on
considére ’équation différentielle stochastique suivante :

dX} =0 (A6, X)) dBy+b (A £, X7) dt
2.2
Ui 22

Théoréme 2.3.1

On suppose que o (A, t,x) et b(\ t,x) sont deux fonctions continues, V
T > 0 et pour toute ensemble compact K il existe L > 0 telle que :

i) /\lim supsup (|o (A, t,x2) — o (Ao, t,z)| + [0 (A, t,2) — b(Xo, t,x)]) =0

—o geK t<T
ii) ¢ (\) est continue en A = \g

iii) sup (o (A, &, 2)| + b (A t,2)]) < L (14 |z|) uniformémemt en A
t<T

si I’ unicité forte de I’équation (2.2) est vérifie a Ay alors :

limy_,y, & [suptST ‘Xt)‘ - Xt)‘oﬂ =0,VT > 0.

Preuve. On suppose que la conclusion de notre théoréme est faux .Alors il
existe un nombre positif § et une suite (\,) converge vers A telle que : m

inf £ {sup 1X: (M) — X, ()\)\2] >4 ((2.3))

t<T

On indique par X" (resp X ) la solution de (1) correspondant le paramétre A,
(resp A), par les arguments standart de la théorie de les équations differen-
tielles stochastiques ([13] page289) on peut voir que la suite (X", X, B) sa-
tisfie les conditions i) et ii) de lemme 2.1.2 avec « = 4, f = 1 . alors il existe un

espace de probabilité (Q]—l ]f)) et suite de processus stochastique (X " Y/”, B”)
définit sur (QJ} 15) telle que :
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PARAMETRE :

1. Les lois de (X™, X, B) et (X”, ym, B”) sont coincide Vn € N.

2. Il existe une sous suite <X T YT B"k) converge vers <X Y, B) uniformément

pour toute intervale finie P .p.S
si on indique par .7:}” =0 ()A(g,f/s”, B?,S < t) et F, =0 (XS,EA/S, 33,3 < t)
alors (Bﬁ,fﬁ) et (Bt,]:"t> sont des Mouvments Browniens.

D ’aprées la propriété 1) on a X[ et X, satisfont ’équation (1) avec des
parameétres A,et A, on peut preuver par ([15] page 89) que Vn € N, Vt >0 :

2
E|Xm— o) - ]0 <)\n, s, X”) dB" — ]b (An, sX") ds| =0
0 0

D’autre part , X™ vérifie | ’équation différentielle stochastique :

t t
Xr = o (A) + /0 (An, SX”) dB" + /b (An, s, X") ds
0 0

Avec les mémes relations ,on obtient :

V= (\) + ]J <)\, s, Y;‘) dB" + ]b <)\, s,)i,”) ds
0 0

Par 1’ utilusation de la propriété (2) et du théoréme de skorokhod [19 page 32],
alors on a :

t t
/a ()\n, s, X;““> dB;““ W o </\, s, XS> dB; en probabilité
0 0

et
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SOLUTIONS DES EDS

t t

/b ()\n, s, X?") ds W /b <)\, s,)ﬁ) ds en probabilite
0 0

et ¢ (Ay) — ¢ (A) puisque ¢ continue en \

n—oo
Ainsi X et Y satisfont la méme équation differéntielle stochastique (2.2) sur
(Q]:" ]5> avec le méme Mouvment Brownien B et la valeur initiale , alors d

"aprés 'unicité forte , on conclue que : Vit X, =Y, P .p.s par |’ integrabilité
uniforme on a :

§ < liminf, ¢ y E [sup;<p | X7 — Xi|?]

~ ~ ~ 2 . N N
<liminfy ¢y E {SUpth ’XZ% — Yy ] = F |:SuPt§T Xy =Y

|

contradiction avec (2.3).

Remarque 2.3.1
Malgré que (2.2) ne posséde pas 1 'unicité forte de la solution pour A # Ag
,de plus leur solutions sont continues par rapport le parametre A en \.

la méme méthode peut appliquer pour voir la convergence de shémas d’ap-
proximation comme le shema d’ Eulere. 'appximation par I’équation [9], et
sous la méthode [7] et 1’ approximation polygonale [12].

2.4 Extension du résultat a I’espace de HOI-
der

Soit @ > 0 on indique par C* ([O, 1] ;]Rd) 1 ’ensemble de fonctions continues
«a — Holder muni de la norme définit par :

1fl, = sup 1f ()] + sup LSO
0stst 0ss<i<t [t — ]
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2.4. EXTENSION DU RESULTAT A L’ESPACE DE HOLDER

D’ apres ([13] pageb3) les solutions de (1) sont « — Holder continues Vo €
[0.5[-

soit X, (resp X™) indique la solution de (1) correspendent de valeur inliale x
(resp z,,) et Y, =X — X,.

Lemme 2.4.1
Vp>1,0>0etVy< p2;p1 alors on a les estimateurs suivantes :
i) sup, E|Y, (t) = Y, (s)|" < c(p) [t — s,

ii) sup,, P (Sups<t Fal)Ynlo)l (5> <c(p,y)6 .

[t—s|”

Preuve. m

i) est conséquence de formule d’ Ito et ii) conséquence simple de lemme
de Garcia - Rodemich - Rusmy ([20] page 49).

Lemme 2.4.2
sous les hypothéses de théoréme 2.2.1 Vo € [0, % [,Vé >0ona:

lim P (|| X, — X, >¢)=0

Preuve.

P (X0 = Xl > 2) = P (supgeey [ X () = X (8)] 4 sup, o, 220200 > )

|t—s|®

< P (supgeycy | X (8) = X (1) > £) + P (sups<t % > %)

|
D’aprés le théoréme 2.2.1 , le premier terme a gauche tend vers 0 si n tend
vers oo.

Soit77>()tellequea+7]<’%et,u>00na:
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[t—s" [t—s[®
Yn —Yn(s g
It
< P (supace PHERER > 5177) 4 2P (subozecs [ X (0= X ()] > §0)

<c (%Min) T 42p (SUPogtgl | X (1) — X (t)] > %,uo‘) )

P (Sups<t Pefel > 5) =r (Supm Pl > 5t — s < u)

+P (supS <t

si on prend p trés petit et d’aprés le téoréme 2.2.1 on arrive a le résultat.

2.5 Unicité forte et approximations succes-

sives

Soient o et b les mémes de théoréme 2.2.1 , et on considére 1 ’équation diffé-
rentielle stochastique (1) ,la suite de les approximations successives associée
de (1) et définit comme le suit :

t ¢

Xp =2+ [o(s,X")dBs+ [b(s,X")ds
0 0

X0=gz

((2.4))

Si les coefficients sont continues lipschitziens alors (X™) converge en moyenne
quadratique vers la solution unique de (1) (voir[11]).

Maintenant si les coefficients sont non Lipschitziens et on a seulement que
I'équation (1) admet solution forte unique, est ce que la suite (X™) converge
vers X7

la réponse est négative dans le cas déteministe ,voir ([4|pp.114,124).

Le but de le théoréme suivant est établir et additionner la condition nécessaire
et suffisante qui assure le convergence des approximations successives.
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2.5. UNICITE FORTE ET APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Théoréme 2.5.1 Soient get b comme le théoréme 2.2.1 , sous | "unicité
forte de l’équation différentielle stochastique (1) ,(X™) converge en moyenne
quadratique vers la solution de (1) si et seulment si X" — X™ converge vers
0.

Lemme 2.5.1

Soit (X™) deéfinit par (2.4) alors :

1. VP >1,sup, F [SUpth ]Xf|2p} < 00,

2. V> 1,VT > 0 il existe un constant C' independant de n telle que Vs < t

B |IX, (6) = X, (5)P7] < Ot = sl

Preuve. m

1. VI'>0,Vn >0 ,0na:

t 2p t 2p
X< G (ol o+ | [o(s. 0 ds| | [ (s x07) a,
0 0

Par ’appliquation de I'inégalité de Holder on a :

[ ()

t

¢
=% {f |b(S7X§1)|2d5} <l |b(S,Xg*1)|2p ds.
0 0

p

t
Jb(s, X1 d
0

Et d’apres Burkholder-Davis-Gundy et 1’ inégalite de Holder on montre 1
‘estimateur suivant :
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SOLUTIONS DES EDS

2p

E

SUPi<

t
[o(s,Xr7)dB,
0

] < LE [(i‘ |a(s,Xg)|2ds>p]
< C,TP'E Kﬂa , X7 2Pd8)}

Alors on obtient :

T
E {sup\XﬂQP} < C4 |a:\2p +C’4E/ (\a!Zp—i- |b]2p) (S,Xf’l) ds
t<T
N 0

Et par I'utilusation du condition de la croissance au plus linéaire on a :

T
E [sup ’th|2p} < (s (1 + ‘l”%) + C5/E [Sup ’XSFP} dt
t<T 0 s<t

telle que les constants C}, depend seulement de T',m, d

si on étire 1 'inégalite precédente on a :

cry, 1y

1 T
+CT + 2 "

E {Sup\XﬂzP} <Cs (1+]2*)
t<T

Alors
supE {sup \X"|2P} <Cs(1+ ’%‘21)) exp (CT)

t<T

2 si on fixé s < t dans [0,7] ,et par 1 utilusation des méme arguments
de le preuve précedent on a :
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E [|Xn (t) — X, (S)Fﬂ < Cet — s|p1] (1 +FE [32}3 \X;}-WZPD du

s

alors par utilusation du résultat précedente on obtient :

B |IX0 (6) = X, (5)P7] < Crlt = sf”
telle que C7 depand de x,p,d,T.

Preuve. (du theoréme 2.5.1) m

On suppose que X" — X™ converge vers 0 et il existe § > 0 telle que :

inf £ [max X7 — Xﬂ >4 ((2.5))

0<t<T

D’apres le lemme 2.5.2 la famille (X™, X" X B) satisfie les conditions i)
et ii) de lemme 2.1.2

Alors par le théoréme selection de Skorokhod,il existe un espace de probabilité
(Q, F , P) et une suite de processus stochastique (X " Z " Y”, E’”) définit sur

~ ~

(Q,]:", P) telle que :

i) les lois de (X", X" X, B) et (X'", Znyn, B’”) sont coincide Vn € N.
ii) il existe une sous suite {n;} telle que (X' nk gnk ynk B”’“) converge vers
<X , 7 , }7, B) uniformément sur tout intervale finie P , D, S.

Mais on sais que X" — X"converge vers 0,alors on peut voir tout sim-
plement que :

Par utilusation de meme arguments du preuve de théoréme (2.2.1) on peut
voir que :
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SOLUTIONS DES EDS

o (s, Y®) dB™* + / b (s, Y*) ds

0

s
=S
Il
8
_l’_
O\w

on prend la limite de k£ tend vers co on obtient :

t t

Xt:x—i—/a (S,Xs) dBS—i—/b(s,Xs) ds

0 0
t t
Yt:$+/a<s,§z>d1§gk+/b<s,}7§>ds
0 0

D’autre terme X et ¥ sont deux solutions de Iequation (1).alors d ’aprés
'unicité forte on a :

0 <liminfye y FE [maxtST ’ka — Xtﬂ liminfy c y & [maXtST ‘XZ”“ - Yt"’“
|

Si on a l'unicité forte, la série > X" — X™ converge si et seulement si X" —
X™ converge vers 0. comme généralisation de la condition de K.Kawabata [14]
.on suppose le suivant :

2
S |
= E |:maXt<T Xt — 5};

contradiction avec (2.5).

condition A)

1. il existe deux fonctions mesurables m et p telle que :
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2.5. UNICITE FORTE ET APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

o (t,x) = o (L)l + [b(t2) = b(ty)" <m(t)p(lr =yl

et m et dans L] .

1. p est une fonction continue ,non décoissent,concave,définit sur R, telle
que :

Théoréme 2.5.2

Si o et b satisfont la condition A),alors les approximations successives converge
en moyenne quadratique vers la solution unique de (1).
Sous la condition A), 'unicité forte est vérifie (voir[22]).

Maintenant il suffit que preuver que X" — X"converge vers 0 en moyenne
quadratique.vers 0.
Soit :
_ +1 2
pn(t)=E [Orggg\X? - X7 ]

par 'utilusation de I’ inégalité de Doob et schwartz on obtient :

¢ ¢
O () < (8+27)E /!a (S,X;H_l) — a(s,X;l)fder/\b (S,X;H_l) — b(s,XS")fds
0 0

puisque p est non décroissant, concave alors :

t

pret 0= (8+20) [ p(e, () m (s)ds
0
Soit la suite W¥,, définie par :

Uy () = u () t

U, (8) = (8+27) {p (U, (s))m(s)ds ,Vt € [0,T]
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SOLUTIONS DES EDS

Par 1'utilisation du lemme dans ([4] page 114-124) voir aussi [14], il est pos-
sible de choisir une fonction u telle que :

1.Vt e [0,T] u(t) > ¢, (t)

2. u(t) > (8+42T) [p(u(s))m(s)ds

O\ﬁ

On peut prouver que ¢, (s) < U, (s) Vn € N et la suite ¥,, est décroissante.
On pose V¥ (t) = lim ¥, (¢), cette convergence est uniforme et U et satisfait
a I’équation :
t
U (t)=(8+2T) /p(\If (s))m(s)ds,Vt € [0,T]
0

la condition A) 2) implique que ¥ = 0 alors lim ¢,, (t) = 0.

Exemples

Quelques exemple de fonctions non lipschtziennes,et satisfont la condition
A2):

*) p(u) = ullog (u)|*, (0 < a < 1).

*x) p(u) = ullog (u)| [log [log (u)[|", (0 < & < 1)

Définissons une autre classe de modules de continuté g (£, ) non nécessaire-
ment décomposé sous la forme [ (t) .m (x) ,(voir [21] [8]).

soit = I'ensemble de fonctions g : ]0,7] x Ry — R, satisfaisant & :
i) g est continue,non décroissent,concave,par rapport a la deuxieme variable.

if) lim g (¢,0) = 0.

t
iii) si F":[0,T] — Rest continue telle que F' (0) = 0,et si F () < [g (s, F (s))ds
0
alors F' = 0 sur [0,7].

Théoréme 2.5.3 Soient o et b deux fonctions continues satisfaisant la condi-
tion de la croissance au plus linéaire (2), aussi on suppose qu’il existe g € =
telle que :
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2.5. UNICITE FORTE ET APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

ot z) — oty +bEtz) - bty <g(t |z —y*)

alors I'unicité forte est vérifie et la suite X" converge vers la solution unique
de (1).

Preuve. m

i) L’unicite forte est conséquence immédiate de la propriété de la fonction

Montrons la convergence des approximations successives,d’aprés théoréme
2.5.1 il suffit de prouver que :

lim E [max | X+ — X;ﬂ =0

n—00 0<s<t

Soit

et
Ar ={t€10,T] : limy,, (t) =0}

Certainement Ar est non vide puisque (0 € Ar), il reste a établir que A est
ouvert et fermé dans [0 7.

1) premiér étape : Ar est fermé.
soit 0 < t; € A ,e > 0 et § < min (t;,¢) ,pour sa il existe t, € Artelle que
t —to < 6.
Certainement Az est un intervale contient 0,(puisque ¢ — ¢, (t) est une
fonction décroissante), il suffit montrer que :

lim £ | max |X'™ —X""| =0.

}2
n—o00 t1—0<s<ty

Par I'inégalité de Doob et la condition de non explosion , il existe ng € N
telle que Vn > nyg :
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SOLUTIONS DES EDS

E| max \X;L“—X:f]§a+12(8+2T)KT(1+H)5

t1—0<s<t1
telle que
H=supF {Sup |th|2] < 00,

t<T
(voir lemme 2.5.1) ce qui montre que t; € Ar.
2) Deuxiéme étape : Ar est ouvert .
Soit to S AT;tO 7é Tet t() 7& 0.

On va preuver qu’il existe r > 0 telle que ty + r € Ar ce qui signifier
dr > 0 telle que :

lim, (t) =0V € [0,ty + 7]
Puisque Ar est un intervalle (et to € Ar) il suffit de voir que :
lim E [max | X+ — Xgﬂ =0
n— o0 to<s<t

I est facile de voir que il existe une suite. (¢,) de nombres réels positifs
décoissante vers 0 telle que :

E {max |X;Hl — Xfﬂ <3e,+ct:Vt<T—t,
to<s<t
telle que c¢ est une constante dépendant seulement de T et z.
Soit :
M =sup{g(t,v): (t,v) € [to,T] x [0,3c0 + 2H]}

in (7T —t 20
r = 1min —
3 (8 +2T) sup (¢, M)

On considére ’équation différentielle ordinaire suivante

w(t) = g1 (t,u(t)) t € [to,to + 7]
(*>{ -
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avec g (t,u (1)) = 3 (8 + 2T) g (t,u (1))
On définit 'approximation de (*) par :
ug (1T) = 30 + 3 (84 2T") sup (¢, M) (T — o)

T

Un+1 (T) =3ep1 + fgl (tv Up (t)) dt
0

On peut montrer que Vn € N, (u, (7)) est une suite positive décroissante,
par 'application du théoréme de convergence monotone et la continuté de
g1,0n obtient :

T T

uw(r) = lim w, (1) = lim 3¢, + Um [ g1 (¢, up—1 (t)) dt = /gl (t,u(t))dt

n—oo n—oo n—oo

0 0
Puisque ¢g; € =,alors :
u (1) =0,Y7 € [to,to+1].
et soit
U, (t)=FE {max | X — X;ﬂ

to<s<t
On remarque que V,, (t) est majoreé par u, (t), Vt € [to, to + r| alors
g, 1 =0,
ce qui implique que
nh_>nolo @, (t) =0,Vt € [to, to + 1]
Ainsi on arrive a le preuve.

On rappelle la condition donnée par S.Nakao, qui assure I'unicité forte, mais
que les approximations successives ne convergent pas.

Soient o et b deux fonctions mesurables bornées & valeurs dans R et o a
variation bornée telle que o > ¢ pour quelque £ > 0.

Le probléme de la convergence des approximations successives reste ouvert
pour une classe importante d’équations différentielles stochastiques.
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Chapitre 3

Quelques applications et
propriétés génériques

3.1 Stabilité de les équations stochastiques
dirigées par des semi-martingales conti-
nues

Dans cette section , on considére une équation différentielle stochastique di-
rigée par semi-martingale continue . On établit le résultat de continuté par
rapport aux processus directeurs sous la condition d’ unicité forte de la so-
lution.

Soient

b:[0,1] x RY — R
o:[0,1] x R? — RIx"

deux fonctions continues et bornées .
On considére ’équation diftérentielle stochastique :

{ 31()?:; (t, X:) dM, + b (t, X;) dA; ((3.1))

telle que A; un est processus adapté continu & variation bornée . M; est une
martingale locale continue. Par la propiété de I'unicité forte si (X, M, A, (Q, F, P) , F)
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3.1. STABILITE DE LES EQUATIONS STOCHASTIQUES
DIRIGEES PAR DES SEMI-MARTINGALES CONTINUES

et (X, M, A, (Q,F,P) ,]:"t> deux solutions faibles de (3.1) telle que (M, A) =
(M,A) P, p, s alors X =X P.p,s.
Soit (M™) une suite de (F;, P) -martingales locales, (A™) une suite de pro-

cessus continus F;—adaptés a variation bornée.
On considére I’ équation suivante :

dXT = o (t, X7) dM? + b (t, X7) dA?
Lo (32)

On suppose que la suite (A, A", M, M"™) satisfait aux conditions suivantes :
(Hy) la famille (A, A™, M, M™) est bornée en probabilité sur C'|0, 1]4 )

(Hy) M™ — M —,,_,» 0 en probabilité sur C'[0,1].

(Hy) Var (A™ — A) =, 0 en probabilité.

Théoréme 3.1.1 Si les conditions Hy, Hy, Hysont satisfaites et I’ unicité
forte est vérifiée alors :

Ve>0 lim P|sup |X{— Xy >¢e| =0

n—oo  [0<t<1
On a besoin des lemmes suivants donnés dans [9].

Lemme 3.1.1

Soit{ f, (t), f (t),t € [0, 1] }une famille de processus continus et soit{c, (¢),c(t),t € [0, 1]}
une famille de processus continus & variation bornée telle que :

lim,, . f, = f en probabilité dans C'[0, 1] .
lim,, . ¢, = ¢ en probabilité dans C'[0, 1].

alors on 4 le résultat suivant :

t t
Ve>0 lim P | sup /fndcn—/fdc >e|l =0
0 0

n—od 0§t§1
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CHAPITRE 3. QUELQUES APPLICATIONS ET PROPRIETES
GENERIQUES

Lemme 3.1.2

On considére la famille de filtrations (F}"), (F;) satisfaisant aux conditions
habituelles. Soit {f, (t), f (t),t € [0,1]} suite de processus continus adap-
tés et {N,, (t),N (t),t € [0,1]} une suite de martingales locale continue par
rapport a (F}'), (F;) respectivement . On suppose que :

lim,, .o f, = f en probabilité dans C'[0, 1] .
lim,, . N, = N en probabilité dans C' [0, 1].

Alors :

n—oo 0<t<1

t t
Ve >0 lim P | sup /fndNn—/de >e| =0
0 0

Preuve. du théoréme 3.1.1 : m

On suppose que la conclusion de notre théoreme et fausse. Alors il existe
e > 0 telle que :

inf P[| X" — X| >¢]>¢

Il est clair que la famille Z™ = (X, X, A", A, M™, M) est tendue dans [C ([O, 1] ;]Rd)] 0

alors :

d’aprés théoréme limite de Skorokod, il existe un espace de probabilité (Q, F , P) et
une suite de processus stochastiques Zn = <X noX" A", A, M n M ”) définit
sur <Q, F, P) vérifiant :

i) loi(Z") zloi<Z”> Vn € N.

ii) il existe une sous suite (Z”k> de (Z”) converge P,p, svers Z = ()/(,X', A, A, M, M) ,dans

[C ([0,1];R?)] ® . soit G7 le o algebre compléte engendrée parZ? (¢ € [0, 1]) ,on
pose .7:"[‘ = Ns<¢GY d’une maniére analogue on va définir la o algebre

(ft,t € [0, 1]) pour le processus limite Z.
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3.2. APPROXIMATION EN CONTROLE STOCHASTIQUE

Donc (Q, .7:", ]-Lt", P) , (Q, .7:", ]:"t, P) sont des bases stochastiques et Mt", ]\;[t”,
(resp My, M, ) sont des F}'(resp F;) martingales locales continues.

Les processus X", X" satisfont aux équations différentielles stochastiques
suivantes :

dX7 = o <t, X;‘) AN+ b (t, )’(gl) dAr
X{f =z
dXr = o <t, Xg) AN+ b (t, Xt”> dAr
' Xg =z
dans(Q,]:", .7:}”, P)
par l'utilisation des lemmes 3.1.1,3.1.2 on peut voir que les limites de pro-
cessus ci-dessus satisfont les équations suivantes :

{ d/Xt =0 (t,Xt> dM; + b (t,Xt) dA, ((3.5))

X():l’

((3.6))

XOII

{c@}zaGg@)M%+h<uXJdA

par utilusation de les hypotheéses (H3) , (Hj) ,il est facile de voir que
M:MetA:AP,p,s.

Donc d’ aprés 1 'unicité forte, X . X sont indistinguables, ce qui contredit

I’hypothese. Alors X™ converge vers la solution unique X.

3.2 Approximation en controle stochastique

Dans cette section, on utilise des idées développées dans la section 2, pour
établir ’approximation du probléme de controle relaxé . Les processus contro-
lées sont solutions des équation différentielles stochastiques d’Ito :

dXy =0 (t, X)) dB: + b (t, X}, ug) dt
(. (7))
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GENERIQUES

u est un processus prévisible prenant ses valeurs dans un espace compact
polonais E.

Le cotit qu’ on va minimiser sur le classe U de processus présivibles prennent

leur valeurs dans E est défini par :

1
I =B | [t Xt w0+ g (D)
0
Un control optimal u*est un prosessus appartenant a U, tel que :

J (w*) =min{J (u);u e U}

D’habitude un controle optimal dans la classe U n’existe pas,sauf sous 1’hy-
pothese de convexité , voir [5].

Pour cela on transforme le probléme initial on I'injectant dans une classe R
de controles relaxés qui possede de bonnes proprietés de compacité.

soit V' I’ensemble de mesures de probabilité sur [0, 1] x E telle que leur pro-
jection sur [0,1] coincide avec mesure de Lebesgue dt . V est muni de la
topologie de la convergence faible de mesures de probabilité.

Définition 3.2.1

Un controéle relaxé ¢ est une variable aléatoire prenant ses valeurs dans I’en-
semble V.

1. Pour tout controle relaxé g on a la décomposition comme suivante :
q(w,dt,da) = dt q(w,t,da), telle que q(w,t,da) est un processus predi-
visible & valeurs dans I’espace des mesures de probabilité sur E.

2. L’ensemble U de controles ordinaires est injecté dans ’ensemble R des
controles relaxés par 'application ¥ : U — R

u — U (u) (dt,da) = dt.6yu (da)

telle que d, est mesure de Dirac en a.
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3.2. APPROXIMATION EN CONTROLE STOCHASTIQUE

Lemme 3.2.1 (chattering lemma)

Soit g un controle relaxé, alors il existe une suite de processus predictable u"™
leur valeurs dans E telle que la suite dt d,nda converge dt q(w,t,da) P.p.s

Preuve. : voir [5] =

Maintenant on définis la dynamique et le cotit assosié au controle relaxé
q€R.

Vg € R ,on note par X9 la solution de :

dX} = o(t, X)dB; + /b(t,th, a)q(t,da)dt
/ (38)
Xg=u

le cott associé a (q, X7) est défini par :

J(q)=F //l(t,Xf,a)q(t,da)dt + g(X7?)

Puisque 'espace V' est compact, pour le preuve voir [5], alors un controle
optimal existe dans le classe R de controles relaxés (méme lorsque le controle
entre dans le coefficient de diffusion o). Sous 'unicité en loi, ce qui établit
que la famille de loi de( dt.d,) (da) , X™) est dense dans I’ensemble de lois
de (dt q(t,da), X?) dans R x C(R_,R?) et :

inf{J (u),u e U} =inf{J (¢),q € R}

On donne maintenant le résultat d’approximation qui est une extension de
théoréme prouvé dans [17] ( telle que les coeficients sont continus lipschit-

ziens) . La nouveauté dans ce résultat est que approximation reste valide
sous des conditions sur o et b assurent 'unité forte.

on suppose les conditions suivants :
b:R, xRYx E — R
oc:R. xR - RIQR".

sont des fonctions continues telles que :

sup (lo (t,z)| + |b(t,xz,a)|) < L(1+|z|),Va € E.

t<1
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Théoréme 3.2.1 soit ¢ un controle relaxé et X9correspondant la solution
de (3.8) .alors si on a lunicité forte de l'equation (3.8) il existe une suite
(u™),en de processus prédictaple leur valeurs dans E.telle que :

1. dt.dyn). (da) converge vers dt.q(t,da), P.p.s.dans V.
2. lim, .o F [SuptSl | X — Xfﬂ =0.

Preuve. : =

1. soit ¢ € R alors d’aprés le lemme 3.2.1 il existe une suite (u™) C U
telle que ¢" = dt.dyn(y). (da) converge vers dt.q (t,da), P.p.s dans V.

2. soit X", (resp X}) les solutions de (3.7),(3.8) associe u™, (resp q) .

on suppose que 2) est fausse, alors il existe § > 0 telle que :

inf £ {Sup X~ X;ﬂ > 6

neN t<1
D’aprés le lemme 2.1.2 et la compacité de V. D’un autre coté la famille
Y™ = (¢",q, X", X9 B) est tendue dans D'espace V? x C?, telle que C
indique I’espace de fonctions continues de [0,1] dans R? muni de la topo-
logie de la convergence uniforme. Alors d’aprés théoréme de Skorokhod il

existe un espace de probabilité (£, F’, P') et une suite de processus (Y'")
= (qlnjvln7X/n,Y/n;Bln) telle que :

i) les lois de Y™ et Y™ sont coincide Vn € N
ii) il éxiste une sous suite Y™ converge vers Y'.P’.p.s dans I'espace V2 x

C3 telle que Y' = (¢/,v', X", Y’ B').
par I'intégrablité uniforme on obtient :

|
—~
—~

a=
~—
~—

d < liminf F {sup ‘XZJ” — Xff]

neN t<1

= lim inf £’ {sup | X" — Y;’”ﬂ =F {sup | X} — Y;’|2]
t<1

neN t<1
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telle que E'l’espérance par rapport a P’

par la propriété i) on peut voir que X'"et Y'"satisfont les équations suivantes :

dX" = o (t, X[")dB" + [b(t, X", a) ¢" (t,da) dt
2 ((3.9))

X =z

et

d}/;m =0 (t, Y;m) dBén + fb (t, Y;’n, a) U/n (t, da) dt
2 ((3.10))

Y=o
si n tend vers oo et par 'utilisation du théoréme selection de Skorokhod ([19]

page 32) ,on peut voir que les processus X'et Y’ satisfont les équations (3.11)
et (3.12) respectivement :

dX; =0 (t,X])dB;+ |b(t,X{,a)q (t,da)dt
{ (¢, X7) é( )q (t,da) (3.11)

Xy==

et

AV =0 (1Y) B+ [b(Y]", a) o (1, da) dt
? (312))

vin—a
on sait par 1) que ¢" — ¢ dans V' P.p.s.,alors la suite (¢", q) converge vers
/

(q,q) dans V2, aussi que loi(¢", q) =loi(¢™,v'") et (¢",v"™) — (¢',v") P’ .p.s
dans V2 alors ¢/ = v'P.p.s.

Alors X'etY” sont deux solutions de meme équation différentielle stochastique
dérigée par le meme Mouvment BrownienB’.donc d’aprés 'unicité forte on a
X' =Y'P'.p.s et ce contraduction avec H.
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3.3 Cas des coeficients non continus

Dans cette section la continuté des coefficionts n’est plus supposée. On sup-
pose que d = r, et o et b vérifient les conditions suivantes :
a) o et b sont deux fonctions bornées et boreéliennes.

b) il existe A > 0 ,telle que V¥ (£, z,¢) € Ry x R x R? :e*0 (t,2) e > A|e|?

Théoréme 3.3.1 on suppose que o (t,z) et b(t,x) satisfont les conditions
a) et b) . Si lunicité forte est vérifie, alors la conclusion de théoréme 2.2.1
reste valide

Preuve. La preuve est similaire & celle du théoréme 2.2.1. La seule difficulté
est de voir que : m

t t
/o (s,X§k> dB™ — o /a (s,)ﬁ) dB,. en probabilité.
0 0

t t

/b (5, X;"“> ds —1—oo /b (s, X5> ds. en probabilité.

0 0
Ve > 0,0n a :
t
limk_,oop[fa(s >dB”’@—fa( )dB ]g
0
limsup,,_, ., P [ S+

(s ) de— Jo (5. 5.) dE > 5

D’aprés le théoréeme limite de Skorokhod| [19] page 32 Jou le lemme 3,de
chapitre 2 en [15], le deuxiéme terme tend vers O.

Soit ¢ (t,2) = 6 % (x/8) * o (t,z) telle que * la convolution dans R et ¢
une fonction indéfiniment différentiable & support dans la boule d’unité telle
que [ (x)dx =1.

[ (o (s5) = (s..)) aie| >
I

limsup,,_,, P [
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on applique les inégalités de Doob et Chebychev on obtient :
t . . . t . .
P (o (s) = (s ) yabe| > 5| < wip | [o (s, 50) = o (%)
0 0
t R R 2 t R R
E {f o (s,X?’f) — 0 (s,X§k> ds] +F [f o° <S,X§k> —0° <3,XS>
16/52 0 . ) 0
+FE lf ol (S,Xs) —0 (S,Xs> ds]
= 16/82 {[1 + [2 + 13}

0
D’aprés la contunité de 0® en x et la convergence de X vers X P.p.s, alors
I tend vers 0 tend vers oo, Vo > 0.

2
ds] <

2
ds]

o
Xi

p
on connais que Vp > 1: sup, F [suptgk ] < +00.

-~
X,

P
alors lim;_ o P [suptgk > M] =0.

On suppose que o’et o possédent des supports compacts [0, 7] x B (0, M)
par 'appliquation de I'inégalité de Krylov ([15],chapitre 2, théoréme 3.4),0n
obtient :

Li+1I3 <N H05 — aHdH v » telle que N ne dépene pasde d et k et ||. ||, s indique
la norme surL*! ([0, 7] x B (0, M)) si ¢ tend vers 0,on obtient le resultat.

t t

Par la méme méthode, on montre la convergence de [ (s, ng) ds vers [b (s, XS) ds.
0 0
ainsi on arrive a la preuve du théoréme.

par utilisation de la méme technique on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2 on suppose o (t,z) et b(t,x,a) satisfont les conditions a)
et b),aussi on suppose que a — b(t,x,a) et continue, si on & l'unicité forte
de ’équation (9),alors le resultat de le théoréme 3.5.1 reste vrai.

3.4 Généricité de ’existence et ’unicité

Comme on a vu dans les sections précédentes, 'unicité forte joue un role
fondamental dans les preuves de plusieures résultats de stabilité . Alors il est
naturel de se poser la question sur I’ensemble de toute les bonnes fonctions
(0,b) pour lesquelles 'unicité forte est vérifie pour 1’équation différentielle
stochastique e (x,0,b) .
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CHAPITRE 3. QUELQUES APPLICATIONS ET PROPRIETES
GENERIQUES

Une propriété P est générique pour une classe F' des équations différentielles
stochastiques, si elle est satisfaite par toute équation dans F' — A, ou A est
un ensemble de premiére catégorie (au sense de Baire) dans F. Les résul-
tats des propriétés génériques pour les équations différentielles ordinaires, on
peut les voir dans Orlicz [18] et aussi [16]. Pour les équations différentielles
stochastiques voir [1],[10]. Dans cette section on va voir que le sous ensemble
des coefficients continus et bornés pour lesquels 'unicité forte est vérifié pour
e (x,0,b) est un ensemble résiduel . Le preuve est basée essentiellement sur le
théoréeme (2.3.1) . De plus nous n’allons pas utiliser la fonction d’oscillation
introduite par Lasota et York dans les équations différentielles ordinaires, et
utilisée dans les équations différentielles stochastiques (voir [10]).

)

on va introduire quelque notations :

M? = {5 ‘R, x Q — R% continue, VT > 0, F {sup &)

t<T

on définit une métrique sur M?par :

° (E [Supogtgn |5% - 5?|2] ) ’
d(g1,e9) = 22’”

1
=1+ (B [suppeien et - <2])

Par 'utilisation de lemme de Borel-Cantelli, il est facile de voir que (M2, d)
est un espace métrique complet.

soit C; I’ensemble de les fonctions continues,bornées b : R, x RY — R

on définit une métrique sur Cycomme le suit :

161 = ol
biby) = 27" o
pl( 1, 2) ; 1+Hb1_b2’|oo,n

telle que
17l = sup  |h(2)]

|CE‘ <n,t<n

Notons que la métrique p,est compatible avec la topologie de la convergence
uniforme sur les sous ensembles compcts de R, x R
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3.4. GENERICITE DE L’EXISTENCE ET L’UNICITE

Soit C5 'ensemble de les fonctions continues, bornées :
o: R, x R — R?® R” muni de la métrique p,.

Il est clair que ’espace R = C1xXC5 muni de la métrique produit est un espace
métrique complet, .

Soit L le sous ensemble de R qui constitue en les fonctions A (,x) qui sont
Lipschitziennes en ses arguments.

Proposition 3.4.1 L est un sous ensemble dense dans R.

Preuve. Par les arguments de troncature et régularisation. m
Le resultat important de cette section et le suivant.

Théoréme 3.4.1

le sous ensemble U de R constitué de (o, b) pour lesquelles I’ unicité forte
est vérifie de e (x,0,b) est un ensemble residuel dans R.

Lemme 3.4.1 V(0,b) € L et Ve >0, il existe § (¢) > 0 telle que pour tout
(o',b') € B((o,b),0)

et toute paire solutions X, Y de e (x,0’,b") (définis sur le méme espace
de probabilité et méme Mouvment Brownien ) on :

d(X,Y) <e.

soit Z l'unique solution forte de e (x, o, b) définit sur le méme espace de
probabilité et méme Mouvment Brownien,alors :

d(X,Y)<d(X,Z)+d(Z,Y) le résultat suit d’aprés la continuité de Z
par rapport aux coefficients, voir(théoréme 2.3.1).

Preuve. de théoréme 3.4.1 : m

on pose & = U B((o,b),0(1/k)),S est Gs sous ensemble dense
k>1 (o,b)eL

dans I’espace de Baire(R, p), pour tout (o,b) € I 'unicité forte de e (x, 0, b) est
vérifie, alors U est un sous ensemble résiduel dans R.

Remarque 3.4.1

M.T.Barlow [2] a démontré que R—S est non vide.
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