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0.1 Introduction

Dans ce mémoire de magister, on s’intéresse & un probléme de controle stochastique,
ou le sytéme est gouverné par une équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

de la forme
dyp =b(t,yy, z),v) dt + =z dW,,

yr = &,
ot b est une fonction donnée, ¢ est la condition terminal et W = (W}),., est un mouve-
ment Brownien de dimension d, défini sur un espace probabilisé filtré (Q, F o (Ft) =0 73)
satisfaisant les conditions habituelles. La variable controle v = (v;), appelée controle
strict (classique), est un processus Fi-adapté a valeurs dans un sous ensemble U de R™.
On note par U la classe de tous les controles stricts.
L’objectif du probléme de controle stochastique est de minimiser une fonction cofit

de la forme
T

J(v) =B {g(yé) +/ h(t,yl, 2, o) dt |
0
o g et h sont des fonctions données et (y7, ;) est la trajectoire du systéme controllée
par v.
Un controle u € U est dit optimal s’il vérifie

J (u) = inf J (v).

veU

Le probléme de controle stochastique des équations rétrogrades et progressive-rétrogrades
a été étudié par plusieurs auteurs. La premiére contribution concerne le controle des sys-
témes progressive-rétrogrades a été dévellopée par Peng [30]. D’autres résultats ont été
obtenus par Xu [34], Wu [33], Shi et Wu [32], Ji et Zhou [22], Bahhlali et Labed [3] et
Bahlali [6].

D’une autre part, le controle des systéemes rétrogrades a été étudié par El-Karoui et
al [14], Dokuchaev et Zhou [9] et Bahlali -

Notre objectif dans ce mémoire est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes



d’optimalités, sous forme de principe du maximum de Pontryagin, pour deux modéles. Le
premier concerne les controles stricts (classiques) qui sont des processus & valeurs dans
un sous ensemble de R™. Le second est ’extension du premier au cas des controles relaxés
et qui sont des processus a valeurs dans I'espace des mesures de probabilités.

Pour obtenir ces résultats, nous procederons comme suit :

Premiérement, on établit les conditions d’optimalité pour les controles stricts. Puisque
I’ensemble des controéles stricts n’est pas convexe, le chemin classique consiste a utiliser
la méthode des perturbations fortes. Plus précisement, si u est un controle strict optimal
et v un controéle strict arbitraire, avec § > 0 assez petit, on définit la perturbation forte
suivante
v siter,T+40],

0 _
Uy =

u; S1 non.

On dérive I’équation variationnelle de ’équation d’état et 1'inégalité variationnelle de
I'inégalité

0<J (W) —J(u).

La majeure difficulté est que I’équation d’état et le cotit intégral dépendent de deux
variables y; et z;. Alors, on ne peut pas obtenir directement 1'inéquation variationnelle,
parcequ’il est difficile de manipuler la variable z;. Pour remédier & cette difficulté, on
introduit une nouvelle méthode qui consisite & transformer le probléme initial en un pro-
bléme sans cotit intégral en ajoutant une équation unidimentionnelle. On établit alors des
conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme restreint et par une transformation
sur le processus adjoint et ’équation associée, on obtient les conditions nécessaires pour
le probléme initial. Pour cloturer cette premiere partie de ce magister, on étudie quand
ces conditions nécessaires seront suffisantes.

La seconde partie de ce mémoire concerne les conditions d’optimalité des controles
relaxés. Dans le probléme relaxé, le controleur choisit & 'instant ¢ une mesure de proba-

bilité ¢; (da) sur Pensemble , plutoét qu'un élément v de U. Le systéme sera gouverné



par 'EDSR
dyg = fU b (ta yg) Zg? CL) qi (da) dt + ngWta
yr = ¢&.

La fonction cotit & minimiser, sur I’ensemble R des controles relaxés, est de la forme

T@=Bls+ [ [ neat o @l

Un controle relaxé p € R est dit optimal s’il vérifie

J (@) = inf T (q).

qeER

Le probléeme de controle relaxé généralise celui des controles stricts. En effet, si
q: (da) = d,, (da) est la mesure de Dirac concentrée en un seul point v;, alors on ob-
tient un probléme de controle strict comme cas particulier de celui des controles relaxés
En utilisant essentiellement le principe variationnel d’Ekeland, on établit un principe
du maximum approché et par passage a la limite, on déduit un principe du maximum

pour les controles relaxés.

Le plan de ce travail est comme suit :

Chapitre 1

Dans ce chapitre introductif et qui nous sera d’une grande utilité pour la suite, on don-
nera une démonstration des principaux résultats de la théorie des équations différentielles
stochastiques progressives et rétrogrades. Nous insisterons sur les résultats d’existence et
d’unicité des solutions de ces différents types d’équations ainsi que sur les techniques de
calcul et d’estimations des solutions.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous établirons les résultats essentiels de ce magister et quel sont
les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les controles stricts, sous forme

de principe du maximum de Pontryagin, pour des systémes gouvernés par des équations



différentielles stochastiques rétrogrades. Nous établirons les résultats, dans le cas ou le
domaine des controles stricts n’est pas convexe, en utilisant une nouvelle méthode qui
consiste & traiter le probléeme sans cotit intégral. Nous donnerons les résultats pour ce
probléme restreint et par une trnasformation adéquate sur le processus adjoint et le
Hamiltonien, nous dérivons les résultats pour le probléme avec cotit intégral.

Chapitre 3

Dans ce chapitre, on généralisera les résultats du deuxiéme chapitre au cas des
controles relaxés qui sont des processus a valeurs mesures. Le principal outil sera le
principe variationnel d’Ekeland. On établira un principe du maximum approché vérifié

par des controles e-optimaux et par passage a la limite, on établira les résultats.

Nous avons besoin par la suite des notations matricielles suivantes. On note par
d

M.«q (R) Pespace des matrices n x d a coefficients reels et par M., (R) 'espace linéaire

des vecteurs de matrices M = (M, ..., My), ou M; € M, (R).
Pour tout M, N € M? (R), L,S € Myxq(R), z,y € R" et z € R on utilise les

notations suivantes :

Ty = Z x;y; € R est le produit scalaire standard dans R",
i=1

d
LS = Z L;S; € R, ou L;et S; sont les i€ collones des matrices L et S,
i=1

d
ML =Y ML; €R",
=1

d
Mzz =5 (M;x) z; € R",
’Lzl
MN =) " M;N; € My, (R),
i=1
d

MLN =Y M;LN; € My (R),

i=1

d
MLz =Y MLz € My (R).

i=1
On note par L* la transposée de la matrice L et M* = (M, ..., M}).



Chapitre 1

Equations différentielles

stochastiques

Les équations différentielles stochastiques constituent une généralisation des équations
différentielles ordinaires. Celles-ci ont été introduites pour la premiére fois en 1946 par
K.Ito pour étudier les trajectoires de processus de diffusion. Cette notion a été traitée de
maniére profonde en relation avec la théorie des semi-martingales. Des applications dans
tous les domaines des sciences de l'ingénieur (filtrage des processus, controle optimal,
mathématiques finangiéres, gestion des stocks etc...) ont été réalisés en utilisant ce genre
d’équations. Les équations différentielles stochastiques constituent un modele de diffusion
en milieu non homogéne. Soit z; la position d’une particule assez petite en suspension
dans un liquide a l'instant ¢. Si on néglige I'inertie de la particule, on peut admettre que
le déplacement de cette derniere est la résultante de deux composantes, d’une part un
déplacement centré dii & la vitesse macroscopique du liquide,d’autre part des fluctuations
provoquées par l'agitation thermique des molécules du liquide.

Soit b(t, z) la vitesse macroscopique du liquide au point z a l'instant . On supposera
que la composante fluctuative dépend du temps, de la position x et de la durée Ut pendant

laquelle est envisagé le déplacement, alors :



Toue — T = b(t, ) .Ut + &, ,, pp-Avec E [{'mt,m] =0.

Si on suppose que &, ., 7, = 0(t,7:).&, y; o o(t,x;) désigne les propriétés du milieu
au point z; et &, 1, Paccroissement en milieu homogene, i.e : &, ;;, = Wiy — Wy avec W,

un mouvement Brownien, alors :

TrrUut — T = b(t, It)Ut + O'(t, It). (Wt—‘rUt - Wt) .

En passant aux différentielles on obtient :

da:'t = b(t, .Tt)dt + U(t, :L‘t).th.

La formulation intégrale nous donne

t t

T =a+ /b(s,xs).ds+/a(s,x3).dWS.

0 0

Comme W = (Wt)te[o 7) st un processus dont les trajectoires sont P ps a variations

t
infinies / o(s,xs).dWs ne peut pas étre considérée comme une intégrale de Lebesgue-
0
Stieljes. Par conséquent cette équation ne peut étre interprétée comme une équation

différentielle ordinaire. Avant de donner la définition de solution & cette équation on
t

doit justifier son écriture et donner un sens aux quantités de la forme / o(s,xs).dW;
0
appelées intégrales stochastiques d’Ito.

1.1 Equations différentielles stochastiques progres-
sives.

Soient :



(Q, F,P,(F:),) un espace probabilisé muni d'une filtration.

T = (xt)te[O,T] un processus stochastique continu & valeurs dans R?

W = (W4),or) un mouvement brownien d-dimensionnel.

b:RIx[0,T] — Réet o : R x[0,7T] — My(R) deux fonctions
Boreliennes.

& une variable aléatoire Fy, mesurable indépendante de W telle que :

E[|§\P] <oo Vp>1

Soit I’équation différentielle stochastique suivante :

dCEt =b (t, .I't) dt +o (t, xt) th

rg =¢§

Soient les conditions suivantes :
1.2) Pleg=¢] =1

1.3) P [/; (16 (s, 25)| + 0% (s,14))ds < 00| =1

t

1.4) =, :£+/t b(s,xs)ds+/ o(s,xs)dWs P ps

Définition 1.10 ’

On dit que [’équation (1.1) admet une solution forte (ou trajectorielle) si pour chaque
espace probabilisé filtré (U, F,(F:),,P), pour tout mouvement brownien W = <Wt)te[0,T]
il existe un processus x = (2t),cpoq) continu tel que les conditions (1.2), (1.3), (1.4)
sotent vérifiées.

Quand on parle de solution au sens fort on sous-entend que ’espace probabilisé filtré
(€, F,P,(F),) et le mouvement brownien W = (W}),c (1) sont déja donnés .

Si de plus F;, = FV alors le processus x est (F;),-adapté et on a F* C F}V.

Définition 1.2

On dit que l’équation (1.1) admet une solution faible (ou en loi) si on peut trouver
un espace probabilisé filtré (0, F,(F;),,P), un mouvement brownien W = (Wt>te[o,T]7 un

processus T = ()i g continu tels que les conditions (1.2), (1.3), (1.4) soient réalisées.



Quand on parle de solution faible, on doit trouver un espace probabilisé filtré (2, F,(F;),,P),
un mouvement brownien W = (W), 1) €t un processus continu @ = (z¢) (o7 -

Donc une solution faible est la collection des objets (Q2, F,P, (F),, W, z).

Dans beaucoup de cas, ou la solution faible existe, on a F; = F;’ et par conséquent W
est un mouvement brownien relativement a (F;),. C’est pourquoi dans le cas des solutions
faibles on a F}V C F¥.

Remarque 1.3

Les solutions faibles ne sont pas mesurables par rapport a FV. Et c’est ce qui
différencie les solutions faibles des solutions fortes.

Définition 1.4

On dit que l’équation (1.1) admet une solution forte unique si pour deux solutions

fortes © = (x4),ci0m € Y = (Yt)yeppry 0N @

73{ sup ]xt—yt\>0}:O

t€[0,T]
C’est o dire :

P{Itzyt,VtG [O,T]}:l

Le principal théoréme qui nous assure ’existence et I'unicité forte d’une solution de
I’équation (1.1) est le suivant :

Théoréme 1.5 (K. Ito)

On suppose que les coefficient b et o sont mesurables et vérifient, il exviste une

constante k > 0 telle que Vx,y € R? on a :

b(t,2) -0t y)|” + o (t,2) -0 (t,y)]* < kle-y[* ((1-5))

b(t,2)]” + o (t,2)]* <k (1+ |2]) ((1-6))

10



Alors Uéquation (1.1) admet une solution forte unique © = (¢),c(0.1) » (F2)-adaptée et

continue avec condition initiale xo = £. De plus cette solution est markovienne et vérifie :

E

sup |xt\p] <M Vp>1,
t€[0,T]

ot M est une constante qui dépend de k, p, T et &

Preuve

i - Unicité : Soient @ = (2¢),c(01) €t Y = (Yt)ycpo,r) deux solutions de 'équation (1.1)
telles que xg=19yo =&

en appliquant inégalité (a + b)> < 2a2 + 2b2 et en utilisant les formules de z; et y,

on obtient :

2

|z — i <2/ s,xs) — b (s,ys)] / (5,75) — 0 (8,ys)] AW
0

0

en passant a ’espérance mathématique on obtient :

E [|CUt — yt|2] S 2F

[ pn s

12 || [ o 6.2 = ()

2]
par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Buckholders-Davis-Gundy on a :

E [|$t yt S 2TE |:/ ’b S, Ts _b(57ys)|2d8:|
+2F {/ lo (s, x5 —a(s,y8)|2ds}
0

En appliquant la condition de Lipschitz (1.5) on obtient :

11



t

L Uxt - ytﬂ < C/E‘xs - ys‘zds
0

ou C' = max(2Tk, 2k)

En appliquant le lemme de Gronwall, il résulte que :

FE Ul’t — yt‘2] =0

En appliquant 'inégalité de Tchebychev on obtient :

E UQ?t - Z/tﬂ

P{la— il > e} < =1

=0;Ve>0

Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0,7] on a :

P{sup|xt—ytl >O} =0

teD

Enfin et puisque les processus = et y sont continus on conclut que :

73{ sup |z — v >0} =0
t€[0,T7]

Ce qui prouve l'unicité forte de la solution.
ii - Existence : On montre ’existence d’une solution forte en utilisant la méthode

des approximations succéssives et pour cela on pose :

t t

=&+ /b(s,x?'l)ds + /a(s,xzf'l)dWs

0 0

t

t
ot — gl = / (b(s,2l) — b(s, 2l ")) ds + / (o(s,z7) —o(s, a2 ")) dW;
0

0

12



En utilisant la méme technique que pour 'unicité on obtient :

t

E [’:Uf“ — x?ﬂ < C’/E [!x” — xg‘lﬂ ds

S

0

ou C' = max(2Tk, 2k)

Par récurrence sur n il résulte que :

2
E “a:?“ —ay ] <

ou M =max (C,E Ua:O]Z])

si on prends p > 1 on aura :

n+p k
el -] <2

kx‘ n—-s00

Eod

=n
Donc (z}) est une suite de Cauchy dans £, (§2) et par conséquent elle est convergente,
notons x; sa limite.

En passant a la limite dans (1.7) on obtient :

t t

mt:§+/b(s,xs)ds+/a(s,xs)dws

0 0

Donc z; est une solution de ’équation (1.1)

iii - Montrons que F | sup |z’| <M Vp>1
te[0,7)

t t

a:t:£+/b(s,x5)ds+/0(s,xs)dWS

0 0

Par I'inégalité (a + b + ¢)? < 3a® + 3b* + 3¢? et en passant aux éspérances on a :

13



E [|$t| | <3E] \€| / S, Ts) / s, xs) AWy

0 0

par les inégalités deCauchy-Schwarz et Buckholder-Davis-Gundy on a :

E[|z)’] <3E[|¢)*] +3TE / s,x5)| ds| +3E / (s,5)
0 0

D’aprés la condition de croissance linéaire (1.6) on a :

t t

E [|z)’] < 3E[|¢)] +3T/<:/E [1+ |z)?] ds+3k/E [1+ |zs[*] ds

0 0

En posant m = max(3,37Tk,3k) on a :

t
E [Jz,|’] <mE [|€]*] + 2m/E [1+ |z,]?] ds
0
En posant ¢ = max(m,2m) on obtient :
t

Eflef] <c(1+E[ef]) + c/E (s|?] ds

0

En appliquant le lemme de Gronwal on obtient :

E [|xt|2} <c(l+E [|§|2D exp(ct) Vte|0,T]

puisque E [|§ﬂ < 0o alors en posant M =c(1+ E [|§|2D exp(cT’) on obtient :

14



E|w] <M Vtel0,T)

Enfin par I'inégalité de Buckholder-Davis-Gundy on a £

sup |z’ < M;¥Vp> 11
t€[0,T]

Remarques :

1) La condition de Lipschitz (1.5) nous assure l’existence et 'unicité de la solution
de I’équation (1.1)

2) La condition de croissance linéaire (1.6) nous assure la non explosion de la solution

et si on n’a pas cette condition, 1’équation (1.1) admettra une solution unique mais

seulement jusqu’au temps d’explosion.

1.2 Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

Le but de ce chapitre est de présenter brievement le résultat d’existence et d’unicité
d’équations différentielles stochastiques rétrogrades dont les coefficients sont globalement
lipshitziens .Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng avec le générateur non linéaire

et une donné terminale de carré intégrable.

1.2.1 Présentation du probléme

On considére sur un espace probabilisé filtré(Q2, F, (F;)i>0, P),une variable aléatoire
¢ mesurable par rapport & Fr , avec T' le temps terminal.

On voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante

_dyt - b(yt)dt ) te [07 T}
yr =¢§

En imposant que, pour tout instant ¢, le processus y; soit adapté par rapport a la
filtration (F3):>0.c’est-a-dire que le processus y; ne dépend pas du futur apres ¢

Prenons 'exemple le plus simple & savoir b = 0.

15



le candidat naturel est iy, = & qui n’est pas adapté si & n’est pas déterministe. La
meilheure aproximation-disons dans L?- adaptée est la martingale y; = E(¢,/F;). Si on
travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement Brownien, le théoréme de représen-
tation des martingales d’It6 permet de construire un processus z de carré intégrable et
adapté tel que
w=B(E/F) =B + [ 2V,

Un calcul élémentaire montre que
T
yt—f—/ zdWs ,  t€[0,T]
t

C’est a dire
—dyt = —thWt

yr =¢§

On voit donc apparaitre sur I’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le
processus z dont le role est de rendre le processus y; adapté.
Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande

généralité, on permet a b de dépendre du processus z ; ’équation devient donc

_dyt = b(t, Y, Zt)dt — thWt ) t e [0, T]

yr =¢§

Notation : On se donne (£2, F,P) un espace de probabilité complet et ¥ un mou-
vement Brownien d-dimensionnel sur cet espace. On notera {F;},la filtration naturelle
du mouvement Brownien W . On travaillera avec deux espaces de processus

Soit S? (Rk) I’espace vectoriel formé des processus ¥, , progressivement mesurable, a

valeurs dans R*, tel que

Iyl =B

sup ’?Jt|2] < o0

te[0,T]

16



et on a aussi S? (Rk) le sous-espace formé par les processus continus.

On notera aussi M? (RkXd) I’espace des processus z progressivement mesurable a

T
el = B [/ Hthz] < o0

ousi z € RF*4 |[z||? = trace (22*) . My (R¥?) désigne 'ensemble des classes d’équiva-

lence de M? (Rk*d)

valeurs dans R¥*¢ tel que

Les espaces S?, 5% M, sont des espaces de Banach pour les normes définies précide-
ment ;nous désignerons B? l'espace de Banach S? (R¥) x M, (RF*9) .

Nous nous donnons maintenant une application aléatoire b définie sur [0, T'] x Q2 x R* x
R**4 3 valeurs dans R” tel que pour tout (y, z) € RF x R¥*? e processus {b (¢, y, 2) b epor
soit progressivement mesurable.

On voudrait résoudre 1’équation différentielles stochastique rétrograde suivante

—dy; = b(t, ys, z¢)dt — zdW, 5 t € [0,T]
yr =¢§

ou sous forme intégrale,

T T
yt:§+/t b(r,yr,zr)dr—/t 2 dW, (1-2)

La fonction b s’appelle le générateur de I’équation différentielle stochastique rétrograde
et ¢ la condition terminale.
Définition 1.6 : Une solution de [’équation différentielle stochastique rétrograde (I.2)
est un couple de processus {(y, zt) }epo ) vérifiant
i).y et z sont progréssivement mesurables & valeurs respectivement dans R*et R*¥*4
it). On a P —p.s .
)+ 1R dr < o

17



iti). On a P —p.s
T T
Yi =€+/ b(r, yr,zr)dr—/ zdW,  te[0,T].
¢ ¢

Remarques 1.7 :
i). les intégrales de l’équation (1.2) étant bien définies.
it). le processus y; est une semi-martingale continue adapté donc en particulier yo

est une quantité déterministe.

Avant de donner le théoréme fondamental du pardoux et Peng d’éxistence et d’unicite

,nous allons montré ,que sous une hypothese sur le générateur b, le processus y appartient

a 52

Proposition 1.8 : Supposons qu’il existe un processus{b;} £>0 positif, appartenant a

M, (R) et deux constantes positives C' et K tels que
V(ty.z) € [0,T] x R* x R |b(t,y,2) | < b+ Clyl + K]|2]].

soit z € My et si {(ys,2:)} est une solution de l'équation différentielle stochastique
rétrograde (I1.2) alors y appartenant o S2.

Preuve : On a pour tout t € [0,7]

t t
Yt = Yo — / b(ra Yr, Zr)dr + / ZrdWT.
0 0

et par suite, utilsant I’hypothese sur b
t

T ¢
Y < |yol +/ (by + K||2z||)dr + sup | | 2z.dW,|+ C/ |y, |dr
0 0

te0,T] 0
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Posons
t

T
E=lwl+ [ G+ Kllzldr+ sup| [ aw,
0 telo,r] /0
Par hypothese, 2z appartient a Ms, le troisiéme terme est de carré intégrable il en est
de méme pour {bt}te[o,T] et yo est déterministe donc de carré intégrable.
Il s’en suit que £ est une variable aléatoire de carré intégrable. Le lemme de Gronwall
fournit 'inégalité

sup |y, |< €T

t€[0,T]

qui montre que y appartient & S2.H

Lemme 1.9 : Soit y € S? (]Rk) et z € M, (RkXd) .donc

t
{/ 25.ysdW, t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.
Preuve : Le résultat se déduit principalement de I'Inégalite de Bulkholder-Davis-

Gundy"(BDG)

r 1
t T 2
E|sup| [ ymdw]| < CE < / |yr|2||zr||2dwr)
te[o,7] Y0 L 0
_ . 1
< CE | sup |y (/ ||zr||2dr)
| t€l0,7] 0
donc, comme ab < “2—2—1—§
¢ T
C C
[ Sup' yr-zrdWr| <-E sup ‘yt|2 + S E |:/ Her2dT}
tefo, 7] J O 2 te[0,T) 2 0

d’ou le résultat.l
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1.2.2 Le cas lipschitzien

Nous allons montrer dans ce paragraphe un premier résultat d’existence et d’uni-
cité.Ce résultat est dit & Pardoux et Peng en 1990 ; C’est le premier résultat d’existence
et d’unicité pour L’équation différentielle stochastique rétrograde dans le cas ot le géné-
rateur est non -linéaire.

Rappelons que b est définie sur [0, 7] x 2 x RF x R¥*4 3 valeurs dans R¥ telle que ,pour
tout (y,z) € RF x R¥? le processus {b(t,y,2)},cor Soit progressivement mesurable.

On considére également ¢ une variable aléatoire Fr mesurable & valeurs dans R¥.

On suppose que
(L) 1 existe une constante K telle que P — p.s,

i). condition de lipscitz en (y, z)pour tout t,v,y, z, 2’
|b(t7 Y, Z) - b(ta y)a Z)’ < K(|y - y| + HZ - ZH)
ii). condition d’intégrabilité
T
E [|§]2 +/ |b(r,0,0)|2dr] < 0o
0

Nous commencons par un cas trés simple, celui ot b ne dépend ni de y ni de z i.e.
on se donne ¢ de carré intégrable et un processus {ft}te[o 7 dans M, (Rk) et on veut

trouver une solution de L’équation différentielle stochastique rétrograde

T T
Y =¢ +/ F.dr — / 2z dW,. tel0,T]
t t

Lemme 1.10 : Soient & € L? (Fr) et {Fi}icom € Mo (R¥) .L’équation différentielle
stochastique rétrograde (2.1) posséde une unique solution (y, z) telle que z € Ms.

Preuve : Supposons dans un premier temps que (y, z) soit une solution vérifiant z
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€ M. si on prend 'espérance conditionnelle sachant F; ,on a nécéssairement
T
yt:E<§+/ Frdr\}"t) :
t

On définit donc y a I'aide de la formule précédente et il reste a trouver z. Remarquont
que ,d’aprés le théoreme de Fubini, comme F' est progréssivement mesurable , fot F.dr
est un processus adapté a la filtration {J:t}te[o 7)en fait dans S? puisque F' est de carré

intégrable .

On a alors, pour tout t € [0 ,T] = ftT FE.dr — ftT 2. dW,..

T t t
y = B <§ + / Frdr\.E) — / F.dr = M, — / F.dr.
0 0 0

M est une martingale Brownienne, donc en peut construit un processus z appartient a

M tel que

t t t
Yt = Mt — / FTd'I". = MO + / ZrdWT — / Frdr
0 0 0

On vérifie facilement que (y, z) ainsi construit est une solution de 1’équation différen-

tielle stochastique rétrograde qui étudiée puisque comme yr = £ on a

t t T T
yu—§ = Mo+/ zrdWr—/ FTdr—(MoJr/ zrdWT—/ F,dr)
0 0 0 0

T T
= / Frdr—/ zrdW,.
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant 2z € M.l
Nous montrons maintenant le théoréme de Pardaux et Peng.

Théoréme 1.11 (Pardoux-Peng) : Sous l'hypothése (L) , L’équation différentielle

stochastique rétrograde (1.2) posséde une unique solution (y, z) telle que z € M.
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Preuve :La preuve consiste a utiliser un argument de point fixe dans ’espace de
Banach B? avec une application p (t) de B? dans lui-méme de sorte que (y, z) € B? est
une solution de L’équation différentielle stochastique rétrograde (1.2) si et seulement si
c’est un point fixe de p.

On définit (y, z) = p(U, V) pour tous (U, V) élément de B? comme étant la solution

de L’équation différentielle stochastique rétrograde

T T
ye =& +/ b(r,U,, V,.)dr — / 2, dW,
t 0

On remarque que cette équation différentielle stochastique rétrograde posséde une unique
solution qui est dans B2.Par conséquent, posons F, = f(r, U,, V,), ce processus appartient

a M, puisque,b étant lipscitz,
[br| < [b(r,0,0)] + KUy + KI[V]|

Remarquons que ces trois derniéres processus sont de carré intégrable, alors (y, z) est une
solution unique telle que z € M

(y,2) appartient a B? l'intégralité de z est obtenue par construction et d’aprés la
proposition (1.8) le processus y appartient a S2.

Soient (U, V) et (U,V’) deux eléments de B2 et (y,z) = p(U,V);(y, 2) = p(U, V)

Notons y =y —y'et 2 =2—2". ilestclair que yp =0 et
dyr = —{b(t, Uy, Vi) — b(t, U3, Vi) } dit + zd W,
2

On applique la formule d’Itd a e**|y;|* pour obtenir

d (eat\th) = aeat|yt|2dt — 2y, Ab(t, U, V) — b(t, Uy, Vi) dt
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Intégrant entre ¢t et T, on obtient

T T
2 + / ||z Pdr = / e (—alyn ! + 250 {b(t, Uy, Vi)
t t

T
—b(t, U},V})}dr—/ 2"y, z.dW,
¢

Et comme b est lipscitz , il vient donc d’aprés la notation u,v de U — U et

V —V’ respectivement

T T
e yl? + / ||z Pdr < / e (—alys + 2Ky, |- Jus]. + 2Ky, . [o]1.) dr
t t

T
— / 2e“"y. 2. dW,..
t

Pour tout £ =0 , on a 2ab < “8—2 + eb? donc

T T 2
2K

ey + / ||z, |[Pdr < / e (—a+ —

t t €

T
+5/ e (Jur|? + llon|I?) dr-
t

T
)|yt|2dr—/ 2e*"y,. 2, dW,
¢

et prenant o = %,on anoté R, = sftT e (|up|® + ||vg||?) dr.

T T
vt € [0,7] e |y, |? +/ e ||z ||*dr < R. — / 2e" Y. 2, dW,.
¢ t

La martingale locale { fot earyr.zrdWT} o] est en réalité une martingale nulle en 0
telo,T

puisque y, 9 appartiennent & S? et z, 2 appartiennent & M, on obtient facilement pour

t=20

T
E V ec”"||zTH2dT} <E[R.].
0
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L’inégalité BDG fournit-avec C' universelle-

E

te[0,T

[ T 3
([ etPlalar)

sup e“t!ytV] < E[R]+ CE

T 3
< E[R]+CE|sup e? |y (/ 6ar||2r||2d7“) ]
0

| te [0,T]

. 2 2
puis, comme ab < 4 + %

E

1
sup e“t|yt|2] < B[R]+ B
te[0,7)

sup e |y, |*
te[0,7

2 T
—|—C—E eo”||zr||2d7“
2
0

Finalement, on obtient

T
E | sup ey |? +/ e ||z||Pdr| < (34 C?).E[R.].
t€[0,7] 0
et par suite
T
E | sup eo‘t|yt|2+/ e ||z |[Pdr| <e(3+C*)(1VT).
t€[0,7] 0

Pour que I'application p (¢) est une contraction stricte de B*> dans lui-méme on prenons
etel quee(3+C?*)(1VT) = 3.

Si on le munit de la norme

N[

(U V)]la =E

T
sup eo‘t]ur\z—i-/ evarH2dr]
0

t€[0,T]

Cette norme est équivalente a la norme usuelle pour « = 0.Finalement en conclut
que lapplication p(t) posséde unique point fixe, ce qui assure I'existence et 1'unicité

d’une solution de I’équation différentielle stochastique rétrogtrade dans 52.H
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1.2.3 Le role de Z

Nous allons voir que le role de z, plus précisement celui du terme ftT z.dW, est de
rendre le processus y adapté.

Proposition 1.12 : Soit (y, 2) la solution de L’équation différentielle stochastique
rétrograde (1.2) et soit T un temps d’arrét magjoré par T.On suppose, outre I’hypothése

(L) que & est F,-mesurable et que b(t,y,z) =0 dés que t > T. alors
Ye="Yirnr et =0 st t>T
Preuve : On a P — p.s
T T
Y =€ +/ b(r, yr, 2. )dr — / 2. dW, t€0,7]
t t
pour t =71 ,comme b(r,y,,2.) =0 dés quet > T

T T
yr = £+/ b(r,yr,zT)d'r’—/ 2. dW,
TT T
— c— | zaw,

11 vient alors

et par suit fTT z.dW, = 0 d’ou l'on tire que

(/TTZTdWT> =B Ujllalﬁdr} ~0

Il s’en suit immédiatement que,si ¢t > 7, y; = y, puisque par hypothese

2
E

t t
yT:yt+/ b(raymzr)dr_/ ZrdWr:yt+0_O
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Ce qui termine la preuve.ll

Notons que dans le cas ou £ et b sont déterministe alors z est nul et y est la solution
de I’équation différentielle

dy, = b(t, y, 0)dt

yr =§
1.2.4 Une estimation a priori

En donnant une premiére estimation sur L’équation différentielle stochastique rétro-
grade, il s’agit en fait d’étudier la dépendance de la solution de L’équation différentielle
stochastique rétrograde par rapport aux données qui sont & et le processus{b (¢, 0, O)]’te[o,T] )

Proposition 1.13 : On suppose que (£,b) vérifie (L)..soit (y,z) la solution de
L’équation différentielle stochastique rétrograde (1.2) telle que z € Ms.alors,il existe

une constante C,, universelle telle que

T
E | sup eﬁt|yt|2—i—/ eﬂt||zt||2dt
0

te[0,7

T

<CE {65T|§|2+/ eﬁt|b(t,0,0)|2dt]
0

avec = (14 K)* + K2

Preuve : On utilise la formule d’Tto & e?t|y;|?

T T
eﬁt\ytl2+/ ||| Pdr = G’BT|€!2+/ e’ (=Blye* + 2y,-b(r, Yy, 2,)) dr
t t

T
- / ZeﬁryrzrdWr
t

Pour tout (t,y,z) avec b est K —lipschitz , on a

2y.b(t,y, 2) < 2[yl.[b(t, 0,0)] + 2K [y|* + 2K [yl.]|=]],
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et donc utilisans le fait que 2ab < €.a® + % pour € =1 puis

&l
2

2.b(t,y, 2) < (1 + 2K + 2K2) |y|* + (b(t,0,0))* +
On prenant =1+ 2K + 2K? on obtient, pour tout ¢ € [0,7]

1 T T
Ml g [P = T+ [ e b 0.0)Pdr
t 0

T
—/ ZBBTyTszWT
t
En obtient ,pour ¢t =10

T T
. { / 65r||zr||2dr] 9E {eﬁw o eﬁr.|b<r,o,o>|2dr]
0

0

L’inégalité de BDG nous donne

E

T
sup eﬂtlytlgl < E[e”lélﬂ / eﬂ’.lb<r,0,0)l2dr}
0

te[0,7)
T 3
( / e2ﬁ’"\yr|2.||zru2dr)

+CE

D’autre part

T 5 [T e T 3
CE ( / ewwyrﬁ.uz«rrﬁdr) < cu|[ s e2|ytr(/ eﬂrnzrrﬁdr)
0 | Jo tefo7] 0
1 B T
< 3B | swp P+ CB [ efalPr
2 | t€0,7] 0
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il vient donc

E

T
sup eﬁt|yt|2] < 9B [eﬂ%m / eﬁr.w(r,o,onzdr]

t[0,T] 0

T
+OR U eﬁr||zr||2.dr}
0

et finalement, on obtient

T
E | sup eﬂt|yt|2—|—/ eﬁT||zr||2dr] <2.(2+0C%).
0

te[0,7)

prenant C, = 2. (2 + C?).Ce qui termine la preuve.l

1.2.5 Equation différentielle stochastique rétrograde linéaire

Dans la fin de ce chapitre nous allons étudier les équations différentielles stochastiques
rétrogrades linéaires et pour cela une équation différentielle stochastique rétrograde est

dite linéaire si elle s’écrit sous la forme

T T
Yy =& +/ (ary,y + brzy + ¢ )dr — / 2z dW,  t€[0,T]
t 0

ot {(a¢, b))} est un processus a valeurs dans R x R? progressivement mesurable et borné
’{Ct}te[() 7 € Mo (R) et & est une variable aléatoire Fr mesurable et de carré intégrable
a valeurs réelles.

La solution de cette équation peut dans ce cas étre écrite sous la forme

T
Vit € [O, T] , Y = Ft_lE (éTt +/ Orl—‘rd’l“/./ft)
t

t 1 [t t
I'; = exp (/ b dW, — —/ ‘bs‘zds —i—/ asds)
0 2 0 0

ou

28



avec [’ solution de ’'EDS

dFt = Ft (a/tdt ‘I— btth) t G]O, T]
FO == 1

Prenant
b(t,y,z) = ary + 2:bs + ¢

D’aprés les propriétes du générateur de L’équation différentielle stochastique rétro-
grade linéaire on peut appliquer le théoréeme de pardoux-peng, donc elle admet une so-
lution unique (y, 2) telle que z € M,y appartient a S2.

La formule d’intégration par parties donne

dl'vyy = ydl'y +Tidyy +d < Ty >y

= —FtCt.dt + FtthWt + Ftytbtth
ce QU.I montre que le processus

t
Ftyt+/ c, I, dr.
0

est une martingale car ¢ € M, et I',y sont dans S?

Par suite

t t
[yyy + / e lydr. =K [Ftyt + / c,,Frdr/]-"t]
0 0

c’est a dire

T
vy =I,'E <§Ft +/ Crrrdr/ﬂ)
t
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Chapitre 2

Conditions d’optimalité pour les

controles stricts

2.1 Formulation du probléme

Soit (Q, F, (.7-})20 , 77) un espace probabilisé filtré sur lequel on définit un mouvement
Brownien d-dimensionnel W = (W;),.,. On assume que (F;) est la P- augmentation de
la filtration naturelle de (W}),-, -

Soit T" un nombre réel strictement positif et U un sous ensemble non vide de R™.

Definition 1 Un contréle admissible est un processus Fi- adapté o valeurs dans U tel
que

E

sup ||’ | < 0.
te[0,7]

On note par U ’ensemble des tous les controles admissibles.

Pour tout v € U, on considére 'EDSR

dyp =b(t,yy, 2z, v) dt + 2z AWy,

yr =&,
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ou

b:[0,7T] x R" x Myxa(R) x U — R",

et & est une variable aléatoire de dimension n, Fpr-mesurable telle que
2

La fonction cotit est définit de ¢/ dans R par

T

J(v)=E [g ) + / Bttt dt]
0

ou

g:R" — R,
h:[0,T] x R" x Myxq (R) x U — R.
Un controle u € U est dit optimal s’il vérifie
J(u) = irelbf{(]@)

Notre but est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, sous la

forme de principe du maximum.

Nous supposons que

Les fonctions b, g et h sont continues en (y, z,v) , leurs dérivées
by, b., gy, hy et h, sont continues en (y,z,v) et uniformément

bornées. b et h sont bornées par C (1 + |y| + |v|) et bornés en z.
Sous ces hypotheses, pour tout v € U, I’équation d’état admet une unique solution
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(F:),~adaptée et la fonction cotit J est bien définit de U dans R.

2.2 Probléme avec coiit restreint

Puisque le cotit h dépend de la variable z;, on ne peut pas traiter le probléme directe-
ment. Pour remédier & cela, on introduit une nouvelle méthode qui consiste & restreindre
le probléme initial en un probléme sans cotit intégral. Pour cela, on considere 'EDSR

unidimentionnelle
dxy = h(t,yf, zf,v) dt + k}dW,
Ty =1,
o kY est une matrice (1 x d), (y7,2) est la solution de I’équation initiale et 7 est une

variable aléatoire unidimentionnelle Fr-mesurable telle que
E |n|* < oc.

L’équation unidimentionnelle admets une unique solution (F;),- adaptée.

On pose

v

~ Yy
Yy = )
v

Ty

et on considére I’équation de dimension (n + 1) suivante

dgt = g(u gt; Et; Ut) dt + EtdWh
_ §

Yyr = )
n

ol la fonction b est définit de 0, 7] x R™ x Mni1)xa (R) x U dans R"** par

~ b(t,y;,z v
b(t7g7tazt7vt) = ( yt ! t) )
h(tvyz)7zz)7vt)

32



et z; est une matrice de dimension (n + 1) X d, donnée par

v v v
211 *12 - R1g

v v v
“21 22 - *2d

v
~ Zt
Zt = =
v
ki 20 ZY zY
nl n2 * nd
v v v
kY kS kd

Puisque b est uniforméments Lipschitzienne en (¥, z;), alors I’équation admet une

unique solution (¥, z;) adaptée a la filtration (F),.

On définit la fonction § de R"*! dans R par

g @) =gy — =,

et la nouvelle fonction cotit de U dans R par

Il est facile de vérifier que

En conséquence, il est suffisant de minimiser le cott restreint Jsur U. Siu €U est

une solution optimale, alors

J (u) = inf J(v).

veU

Avec cette transformation, nous avons réduit le probléme initial en un nouveau pro-

bléme avec colit restreint sans cotit intégral.
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2.2.1 Résultats préliminaires
On suppose que v € U est un controle optimal et on note par (¥, 2;) la solution

associée. On introduit la perturbation forte suivante

v o siter,T+46],
Uy =
Uy sinon,

ou 0 < 7 < T est fixé, 8 > 0 est suffisement petit et v est une variable aléatoire F;-

mesurable a valeurs dans U telle que E [MQ] < 00.
Le controle perturbé u? est admissible et on note par (g}f , %f) la trajectoire associée.

Puisque u est optimal, I'inégalité variationnelle sera obtenue a partir de

Pour cela, on a besoin des lemmes suivants.

lemme: Sous nos hypotheéses, on a

~ 12
sup |7 —m| | < O,
te[0,7

T
E/ 50—z at < c6”.
0

E

preuve: On a

(
[0 (15020 u) = b (50, 5 d) |
(t7 gta gt? U?) _’g(t7 gta zfn ut):| dt
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On pose

et
1~
goe(t,Yt(’,Zf)_/Oby(t,gtJr)\(@f W)z A (E = Z) ) Y dA
lN
b [ BT NG ) 5 G - ) ) 200
0
—|—Z(t ytyztau?) b(t, Y, ze, uy)
alors

dYy? = f (t,Yf, Zf) dt + Z2dW;,
Y2 =0.
Cette équation est une EDSR linéaire a coefficients bornés et avec une condition terminale
Y2 = 0. Alors, en appliquant I'estimation & priori (voir Briand et al [8, Proposition 3.2, Page 7)),

on obtient \

E <CE‘/ ?(t,0,0)|dt

sup |Y‘ +/ ‘Z(" dt

te€[0,T)]

Proof. En remplagant ¢ (¢,0,0) par sa valeur, on aura

T T 2
E sup ‘YG} +/ }Zf}th S CE ’/ ‘b (tagbgt?u?) - b(tagtvztaut) dt
t€[0,T] 0 0
Par la définition de «?, on obtient
9 T 9 T+0 | . 2
E | sup |Y/| +/ |Z¢|" dt| < CE / B (t G 20 0) = B (8 G Zo )|
te[0,T 0 T

2

< CE| sup ‘b (t, Ye, Ze,v) — b (t, Ur, Z¢, Up)
t€[0,7]

T+0
/ dat
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Puisque b est a croissance linéaire en (y,v) et bornée en z, alors b vérifie les mémes

propriétés et on obtient

T
E | sup \Y;9\2+/ 20 at| < ce.
] 0

t€[0,T

Le lemme est prouvé. m

2.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme res-

treint

théoréme: Soit (u,y,Zz) une solution optimale pour le probléme restreint. Alors, il

existe un unique processus adapté
e ([0,7]; R,
solution de I’équation différentielle stochastique progressive

_dﬁt = IA——’;y (tv gta Zﬁ?@? ut) dt + -ﬁz <t7 gta Etuﬁb Ut) th7

Po = 9y (%o)

tel que

ﬁ(t7§t7z7@7ut> = ma[;(ﬁ (tgtuzlf?ﬁtvv) ; a.€, a.s,
ve
ou le Hamiltonien H est défini de [0, 7] x R™ x Mni1)xd (R) x R™™ x U dans R par

fl (t> ?jt, 516717167 Ut) = g(ta ﬂm Zt, Ut)ﬁt-

preuve: Pour la simplicité, on pose

N = (LGN —T) A+ A - 7) ).
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puisque v minimise le cott J sur U, Alors

<E ﬁﬂ%+ﬂ%—%ﬂ@$@®ﬁ

5 ) 3~ 0] + 5 | 3 G+ 58— ) — 3 ] (58— )

IN
&

On remarque que

ﬁO = ay @0) :

0 <E [po (7 — )] +E/1 (95 (B0 + X (55 — W) — 9y Wo)] (o — To) dX.

En appliquant la formule de 1t6 a p; @? — ’yvt), on obtient

E [po / / b (t, e, Zt,Ut)} (gt — gf) prdXdt
+E/(/ ~t%£M@M%—ﬁﬁMMt

—i—E/ [b (t, U, Ze, ug) — b(t yt,zt,ut)] pedt.
0
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Ce qui nous donne

T ~ ~
OSE/ [H(t7§t72§aﬁtvut)_H(t7gtazf7@7ug)i| dt
/O G (@0 + A (@ — 50)) — 5, Go)] G — 77) >
T r1 .
+E / [0y (AY) = By (1,5 5 w) | (G — 3F) Brdat
/ [0 (A7) = b (8,5 2 w) | (3 = 20) dAde

Montrons que

/ / t Ut Ztaut)] (?Jt — ﬂf) prddt < 093/27

et
/ / (A?) =D ( tyt,:z;,ut)] ( — 3F) prdAdt < CO*2,

En effet, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on aura
/ / (AD) — . (¢ yt,zt,u»] (5 — 20) Bt

e ) (o )

Ce qui nous donne

/ / t yta Zt, Ut):| (zt — %f) @d)\dt

) 1/2
<Co ( d/\dt) .

2 (t ytaztaut)} Dt

t yt7zt7ut)] ﬁt
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Par la définition de «?, on obtient

/ / b, (t, yt,zt,ut)} (z — 27) pedAdt
T+60 " 9 1/2
< CQ ( / / ) A'U t yt7 Zta ut) pt:| dAdt) .

Puisque b, est bornée, on aura

/ / (A) =B (050 )| (31 — 52)

<o (/ E |5 dt)l/z.

Puisque p € £2 ([0, T]; R™™) | on déduit

T 1 __ "
B / / 5. (M) ~ B (150 3| (3 22) pudde
0 0
T+60 1/2
< <C / dt) cH = CH>2.

Maintenant, on a

T
0 S E/ [H (tgtvgtaﬁtuut) - H (t7@;727ﬁtuuf):| dt
0

+E/: 5, (o + A (7 — 7)) — 3 (30)] (7 — o)

+ C032.
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En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

T ~ ~
0 S E/ |:H (t7gtazf7@7ut) - H (t7gta27@7ug)i| dt
0
+ (/ E |9y (Jo + X (Yo — o)) — 9y (0)] dA) (EIyo—yo| )
0

+ 0032,

On déduit que

T
0 S E/ |:H (tagtaz‘/?ﬁtaut) - H (tagtazaﬁfvu?)} dt
0

4+ </;E\§y (o + AT — ) — 3 @O)fcu)w

+ OO,
De la définition de u«’, on aura

T+0 o »
0 S E/ [H (tvgtaztaﬁhut) - H (tvgtaztaﬁf:v)] dt

e (/:E\gy (Go+ A (T — 7)) 3, (§0)|2d)\>1/2

+CH32,
En divisant par 6, on obtient
1 s ~
0< EE/ [H (t, Ut Zt, P ug) — H<t7yt72taptuv):| dt

e </E B (o4 A 5~ 7)) 3 () 0 :

+ CHY2,

Puisque g, est continue et bornée, alors en appliquant le théoréme de la convergence

40



dominée, on aura

1/2

im [ (813, (o2 @~ 5) ~ 3 G)l") " ax =o.

6—0 0

En prenant la limite quand 6 — 0, on obtient

1 746 . o . o
0 S élnéEE/ [H (tvyhztaptaut) - H(t7yta zt7ptvv)i| dt

Ceci implique que

0 <B[H (7,57 %,y ur) = H (7,50, 2. 5m,0)]|, dr = ace,

Maintenant, soit a € U un élément deterministe et ' un élément arbitraire de F;, et
on pose

wy =alp + wlag_F.

Il est clair que w est un controle admissible.
Puisque 0 < 7 < T, alors pour tout variable aléatoire v F;-mesurable et & valeurs

dans U telle que E|v|? < 400, on obtient
0 S E [-E[ (taghztaﬁtaut) - ﬁ(t7gt7%;f7@7v) ) dt — a.e,

En appliquant cette inégalité a w, on aura

0 S E[]'F(H (ta gtvzhf)/h ut) - H (ta @/757 ztuﬁta a))]a VF € f-h
ce qui implique

0 S ]E[H (tagtafzvtaﬁtaut) - H<t7gt7zfaﬁt7a) / -E]

La quantité a l'intérieur de ’esperance conditionnelle étant F;-mesurable, donc le
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résultat suit immédiatement. Ceci prouve le théoréeme.

2.3 Conditions d’optimalité pour les controles stricts

A partir des résultats de la section précédente, nous allons reformuler les conditions
nécessaires données au théoréme précédentet établir les conditions d’optimalité pour le

probléme initial.

2.3.1 Conditions nécessaires d’optimalité

théoréme: Conditions nécessaires d’optimalité pour les controles stricts). Soit (u, y*, z*)

une solution optimale pour le probléme initial. Alors, il existe un unique processus adapté
p* € L*([0,T];R"),
solution de l’équation différentielle stochastique progressive suivante

—dp? = Hy <t7 y?a Z?aP?? ut) dt + Hz (ta yf, ZZL?p?a ut) tha

pg = gy (yg)a

tel que

uou U _ U LU U .
H(tayt7zt7ptaut) _Iileau)v(H(tayt>ztapt>v) ; a.e, a.s,

ou le Hamiltonien H est défini de [0,7] x R™ x M,,»q (R) x R" x U dans R par

H(tay7z7p7v) = pb (t7yazav) - h(tvyazav) .

preuve: On pose

Yz
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De le définition de H , D, b et Z, on obtient

H(u@hz&ﬁh“t) - Ht?.yfa 237])?’“15

et de I’équation adjointe associée au probléme restreint, on déduit 1’équation adjointe
associée au probléme initial. Finalement, I'inégalité variationnelle du probléme initial est

déduite directement de celle du probléme restreint.

2.3.2 Conditions suffisantes d’optimalité

théoréme: (Conditions suffisantes d’optimalité pour les contrdles stricts). On sup-
pose que U est convexe et pour tout v € U et pour tout ¢ € [0,7], la fonction g est
convexe et 'application (yq, 2, vi) — H (t, ys, 2, pr, V1) est concave. Alors, u est un op-
timal controle pour le probléme initial s’il vérifie les conditions nécessaires d’optimalité.
preuve: Soit u un controle strict arbitraire (candidat a étre optimal) et (yf, zf*) la

solution associée. Pour tout controle strict v, avec solution associée (y;, z}), on a

J () = J(u) =Elg(y5) — 9 (v5)]

T
+E/ [h(tayfazfavt)_h(tvyga%L?ut)]dt‘
0

Puisque g est convexe, on aura

9 W) —9We) =9y (W) (o — o) -
Alors
J(v) = J (u) > Elg, (v5) (yo — ¥o)]

T
+E/ [h(tayfuzfavt)_h<t7y;tazyg>ut>]dt-
0
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Proof. On remarque que

Po = 9y (o) -

On déduit

J(v) = J (u) = Blpg (v5 — v0)l

T
+ E/ (R (t,ys, 20, ve) — h(t,y), 2 ue)] di.
0

En appliquant la formule de Ito & p} (yf — v;'), on obtient

J (v) = J (u)

T
> / H, (1 gt 2 gt ) (5 — o)+ H (6, 200 ) (28 — 2] dt
0

T
+E/ [H <t7yg7zg7pg7ut) _H(tayz}7zz}7p?>vt)] dt
0

Puisque H est concave en (y, z,u), alors

H(t7yz]azf7pgavt) - H(tayg7zg7pg7ut)
< Hy (t7y;tv'z;u7pg7ut) (yf - yf)

+ Hz (tay;L? Z;L?pgaug (Z;) - Z;J) + H’U (taytu? Ztu?pg7ut> (Ut - ut) .
Ou d’'un maniére équivalente

HU <t7 y};a Z:L,pg; ut) (U/t - vt)
S H(tay?aztuapgaut) - H(@yfﬂf&?,vt)

+Hy (t7ygazgap$7ut) (yf _yg>+Hz <t7yg7zg7pg7ut) (ZZ} _Z;L)
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Alors, on obtient
T
T =) 2B [ H (bl ) (- v)de.
0

On sait que H (t,y}", 2", py,.) est concave, alors —H (t,y', z}', p}', .) est convexe de U
dans R. De plus, U est convexe et —H (t,y}", 2", py', .) est continue, Gateaux-différentiable,
avec différentielle continue, alors en appliquant le principe de "optimisation convexe (voir

Ekeland-Temam [11, prop 2.1, page 35]), on obtient
—H Ly, 2 pifswe) = nf —H (tyis 25 p) o) <= —Hy (8 y's 2, 9 ue) (00 — we) > 0.
Ou d’une maniére équivalente
H(ty', =\ p) w) = max H (toyes 25 o) <= Hy (g, 2 pif s we) (ue — ve) > 0.
Alors, par les conditions nécéssaires d’optimalité, on déduit que
H, (t,y), 2, pi,ug) (ug — vg) > 0.

Ce qui nous donne

Le théoreme est prouvé. m
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Chapitre 3

Conditions d’optimalité en controdle

stochastique relaxé

Le but de ce chapitre est de généraliser le chapitre 2 c’est- a- dire établir une généra-
lisation du principe du maximum en controle optimal stochastique. I'idée serait d’injecter
I’espace des controles ordinaires & dans 'espace des mesures de probabilité sur U ou
U désigne I'ensemble des valeurs prise par le controle ordinaire. Ce nouvel espace appelé
espace des controles relaxés .

Notre objectif dans ce chapitre est d’établir un principe du maximum vérifié par un
controle optimal relaxé. La démonstration est basée sur 'approximation des trajectoires
des controles relaxés par les trajectoires des controles ordinaires et le principe du maxi-
mum approché.

Avant d’établir le principe du maximum relaxé, nous allons donné des hypotheéses et

des définitions nécessaires

3.1 Formulation du probléme et notations

Soient (€2, F, (Ft)i>0, P) un espace probabilis¢ filtré satisfaisant les conditions

usuelles sur lequel on définie, un mouvement Brownien (W;),., ;on suppose que F; =
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o(Ws,0<s<t).
On considére L’EDSR suivant

dye = b (t, ye, 21, ) dt + 2z, dW;
yr =¢
ou b est définie sur [0, T] x R™ x R™*4 x R™ & valeurs dans R™ est une fonction mesurable

et & une variable aléatoire Fp-mesurable.

La fonction cotit a minimiser est donnée par

J(u) =E[g (vo)] +E/0 h(t,ye, 2, ug) dt

ot h(t,ys, 2, u) [0, 7] x R* x R™™4 x R™ — R mesurable et

g (y) R — R mesurable en vy

On suppose que b , h , g sont dérivable en x,y, 2 et a dérivées continues et bornées.
b ,h, sont continues en u.

Remarque 3.1

i) L’équation d’état admet une solution forte unique

T T
Yt = g +/ b(37y87 Zs)ds - / stWs
t t

i1) La fonction cott est bien définie.

Soit V' ’ensemble des mesures de Radon sur [0,7] x U dont la projection sur [0, 7]
coincide avec la mesure de Lebesgue munie de la topologie de la convergence stable des
mesures .

V' est un espace compact métrisable. la convergence stable est préconisée par les
fonctions mesurables bornée h (t,a) telle que pour chaque ¢ € (0,77,

h(t,.) soit continue.

L’espace V' est munit de sa tribu Borelienne ,qui est la plus petit tribu telle que
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application ¢ — [ h(s,a)q(ds,da) soit mesurable pour toute fonction h mesurable

,bornée et continue en a .

Définition 3.2 : Soit P ([0,7] x U) l’ensemble des mesures de probabilité sur [0,T]x
U telle que la projection sur [0,T] coincide avec la mesure de lebesque dt. Un contréle
relaxé q est un variable q(w,dt,da) a valeurs dans V telle que pour chaque t 1yyq
est F,—mesurable

On note par R [’ensemble des contriles relaxés.

Remarque 3.3 : Un contrdle relaxé peut étre désintégré en
q(w,dt,da) = dtq (w,t,da)

ol ¢ (w,t,da) est un processus progressivement mesurable a valeurs dans [’espace

P (U) des mesures de probabilités

Remarque 3.4 : L’ensemble U des contrdles ordinaires peut étre injecté dans

I’ensemble R des contréles relaxés par L’application

Yy el — VU (u)(dt,da) = dt.dyy. (da) € R

ol Oy est la mesure de Dirac de masse u.

L’équation d’état dans le cas des controles relaxés est donné par

dyt = fU b (t7 Y, 2t, @, ) qi (da) dt + thWt

((3-1))
yr =¢§

avec les méme hypothéses sur b .

La fonction cotit a minimiser est donnée par
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J(q):E[g(yo)]+E/0 /Uh(t,yt,zt,a,)qt (da) dt. ((3-2))

avec les mémes hypothéses sur h et ¢ .

Remarque 3.5 : Les hypothéses sur les différents coéfficients définissant I’équation

d’état et la fonction de cott sont les méme avec le chapitre précédent.

On cherche a minimiser la fonction cott J (1) sur ’ensemble R . C’est a dire trouver

un controle g € R telle que

J(@)< J(p) VweER ((3-3))

on note

J(q) = int J ()

HER

La solution de I’équation d’état dans I’espace de controle relaxé est donnée par

T T
Yy =€+ / / b(s,ys, zs,a)qs (da) ds — / 2sdW
t U t
Remarque 3.6 : On pose

b<t7yt>zt7a): /b@,yt,zt,@a)% (da)
U

L’équation précédente donné

dyy = b (t,ys, 2, a) dt + z,dW,
yr =§
et dans ce cas la fonction b qui satisfait les mémes conditions que b et de plus linéaire
en q .

Donc dans ce nouvel model, I’ensemble des valeurs du processus u est remplacé par

49



P (U) l’ensemble des valeurs du processus q; ,ou P (U) est l’espace des mesures de pro-
babilités sur U et b par b et on a Uavantage que P ([0,T] x U) soit conveve et compact

etb linéaire en q.

Remarque 3.7 : Si ¢; = dy) est la mesure de Dirac au point w (t) pour chaque t €

[0,T] alors

/ b(t7yt7ztaa7 ) qt (da) - / b(tayhzhaa ) 5ut (da) - b(t7yta zt7ut)
U U

Dans ce cas on aura un probléeme de contrdle ordinaire par conséquent le probléeme
de controle relaxé généralisé bien le probléme ordinaire dans le sens ou l’ensemble des
contréles ordinaires peut étre considéré comme un sous-ensemble de celui des controdles

relaxés .

3.2 Approximation des trajectoires

Pour établir le principe du maximum dans le cas des controles relaxés on a besoin
d’un résultat d’approximation des trajectoires des controles relaxés par les trajectoires
des controles ordinaires . Pour cela, 1’outil essentiel est un lemme connu sous le nom de

chaterring lemma et qui est donné par :

Lemme 3.8 (Chaterring lemma) : Soit g un contréle relaxé alors il existe une

suite (u™) de contréle ordinaire telle que

dtq (da) = dt 6yn (da) — dtq(da)  faiblement.

n—oo

Pour toute fonction h[0,T] x R x P(U) — R?  continue sur [0,T] x P (U) telle que
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ftT Jo b (t,ys, 26,0, ) g5 (da) - soit linéaire en q on a

T T
lim/ /h(s,ys,zs,a,)qg(da): / /h(s,ys,zs,a,)qs(da) uni f
n t U t U

Démonstration : Voir [18].1

A partir du chaterring lemma, on a I’approximation des trajectoires, donnée par le

théoréme suivant

Lemme 3.9 : Soit (y, z), (y", 2") les trajectoires associées respectivement aux controles

q et ¢" on a alors

T
E[sup |yf—yt|2+/ |zf—zt|2} —0  si n— o0
0<t<T 0

Preuve : Soit (y, z)la solution de L'EDSR suivant

T T
y:§+/ /b(s,ys,zs,a)qS (da)ds—/ 2 dW
¢t Ju

t

et (y", z") la solution de L'EDSR suivant

T T
oy / / b(s,y', 2" ) q" (da) ds — / 2w,
t U t

on pose

/ b(s;yl, 2" a) g (da) = o
U

/ b(87y87 ZS,CL) ds (da) = O
U

donc on applique la fomule d’Tt6 sur (y; — yfﬁ)2 on obtient I’équation suivante
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T T
i — / 2 — 2 Pds = 2 / " — yeldly? — yalds
t t

T
=2/ " — palla? — aulds
t

puis, comme 2ab < a? + b2,

T T T
=l + / 27— 2y ds < / g7 — ya[2ds + / o — y[2ds
t t t

et donc utilisant ’espérance,on obtient

T T T
E(ly; — ] + / 2" — z,%ds) < E(/ [y — ys|2ds + / | — a|?ds)...........
t t t

tel que

af — = | / b(s, g, 27 a) g (da) — / b(s,9ss 26, ) g (da)
U U

en calcul |@™ — a|? et puis revenant a I'inégalité (x), donc

o = =] [ bs.uita)a? (@)~ [ blspeza)g. (da)
U U

.y / s,y 2" a) ¢ (da) — / b (s, yor 70 ) g (da) + / b (s, 9, 20, ) " (da)
U U

U
- / b (57 Yss Zs) (Z) ds (da> |2
U
Si on prend l'inégalité (a + b)* < 242 + 2b2,

" — a2 < 2 / b(s, g, 27 a) g (da) — / b (s, yss 25, 0) ¢ (da) |
U U
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) / b (s, e, 2o, ) g (da) — / b (5, oo 7, @) g5 (da) |2
U U

Donc ,en intégrant de t a7,

T T
/ " — a,[2ds < 2 / | / b(s, 4" 20 a) g (da) — / b (3, s, 26, @) ¢ (dat) [2ds
t t U U

T
2 / | / b(s,ys, 25, 0) ¢ (da) — / b (5, yes 20, @) g (da) [°ds
t U U

T
<2 / | / s,y 27 a) g (da) — / b(s,9er 20, @) g (da) Pds + A,
t U U

ol
T
do= 2 [ ][ bsia) @ o)~ [ blsiyza)a. (do) P
t U U

Par conséquent d’aprés les hypothése sur b on obtient

T T
/ |a?—as|2ds§2c/ o =y 4 |20 — 2+ 20y0 — gl 2l — 2] + A
t t

T T
< 2c/ \ys—ys\mc/ 27— zf?
t t

T T
+2/ = el + 2/ F Y
t t

T T
<2(c+) [lr-wPrziern) [ Rr-aP e
t t

Revenant a l'inégalité (x)

T T
By -yl + / ) <E / " — yel2ds
t t
T T
2+ Bl - uPazern) [ -al )
t t
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T T
§(20+3)E/ |y — ys|Pds + 2 (c + 1)E/ |2" — 2|2 + A
t t

Posons c+1= }1

T T
E(lyy — sl + / |20 — z,%) < KE/ Iy — ys|?ds + A\,
t t

On déduit deux inégalités

T
Bl — ysf? < KE/ W — yelPds + A
t

T T
E/ 27— ) < KE/ 57 — s 2ds + Ao
t t

pour

T
Bl — ysf? < KE/ W — yelPds + A
t

Puisque )\, tends vers 0 quand n tends vers I'infini, alors par le lemme de Gronwall et

I'inégalité de Buckholder Davis Gundy, on a

lim lsup ! —ys|2] =0
n—00 | 0<t<T

De la deuxiéme inégalité, on en déduit

T
limE/ 2" — 2,|?ds = 0
¢

n—oo

Le théoréme est démontrél.

Remarque 3.10 : Si on note (y",z") la solution associée a q" alors (y*,2") doit

satisfait l’équation suivante

dyp = [y b (g = a) g (da) de + 2} dW, ((3-4))

yr =¢&
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C’est o dire

dy = b (t,yr, 2 ul) dt + 2PdW,

yr = ¢
3.3 Principe du Maximum Approché

On remarque dans le chapitre précédent que le controle optimal n’existe pas si on
a ’absence d’hypothese de Fillipov c’est-a-dire ’absence d’hypothese de convexité ;par
contre on s’ait qu’il existe toujour un controéle presque optimal ,et pour cela le principe du
maximum approché est un grand utilité pour démontré le principe du maximum relaxé.La
démonstration sur le principe du maximum approché basé essentiellement sur le principe
variationnel d’Ekland, 1’idée pour applique le théoreme d’Ekland a notre probléme est
de munir I’ensemble des controle admissible &/ d’une distance adéquate qui fera de lui un
espace métrique complet.
La démonstration sur le principe du maximum approché est basé essentiellement sur

le principe variationnel d’Ekland.

Théoréme 3.10 (Principe variationnel d’Ekeland) : On pose un espace metrique
complet (V,d) et une fonction F semi continue inférieurement telle que la fonction F
définie dans V a valeurs dans R et admet aussi une borne inferieure fini.donc ¥ u € V.
avec F (u) < Inf(F)+¢c et VA 0 il existe v eV tel que

i) F(v) < F(u)

i) d(u,v) < A

i) F'(v) < F(w) + 5d (v, w)

Corollaire 3.11 : Soit (V, d) un espace metrique complet et F': V — R une fonction
semi-continue inférieurment admettant une borne inférieure finie, alors V e 2 0, il existe

u® €V tel que

95



1) F(u®) < Inf(F)+e
2) F(u®) < F(u) + ed(u®, u).

Pour appliquer le principe variationnel d’Ekeland, on munit I’espace des controles U

d’une distance adéquate pour en Faire un espace métrique complet. Pour cela, on définit
d(u,v) = P dt{(w,1) € 2% [0,T], u(t,w) # v (t,w)},
ol P ® dt est la mesure produit de P avec la mesure de Lebesgue dt.

Lemme 3.12 :

1) (U,d) est un espace métrique complet.

2) La fonction J est continue de U dans R.
Preuve : Voir [23] .1

Soit maintenant ¢ € R un controéle optimal relaxé et x? sa trajectoire correspondante.
On sait par le chatering lemma et ’approximation des trajectoires, qu’il existe une suite
(u™), de controle ordinaires tels que

dtqi'(da) = dtd,y(da) — dtq, (da) faiblement, P —a.s,

n—:aoo

E

2
sup [y —xg|"| — 0,
te[0,7] n—:00
ou x} est la trajectoire associée aux controles ¢".

De I'optimalité de g, il existe une suite (e,), de nombre positifs, avec lim e, = 0, tel
n—oo

que

J(W",§) = J(q",§) < J(q,§) + én.

Ceci implique que u™ est un controle e, —optimal, donc on peut lui appliquer le prin-
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cipe variationnel d’Ekeland. On obtient
J (") < J (W) +ed (™) ; Yo eU.

De cette inégalité, on peut établir facilement le principe du maximum approché.

Théoréme 3.13 (Principe du maximum approché) : Pour chaque €, 2 0, il existe

une suite de controle ordinaires (u), € U, tel que il existe un processus adapté p" (t)

solution de

dp" (t) = {— (b,)5 (t) p™ (1) + (hy):} dt
+ L = ()5 () P (1) + (R)% (1)} dW; ((3-6))
" (0) = gy (y7)

telle que
H(t,y", 2" v, p") < H(t,y", 2", u",p") + én
ol

H (t7 yn7 Zn? uTL?pn) = pn (t)* b (t7 y”? Zn? un) - h (t7 yn7 Zn? un)

Preuve : On sait précedemment que par le principe variationnel d’Ekeland, on a
J(u") < J(w)+epd(u",v) 5 Yoel,

ou la distance d est définie par

d(u,v) =P@dt{(w,t) € 2 x[0,T], u(t,w) #v(tw)},

ol P ® dt est la mesure produit de P avec la mesure de Lebesgue dt.
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Soit la perturbation fort suivante
v sitefl f+¢gf
ut si t¢ [t t+el
Ce qui nous donne
J(u") < J(uf) +end (0", ul) .
C’est a dire

J(u") = J(ul) < e,d (u",ul)
De la définition de la distance d, on a
A uf) = P @ dt{(t,w) [ u" (t,w) £ o (t,w)}
=Pdt{Bx[t,t+e]}

=P(B) dt[t t+ [t t+¢]]
=P (B)e

Don on aura

d(u®,uj) <e

Ce qui donne

J ™) —J ") <e.e
A partir de cette inégalité, le reste de la démonstration est le méme que le prin-
cipe du maximum en controle optimal stochastique (chapitre 2 théoréme 2) avec une
remplacement de u par u" , finalement on obtient
si €—0 ona

H(t.y), 2 0,0)) < H () 2 uf,p)) + e, (3.1)

Ce qui termine la démonstration.ll
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3.4 Principe du maximum relaxé

Soit ¢ un contréle optimal relaxé et considérons le processus adjoint p, solution de

I’équation différentielle stochastique suivante

dp (t) = { J;; 05 (t,ye, 20, 0) qs (da) p (t) + [, 0% (t, 91, 20, @) qs (da) }dt
+ 25:1{_ Jo U5 (e, 2,a) g (da) p (8) + [, 0% (t, ye, 21, @) s (da) ydW; ((3-7)
p(0) = g, (y°(0))"

Pour établir le principe du maximum relaxé des systémes gouvernés par des équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades, on a besoin d’un lemme d’approximations
du processus adjoint lié au contréle optimal relaxé par des processus adjoints liés aux

controles presque optimaux et qui est dobbé par le lemme suivant

Lemme 3.14 : Soit p™ et p les solutions respectives des équations (3.6) et (3.7),

alors on a

te[0,7

E(sup |pt—pf|2>—>() st n — 00
Preuve : Pour la simplicité des calculs, on pose
_b; (Sv Ys, Zs, (l) qs (da) =y
h; (37 Yss Zss a) qs (da) = By

d
- Z bz (87 Yss Zss (1/) qs (da) = Oy,
=1
d
- Z h: <Svysazs>a) ds (da) = ﬂzl
=1

/[‘]_bgj (Sayga Z?a&) s (da) = OéZ
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/ B (5,90, 20 a) " (da) = B
U
d
——j{jt/nbi(s,y:,z:,a>qs<da> —an
i=1 JU

d
_Z /h;‘(s,y;‘,z?,a)qg(da)—ﬁz
i=1 U

Soit p™ et p les solutions respectives des équations différentielles stochastiques (3.6) et

(3.7), alors p" et p sont données par

P = gy(Y0)" + /0 {ay.ps) + B, }ds + /0 {az,.ps + B, }dW;

t t
PP = gy + / {ap + 5" }ds + / (a2 o7 + 37 W,
0 0

Par la formule d’Itd on a

t
Blp — p? = / El(a” p" + ) — (anps — B.)|2ds
0

t
2 / El(p, — p")d (ps — p7)ds
0

2

t
< Blg, (03) — gy (v0) [* + / El(a? g — aup) + (B — B.)
0

t t
+2 [ Bl — plll(agp + ) +2 [ Bl — 921157 - 5,
0 0

d’aprés les hypothése sur b et h, puisque elles sont borné on a

t
Elps — p"[* < Elg, () — gy (s0) > + C° / EIG" — 3, |%ds
0

t t t
+2K/ Elps — p:|2+/ Elp, — pf:r2+/ E|5" — 8,
0 0 0
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t
<CE(ly" —yl+ |7 — =) + G / B(ly" — y? + " — =[2)ds
0

t t
+@K+¢X/E@f—ﬁfﬁwl/Eﬁﬁ—%P+V?—%Fﬂs
0 0

donc

t
EWk—ﬁmék/EM—pW%+w
0
telle que

t
o= [ B = P 12— s
0

et d’aprés cette lemme on a p" — 0 st n — oo par consequent en utilisant le lemme

de Gronwall on obtient

E[’ps_ p?‘2:| Spnekt

Ce qui nous donne

lim E [|p, — p2[*] =0

Ce qui termine la démonstration.ll

A partir de ce dernier théoréme et I’approximation des trajectoires, on peut facilement

établir et démontrer le principe du maximum relaxé et qui est donné par

Théoréme 3.15 : Soit (q,y) une solution optimal pour notre probléme de contréle
relaxé alors il existe un processus Ay;—adapté solution de l’équation différentielle stochas-
tique (3.7)

Tel que

H (t,ye, 20, s pe) < H (98, 20, G, 00) 5V € P(U)

Ou le Hamiltonien H dans le cas relaxé est défini par
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H(t,y,2,q,p) =p*/

Ub(t,y,z,a) q(da)—/ h(t,y,z, a)q(da)

U

Preuve : On pose

H" = H (ty;, 2wy o) = o 0 (6 20 ) = Bty 27 uf)

Hy = H (t,y, 2, @, 0) = pZ‘/

b(t,yt,zt,a)qt (da)—/ h(t>yt,zta@)Qt (d@)
U

U

Hf:H(t,yf,zf,v,p?) :p?*nb(t,yf,zf,v)—h(t,yt",zf,v)

H, = H (t,ye, 2, b, pt) :p:/ b(t,ye, z,a) p(da) — / h(t,ye, 2, a) p (da)
U U

D’aprés le principe du maximum approché

H(ty 2 0,0)) < H(ty! 20 ), pl) + €,

Pour prouvé le théoréme il faut montré d’abort que

LmE|H" — H,|> =0

LmE|H] — H,|> =0

donc on utilisant la définition de H", H,, H,', H,

u on trouve

E’Hn - HQP = E|H(tayfaztnau?>p?) - H(tayta ZtaQtapt) ’2

= E’p?*nb (t7 y?a Ztnvu?) —h (ta yfa Ztnau?)
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—pi/b(t,yt,zt7a) @ (da)+/h(t,yt,zt,a) q: (da) |?
U U

d’aprés I'inégalité (a + b)? < 2(a® + b?),

BIH" ~ H* < 2Bl b (o)~ (0 [ bty ) (do) P
U

2B (1, 20 o) / Bt o, 2, 0) i (da)
U

<2(A1 4+ A2).

telle que

/\1 = E|p*nb (ta y?a 2?7 u?) - D (t)* / b (ta Yt, %t CL) qt (dCL) |2
U

N = Bl (&, 20 ul) — / B (t o, 2. 0) i (da) |
U

Pour A\; on a

A = Blp™b (t, g 20 ul) — p (8)° / b (L, o, 20, @) s (da) |2
U

= E|p*"b (ta y;l7 Z?, U?) +p*"b (ta Yt, Zt, u?apt) - p:nb (tu Yt, 2ty u?apt)

—p?*/ b(t,ye: 21, @) g; (da) +p?*/ b(t,ye, 21, a) g (da)
U U
i / b(t, yr, 21, @) g} (da)
U

- Elp:" (b (t7y7?7 ZZL,U?) - b (ta Yt, Zt, u?7pt)) + (p? - pt) b (ta Yty %ty u?apt)
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+pf (/ b(t,ys, 2,a) q (da) — / b(t,ys, ze,a) @ (da)) |2
v U

S 3EHpIn (b (t,yf, Z;l?u?) - b(t, Yt, Zt7u?)) |2

-%Mﬁ(/bmwﬁmwﬁu@—/hu4w%@%uw)P
U U

d’aprés le chatering lemma, on obtient

/ b(t,ys, 2, a) qp (da) — / b (t,ys, 21, a) q; (da) st m— o0
U U

par conséquent on conclut que
A — 0 St n — 00

Pour Ay on a

Ao =E|h(t,y, 2 uy) — / h(t, i, 21, a) g (da) [°
U

= E|h <t7y?7 Z?,U?) - h (t,yt, 2ty u?) + h (t7yt7 2ty ’LL?) - / h (t,yt, 2ty GJ) qt (d&) ‘2
U

S QE‘h(tayllvztnau?) - h(tayta Ztau?) ‘2 + 2E| / h(t>yta Ztaa) q;z (da>
U

—/h@%%@%@@P
U

Par "approximation des trajectoires et le lemme de Flemming on obtient

n—oo
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Ce qui nous donne
limE[H" — H,|> =0

Par la méme méthode on obtient. lim, E|H" — H,|* =0
E|Hz7)1 - HH‘2 = E’H <t7y?7 zf?”vp?) - H (t7yt> Zt7/jl7pt) |2
= ’p?*nb@’y?’z?av) - h(t,yf,zt”,v)
o [ btz )~ [ bt ) ()
U U
puisque b , h borné et le lemme (3.2) on a

mE|H! — H,|> =0

Finalement pour n — oo on a

H#SHQ ,VMEP(U)

Le théoréeme est prouvé.ll
Théoréme . Si on suppose que la fonction g est convexe et (y/, zf) — H(t,yi, 2!, pi, @)

est concave, alors i est optimal s’il satisfait les CNOR.

Preuve : Méme démonstration que pour le cas strict.
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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux conditions nécesssaires et suffisantes d’optimalité
en controle stochastique des systémes gouvernés par des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades. Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité seront établis pour
deux modeles. Le premier concerne les controles stricts (Classiques), qui sont des processus
a valeurs dans un sous ensemble de R™. Le second est la généralisation du premier aux cas
des controles relaxés, qui sont des processus & valeurs mesures. Les résultats du cas strict,
seront établis en introduisant une nouvelle méthode qui consiste & traiter le probleme sans
colit intégral et transformer le probléme en un probléme réstreint. Le résultat avec coiit in-
tégral sera déduit du cas restreint pat une transformation adéquate du processus adjoint et
du Hamiltonien. Le cas relaxé sera déduit par passage a la limite en utilisant essentiellement
le principe variationnel d’Ekeland.

Le premier chapitre est consacré a l'introduction des résultats principaux des équations
différentielles stochastiques rétrogrades et spécialment le théoréme d’existence et d’unicité
de Pardoux-Peng.

Dans le deuxiéme chapitre, on traite le probléme des controles stricts et on établit des
conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité.

Le troisiéme chapitre est consacré a la généralisation des résultats du deuxiéme chapitre au

cas des controles relaxés qui sont des processus & vcaleurs mesures. Le principal outil pour
obtenir les résultats est le principe variationnel d’Ekeland..

Mots clés. Equation différentielle stochastique rétrogrades, Controle stricts, Controle re-
laxé, Principe du maximum, Principe variationnel, Processus adjoint.
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