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Résumé

Dans ce mémoire, notre intérét s'est focalisé sur les problémes de contréle
stochastiques ou la dynamique Vvérifie une équation différentielle stochastique de type
It6. Au premier chapitre, nous avons introduit les différents problémes de contréle
stochastique et donné quelques exemples. Au deuxieme chapitre, nous avons étudié
en détails le principe de Bellmann qui donne lieu a I'équation de Hamiton Bellmann
Jacobi. Cette équation ne posséde pas en genéral des solutions régulieres. Nous nous
sommes donc intéressés a la notion de solutions de viscosité introduite par Grandall et
Lions. On montre en particulier que la fonction de valeur est I'unique solution de
viscosité de I'équation d' HIB. Au troisieme chapitre, nous nous sommes intéressés
aux conditions nécessaires d'optimalité de type Pontriagin par des approches de

Haussmann et Kushner.

Mots clés. Equation différentiel stochastique, contrdle stochastique, principe du
maximum, programmation dynamique.
Processus stochastiques et de Contrdle optimal
AMS Subject Classification. Primary 93E20, 60H30. Secondary, 60G44, 49N10.



dlalall Aalaal) (38a3 A€aalnall cpf 400 plall HLEAY) Jiliss aligs Jandl 128
s JSE e A0 sl
Leple ABQY) (any Wphel  JLEAY) Jiluap) o L e 1 g¥) Juadl)
e sSa olali (iliala Aalas s lacls ey ) laly (ulad L a2 ALY Juadl) 3
>0 sl Jal) oa dadll Al o a5 Lasas pliiie Ja JiE Y Aalas 38
Al Aot
Ol s gy 58 U 59 ey 53 0 JSEN (e A0l Ao DU da g 531 gl : YY) Jucall

LGS



Abstract

In this work, our interest was focalized on stochastic control problems where the
dynamic satisfies a stochastic differential equation of the Ito type. In the first chapter,
we have introduced various control problems and gave some exemples. In the second
one, we studied in some detail the Bellmann principe which gives the well known
Hamiton Bellmann Jacobi equation. This equation does not have in general regular
solutions. We have been interested in viscosity solutions introduced by Grandall and
Lions. We show in particular that the value funtion is the unique viscosity solution of
the HJB equation. In the last chapter, we studied the necessary conditions for

optimality of the pontriagin type both by Haussmann and Kushnner approachs.

Key words. Stochastic differential equation, stochastic control, maximum princple,
dynamic programming.

Stochastic Processuss and control problems

AMS Subject Classification. Primary 93E20, 60H30. Secondary 60G44, 49N10.
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0.1 Introduction

On considére des systémes dynamiques évoluant sur un intervalle fini
[0, 7], dirigés par un mouvement Brownien défini sur un espace de probabilité
(Q2, F, P) muni d’une filtration (F)gc;<p-

On appelle controle admissible tout processus o = (at)t€R+ mesurable et
(Ft)ier, -adapté a valeurs dans A. On note U I'ensemble de tous controles
admissibles :

teR,

U= {a 1[0,T] x Q@ — A, a = (a),cp, mesurable et (F) — adapté } .

[’état du systéme est gouverné par une equation différentielle stochastique
d’Ito, de la forme :

dXs =b(s, Xs,a5)ds + 0 (s, Xs,a5) dWs, s€]0,T] (1)
Xo =12, reR"?
ol b et o sont deux fonctions boréliennes.

Le probléme de controle stochastique consiste & optimiser un critére de
performance.

Pour tout controle admissible «, on introduit une fonction de cott J («).
(a) Horizon fini :

T
J(t7$7a> =k, |:/ f<37X87a8) d$+g(XT) ’

pour t < T < oo et X est la solution de equation différentielle stochastique
(1).
(b) Horizon infini :

J(z,0) = E, /6_75f (s, Xy, a5)ds
0

E, : Vespérance par rapport a la loi de probabilité P, du processus (Xj)
solution de (1).

L’objet du controle optimal est de minimiser la fonction de cotut J (ou
de le maximiser §'il s’agit d’'un gain ) sur ensemble de tous les controle
admissibles.



La fonction de valeur associée & ce probléme de controle est définie par :

v(s,z) = éreng(s,x,oz).

La solution X = (X;, s <t <T) de I’équation (1) est appelée réponse au
controle a.

Le couple (X*, o*) est dit optimal si :
v(s,z)=J(s,z,a").

Dans ce mémoire nous nous intéressons a deux approches pour aborder
la résolution des problémes de controle, la premiére approche est le principe
de la programmation dynamique qui est basée sur le fameux principe de
Bellman. L’idée de cette approche est la suivante : si on considére le controle :

A=
af, t+h<s<T,

)

_ {as, t<s<t+h

le principe d’optimalité de Bellman dit que si 'on choit g sur [¢,t + h] de
fagon a minimiser Iexpression J (¢, x, @), on obtient ainsi le controle o op-
timal. En appliquant formellement ce principe, on trouve deux équations
praboliques et elliptiques non linéaire, de la forme :

L’équation de Bellman parabolique dans le cas ot I’horizon est fini :

_% (t,z) +sup[—C* (t,z) — f(a,2)] =0, (t, )€ [0,T]x R"
a€A

L’équation de Bellman elliptique dans le cas ot ’horizon est infini :

pu (x) +sup [-C"v (z) — f(z,a)] =0, x € R",

ach

ou (* désigne l'opérateur différentiel du second odre associée a la diffusion
X

(“w = b(z,a)Vw + 3tr (o (z,a) - 0 (z,a) D2w).

La deuxiéme approche majeure pour aborder les problemes de controéle est
le principe du maximum de Pontriagin, connu aussi sous le nom de conditions
nécessaires d’optimalité. L’idée de cette approche consiste & dire que si un
controle o est optimal parmi tous les controles admissibles, alors en utilisant
I’approche de Lagrange en calcul des variations la dérivée de la fonctionnelle
J(a) par rapport & un certain paramétre de perturbation doit étre négative.
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En gros, ce principe consiste a introduire un processus adjoint solution d’une
certaine équation différentielle rétrograde et d’une inégalité variationnelle. La
premiére contribution importante dans cette direction a été effectuée par Ku-
shner, Bismut, Bensoussan, pour des problémes ot I’ensemble des controles
admissibles est constitué de processus adaptés a une filtration fixée a 'avance
et 'utilisation des solutions trajectorielles de ’équation d’état. La deuxieme
avance notable dans cette théorie est celle développée par Haussmann, ou il
consideére la classe des controles feed-back (processus mesurables par rapport
a la filtration naturelle de I’état du systéme) et emploie les techniques pro-
babilistes telles que la transformation de Guirsanov et les techniques de la
théorie des martingales.

Ce mémoire est constitué de troix chapitres :

Le premier chapitre consiste en une introduction aux probléme de controle.
On définit la notion de fonction valeur et ses propriétés. Aussi, nous décri-
vons de maniére formelle comment le principe de la programmation dyna-
mique permet d’obtenir les relations que doit satisfaire la fonction valeur. En

utilisant le principe de la programmation dynamique, on trouve la forme de
I’équation de Hamilton- Jacobi- Belman. On montre que la fonction valeur
satisfait I’équation de HJB. En particulier, nous étudions les solutions de
viscosité.

Dans le deuxiéme chapitre qui constitue ’essentiel de notre travail, nous
nous sommes intéressés au principe du maximum pour établir des conditions
nécessaires d’optimalité. L’accent sera mis sur l'approche des probabilités
équivalentes et le théoreme de Guirsanov.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude du principe du maximum dans
le cas ou les coefficients sont assez réguliers et les controles admissibles sont
adaptés a une filtration fixée a ’avance. En particulier, on trouve une forme
explicite du processus adjoint.



Chapitre 1

Introduction aux problémes de
contrdle stochastique

1.1 Propriété de la fonction valeur

1.1.1 Introduction

Le probléme de controle stochastique consiste a optimiser un critére de
performance d’'un systéme dynamique vérifiant une équation différentielle
stochastique d’Ito (E.D.S) :

dXt = b(Xt7 Olt)dt +o (Xt7 Oét) th (11)

L’objectif d’un probléme de controle est de minimiser un critére et de
trouver un contréle optimal sur I’ensemble de touts les controles admissibles.
Le cotit est donné sous la forme :

T
J(s,z,a) =F {/ S (&, Xe, on) dt + g(X7) |

ol g est une fonction du cotit final, X est une solution de (1.1).

On appelle controle admissible tout processus a = (at)t€R+ mesurable et
(Ft)er, -adapté a valeurs dans A. On note U I'ensemble de tous controles
admissibles :

U= {a 1[0,T] x Q@ — A, a = (),cp, mesurable et (F),.p, — adapté } .
Aussi « est une application mesurable :

a:Q— F(0,T], A),
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ou F ([0,77,A) désigne ’ensemble des fonctions de [0, 7] vers A.

Pour chaque z € R", s’il existe un controéle qui vérifie :
b

v(z) =1infJ (z,a) = J (z,a"),

ach

il est appelé controle optimal et v est appelée le cotit optimal, la fonction
valeur ou performance optimale.

Ces systémes modélisent les problemes de la vie courante, particuliére-
ment dans des problémes d’économie et de finance.

Les problémes de controles stochastiques optimaux ont été étudiée par
plusieurs auteurs, entre autres, Haussmann [9, 10, 11, 12, 13|, Bensoussan [3, 4],
Kushner [14, 15, 16] et Bismut.[5, 6] .

1.1.2 Position du probléme

Soient (Q, F, (Ft)0, P) espace de probabilité filtré et A un Borélien
de R*.On considére :

L’état du systéme est décrit par I’équation differentielle stochastique contro-
lée c’est a dire I’état du systéme est influencé par un controle :

dXs =b(X;, a5)ds + 0 (X, a5) dWs, s€]0,T].
(1.2)
Xo =2, x € R",

ou W un mouvement brownien d-dimentionnel, ou :

Le cott a minimiser est défini par :
T
B[ fee)ds+g(en)|,
0

dans le cas d’un horizon fini et

B [ | e‘ﬁsf(Xs)dS} 7

dans le cas ol I'horizon est infini.
ou > 0 est un facteur d’actualisation, f et g sont des fonctions dans R.



On définit la fonction de valeur comme suit :

Horizon fini :

acA

v(t2) = inf E [/OTf(XS,as)ds + g(XT)] |

Horizon infini :

v(x) = infE [/Ooo e—BSf(XS,as)ds] :

acA

1.1.3 Principe d’optimalité de la programmation dy-
namique

En appliquant formellement le principe de Bellmann on obtient les équa-
tions de la programmation dynamique.

Théoréme 1-1 :
1) Horizon fini :

Soit (t,x) € [0,7] x R™. Pour tout # temps d’arrét a valeur dans [¢, 7],

on a :

0
— me/f (XP*, a)ds +v (0, X,7) .
0

2) Horizon infini :

Soit x € R™. Pour tout 6 temps d’arrét a valeur dans [0, +oc[, on a :

v(zr) = 1inf £

acA

0
/ P F (X7, a) ds + e (XT)
0

1.1.4 Continuité et propriété de Lipschitz de la fonc-
tion valeur

Lemme 1-1 : (Gronwall)
Soit g une fonction continue telle que pour tout t > 0, on a :

<a—|—ﬁ/ s)ds, avec >0 ,5 >0

Alors :
g(t) < a exp(ft).



Supposons que les fonctions b et ¢ sont Lipschitz en z, uniformément en a
€ A. Définissons alors la constante finie positive 3, :

_—

[(b(z.0)=b(y.0) (@=y)| + Str [(0(@.0) =0 (y.0)) (0 (@.0) =0 (20) ] }
r#y,a€h ‘

lz—yl®

Lemme 1-2 :
1) Il existe C' > 0 ( dépendant de T') telle que pour tout ¢t € [0,7],
set,T],reR", acA:

E}X;’x—xf <C(s—t).
2) Pour tout t >0, s > ¢, z,y e R", a € A :
E|XE" — X0Y| < ePole=t) |z — g
Preuve : 1) On a :
dX, = b(Xs, ag)ds + o(Xs, ag)dW,

ou sous forme intégrale :

X ot [ adu+ [ o(XE ),
+ t

X g = / b(X57, ) du + / o (X", o) AW,
t t

Appliquant Uinégalité (a + b)* < 24 + 202, on a

2
+2

2
‘Xz’”” - x}Q <2

/ b(XE ", ) du
t

/ o( XD " ay)dW,
¢

Par passage a ’espérance et puisque b et ¢ sont bornées, on obtient :

s 2

2E /|b(Xi’x,au}2du+E /U(Xi’x,&u)qu
t

t

E|Xt — |’

IN

< 2C(s—1t),

ou E [(W, — Wt)Q} =2 (s —t) ( voir B.Oksendal [18])
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Donc
E|X' — z|* <20(s —t).

2) Posons Z, = X% — XMV s > t.

On a:
dXs = b(XE", ag)ds + o (X5, ag)dW.

dX, = b(X, ay)ds + o (X0, ) dWW,.
On utilise les formules dX5* et X%, on obtient :
dZy = (b(X3", a5) = b(XSY, ) ds + (0(XE, ;) — 0 (X0, a,)) AW,
Jy=1x — 1.
Par la formule d’It6, on obtient :

2= Zi+ / (0(X5, ar) — 0 (X5, ) (X7 — XE9) | dW,

t

4 / [(B(XE2, ) — DX, @) (X5 — X1 | du

t

1 /
ot (00X ) — 0(XY, 00)) (X7, 00) = o(XLY, ) du ]

En passant aux éspérances et en appliquant 'inégalité (a + b)* < 2a2 + 202,
on obtient :

E |ZS|2 < 2 ‘QIZ' - y‘2 + E( 2 |:/ (b(XZﬂC’ OéU) - b(Xf[y? au)) Zudu+

t
tr (o (Xi7,0,) = 0 (XL, o)) (0 (XE7, 0u) = 0 (X1, ) )du| ).

On a:
b /(U(th[m’ ) — U(ijya CYU)<X73’QE - Xﬁy))qu =0,

t

car c’est une intégrale d’Itd6 donc une martingale.

9



Par définition de f3,, on trouve :

(b(2,0) = by, ) (& = ) + 5t (0 (2,0) = 0 (4, 0) - (0 (2,) = 7 (5,0 )

§60|x_y|2a

d’ou :

/

2 |b(@,a = by, a)) (z —y) +tr(o (z,a) =0 (y,a) - (0 (z,a) — o(y,a))

< 2B, |z — ?/|2 :
Donc :

E|ZJ)* <2z —y|* + E/ 280 | Zu|” du.

t

On pose A (s) = E |Z,|>, on a :

A(s) < \x—y\2+2ﬂo/tsA(a)da.

D’aprés le lemme de Gronwall avec a@ > 0 et § > 0, ou « et § sont des
constantes. Ceci implique que :

A (s) < P00 |z —y|?,

c’est a dire :
E|Z|* < 2Pt |z —y|?,

donc par Cauchy-Schwarz :

E|XE" — XPY| < ePole=t) |z — g

U

On a le résultat de continuité de la fonction valeur par rapport aux va-
riables de temps et d’espace.

Proposition 1-1

1) Horizon fini :

Il existe une constante C' > 0 ( dépendant de 7" ),

10



telle que pour tout s, t € [0,7] et z, y € R™:
1
vt 2) = v(s, I < C [lt=s]* + [z =yl |.

2) Horizon infini :

Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout =, y € R™ :

C]aj—y]% si 0<B<py.
() —v(y)] <
Clr—yl st B> 5,.

Preuve :
1) a) Lipschitz en z : En notant que |inf; a; — inf; b;| < sup, |a; — b;|, on

T
olta) = )] = nfacs 8 [ [0 s + g1

T
— infaes B [/ f(XEY, ay)ds —i—g(X;ly)} ,
t
obtient :

vt z) = v(t, y)|

T

< supacy B [ 1O 00) = FXE 1) [ ds 4 B|g(XE) — (X |

t

Puisque f et g sont Lipschitzs, on a :
T
lu(t,z) —v(t,y)| < ilég {E/t ‘Xir _ Xﬁ;y‘ ds+ F |XtTfL“ _ X%y|} ’
et d’aprés le lemme 1-2, on trouve :
T
lu(t,z) —v(t,y)| < Clx —y| [/t Pl s 4 e’BO(T_t)] ,

donc :
[u(t, ) —v(t,y)| < Clr—y|.

b) Holder 1\ 2 en ¢ : Soit 0 <t < s < T. D’apreés le principe de la program-

11



mation dynamique avec § = s, on a :
v(t,x) = me /f (X057, ) du+ v(s, X57)

En ajoutant et en retranchant le terme v(s, ), on trouve :

vt x) —v(s,z)| =

1nfE/ FXE" o )du + v(s, X07) — (s, )] .

acA
Par suite, on a :
’U(ta l‘) o U(Sa l‘)|
< sup,o, F / FX0, ) [ du+ sup,es B |(0(s, X5) — v(s, z) |.
t
Comme f est borné et d’aprés I'inégalité du 1) a), on obtient :

lu(t,z) —v(s,z)| < C(s—t)+sup B | X" —

ach

)

et d’apreés le lemme 1-2, on a :

N|=

lu(t,z) —v(s,x)| < C(s—t)+C(s—1t)2,

donc pour tout s, t € [0,T], z, y € R", on a :

[SIE

vt z) —v(s,z)| < C(s = 1)?.

2) Puisque :

aEA

e -
v(z) = inf £ / e P F(XT, a)ds|
LJo 1

et

a€cA

oo
v(y) = inf £ / e P F(XY, a,)ds
LJo

On a pour tout 7" > 0 :

+oo
() — v(y)] < sup E / 0 F(XE, a) — F(XY, )] ds,

acA
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donc :

T
W@ﬁ—vwﬂS&m%AE/géﬁﬂﬂX?aJ—fQ%aJI%

+oo
+Supa€AE/ e P F(XT a,) — f(XY, ay) ] ds.
T
Comme f est Lipschitz et bornée, on en déduit d’apres le lemme 1-2. :
T
lv(z) —v(y)| < Clz—yl / ePo=Psgs  Ce AT,
0

* 1% cas : B> S, (8 >0). Alors :
1 — e~ (B-Bo)T
B =B
et faisant tendre 7' vers l'infini, on obtient :
jv(z) —v)| < Cle—yl.

* 20me cas 1 0 < B < By Alors :

o) vl < | Jle=y1+ 0o,

6(5750)21 J— 1
Bo— 5

avec la convention que le terme entre crochet est égale & 1 lorsque 3 = f3,.
On minimise par rapport a 7" & :

|ww—vwﬂscm—m[ ]+ongVT>a

e(ﬁfﬁO)T J— 1

Clx —y| {—60 5 ] + Ce PT,

le minimun étant atteint pour:

gt _ P

e = —
|z —yl

en prenant le signe logaritme, on aura :

T &

Inelol =In ———,
|z =yl

puis on a :
B

n )
|z —y|

BT =1

13



donc :

| 8
= —]1 .
g (%)“u—m

e(ﬁofﬁ)T — 1 eﬁoTefﬁT _ 1

Bo=B)  (Bo—8)

On a aussi :

1
substituant 7" par <—) In L, ona:
|z —y]

Bo
BT _ 1 (72) x L
Bo—8) (Bo — B) ’
puis on a : y
PomT —1 (|xljy|> (|ﬁy|) v
(Bo — B) (Bo — B) 7
donc :
]
8 \%
eGo=OT _ 1 (m) -1
Bo—8) (Bo — ) '
Alors pour :
1 B
T=(=)1
7= (5)m(75)
o=
(2) e(ﬁ—ﬁo)T —1 _ (m’%m) - 17
Bo— 15 Bo— 15
on a :

donc : ,
[v(z) —v(y)| < Clz —yl%.

Si |z —y| > 3, alors comme v est bornée, il existe C' > 0 tel que :
B
v(z) —v(y)| < OB,

donc : ,
lv(x) —v(y)| < Cloz —y|P,

|

14



1.1.5 Exemples

Exemple 1-1 : quand vendre un actif ?
Soit une personne possédant un actif ou une ressourse ( maison, ac-
tion,etc...) qu’elle déside vendre. Le prix de cet actif évolue selon :

dXt = TXtdt + UXtth.

Supposons qu’a la vente de 'actif, il y a un coit fixe de transaction a > 0.
Ainsi, si la personne décide de vendre 'actif a la date t, le bénéfice net de
cette vente sera :

e (X, —a),
ou p > 0 est le facteur d’inflation.

Le probléme est alors de trouver un temps d’arrét qui maximise le bénéfice
net espéré :
sup [e_’"'(XT — a)} ,

et de calculer le profit espéré.

Exemple 1-2 : Probléme du choix de portefeuille de Merton (Horizon
fini ).

On considére un marché financier a deux actifs, I'un sans risque repré-
sentant le compte d’épargne et I'un risqué, typiquement représenté par une
action. Le processus de prix de ’actif sans risque évolue selon :

ds? = rS%dt,
et celui de Dactif risqué :

dSt = ,uStdt + O'Stth.

Ici 7, p et o sont des constantes avec o > 0. Soit un investisseur ou agent
qui investit dans ces deux actifs, avec une proportion de sa richesse 7; dans
I’actif risqué et donc 1 — m; dans I'actif sans risque a la date . Son processus
de richesse évolue selon :

X X
dXt = (1 — 7Tt) S—éng + thtdst.
t t

En substituant dS? par rSYdt, on trouve :
dXt = (7TtXt,lL + (]. — 7Tt) Xtr) dt + WtXtUth.
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Le controle est le processsus 7 & valeur dans R. Le critére économique consiste
a maximiser ’espérance de 1'utilité de la richesse terminale & un horizon fini
T < +o00:
supFE [U (X7)],
K

ou U(x) est une fonction d’utilité, par exemple U(z) = z¥,/p, 0 < p < 1.

1.2 Programmation dynamique et solutions
de viscosité

Dans ce paragraphe, en appliquant formellement le principe de la pro-

gramation dynamique aussi appele le principe de Bellman, on peut montrer

que la fonction de valeur associée a un probléme de controle stochastique a

temps continu satisfait & une EDP non linéaire appelé équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman.

L’état du systéme dynamique est une solution d’une équation différentielle
stochastique du type Ito, de la forme :

{ dXs = b(s, X, a5)ds + o(s, X, a5)dWs, s €]0,T]

X():(L’, x e R™

ou W, désigne un mouvement brownien défini sur un espace de probabilité
(Q,F, P) muni dune filtration (F),,.p. L’ensemble de tous les controle
admissibles est noté U.

On définit la fonction de cofit :

(a) Horizon fini :

J(t,z,0) = E, UtTf(s,Xs,as)derg(XT)} ,

ol z la condition initail et ¢t < T < o0.

(b) Horizon infini :

J(z,a) = E, {/o e f (s, Xs, ay) ds] )

16



1.2.1 Equation d’Hamilton-Jacobi -Bellman

1) Horizon fini :

Soit (t,z) € [0,7] x R™ et un controle o = (o)
considere ’évolution de I’état du systéme :

. a valeur dans A, on

dXs = b(Xs,a5)ds + 0 (Xs, a5) dWs, t<s<T. (1.3)

Soit la fonction de cott :

J(t,x, o) = [/ FXE" a)ds + g( X5 | .

On pose :
v(t,z) =inf J(t, z,, ).
2) Horizon infini :

Soit z € R™, et un controle o = (o), & valeur dans A, on a la fonction
de cott :

“+o0o
Jta)— E [ | e agas
0

On pose :
v(z) =inf J(t,z,,a),

le principe de la programmatrion dynamique appelé aussi principe de
Bellmann est basé sur I'observation fondamentale suivante : Si une trajec-
toire est optimal alors elle est optimal & chaque instant, c’est a dire si on
commence par un autre point on ne peut faire mieux que de suivre la trajec-
toire optimale.

Considérons le controle

_ a,, t<s<t+h
Q= (1.4)
aof, t+h<s<T,

le principe d’optimalité de Bellman dit que si 'on choit g sur [t,t + h] de
fagon & minimiser I'expression J (¢, x, @), on obtient ainsi le controle o op-
timal.

Proposition 1-2 :
1) Horizon fini :

17



La fonction de valeur définie par :

v(t, z) = inf,, El/ FXE a)ds + g(XE5) | (t,x) € [0,T] x R,

vérifie :
2 t,0) 4 sup [0 (1) — ()] = 0, ¥ () € 0,7 R
achA
(Ta 1’) = g(a:), r € R™.

Cette équation est appelée équation de la programmation dynamique ou
I'équation de Hamillton-Jacobi-Bellman (H.J.B).
2) Horizon infini

La fonction de valeur définie par

+o0
v(z) =inf E [/ e P F(XT ay)ds|
@ 0

vérifie :
pu () + supE [-("v () — f(z,a)] =0, Ve e R"™

acA

Cette équation est appelée équation de la programmation dynamique ou
I’équation de Hamillton-Jacobi-Bellman (H.J.B).

Preuve : 1) Horizon fini :

*) En premier, on montre que :
v(t,r) < E U f(XE" a)ds +v(t + h, Xffh)} :
Soit la fonction de cott :

J(t,z,a) U FXE o ds+g(X”)]

On pose :
v(t,xz) =inf J(t, z,, @).

Pour connu le control o, pour s € [t + h,T], on obtient :

v(t+h,x(h)) = J(t+hx(h),a") (1.5)

T
_ E[ X0 0%)ds 1 g(XERTIN\ X — o ()]
+h
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ol a I'instant ¢ + h, I'état du systéme devient z (h) = X,

t+h, X5

Par unicité du flot de 'EDS, X!* = X,
(1.4), on trouve :

b pour s >t + h et d’apres
J(t,z,a) =

t+h T e .
FE |:/ f(ng,Oés)dS +/ f(X§+h Xt+h :)dS) +g(X;+h XtJrh):| '
¢ t+h

D’apres (1.3), on a :

J(t,z,q) [/ FIXE" ag)ds +v(t + h, X7, )},
on obtient :

v(t,z) = 1nfE[/ fIXE" o ds+v(t+hXt )},

donc :
tx<E[/ f(XE o ds—l—v(t+thfh)].

Consideérons le controle constant ag = a € A sur [t,t + h|, on a :

u(t, ) <EU F(XE a ds+v(t+th+h)}. (1.6)

**) On suppose que v € C2([0, T[ x R™), en appliquant la formule d’Tto6 a :
u(t,x) = J(t, z, a),

et en intégrant entre ¢ et ¢ 4+ h, on obtient :

t+h
v(t+h X:fh) = v(t,x) +/ (aat + ¢ U) (s, X") ds

t
+/ Vv (s, X59) o (X5, a) dW,
t
ou (* est 'opérateur défini par :
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!

C"w = b(z,a)V,w + %tr (a (x,a) -0 (z,a) chw) :

Par passage a ’espérance, on a :
| t+h v
Efw(t+h X)) | =vte)+ B [/ (at +¢ v) (s, X2") ds] :
t

d’ou :

ov

otx) = B[v(t+h X)) | B Ut“h (G cmv) (st s
D'apres (1.6), on a
v(t,x) <EU fXE"a ds+v(t+hXttfh)],
donc ;

Elo(t+hX)] —E UM @t e U> (5. X17) ds]

t

<E{/ FXE® a)ds +v (t+ h, X[, )]

par suite :

h
0<EU f(XEa cler/t+ (g?—l—(v)(s,Xﬁ’I)ds].

Divisant par A :

muﬂ%[ (Z+g0(1vr@+ / F(XP* a)d }

En faisant tendre h vers 0, on obtient :

0:< v (t,x) + v (t,z) + f(x,a).

ot
Ceci étant valable pour a € A, on a alors :
ov "
—— (t,z) + sup [—C"v (t,z) — f(x,a)] <O0. (1.7)
ot achA
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D’autre part, on suppose que o un controle optimal. Alors on a :

t+h
vita) =B | [ FXz s oo+ 1K)
t
oul X*est I’état du systéme solution (1.3). Par méme téchnique, on trouve :

ov o .
_E(tax)_ tU(t,l’)—f(.T,Oét):O,

ce qui combiné avec (1.7) prouve que v satisfait a :

_%(tﬂﬂ) -+ sup [_Cav (t,l') — f(l’, a)] = O, V<t,$) c [O’T[ % R™.
acA

A cette équation aux dérivées partielles, il faut ajouter la condition termi-
nale :

v(T,z) = g(x), Yo € R"™.

2) Horizon infini :
*) Nous avons :

“+o0o
v(x)=infE {/0 e_ﬁsf(Xf,ozs)ds] :

acA

D’apres le principe de la programmation dynamique, on a :

h
v(z) = ingE [/ e P (X7 ay)ds + e P (X;f)] :
ae

0

donc :

v(z) < E Ugh e P F(XT, ag)ds + e P (X,f)} :

Considérons le controle constant oy, = a € A, on a :

h
v(r) < E [/ e P F(XT a)ds 4+ e Py (X;f)] : (1.8)
0
**) On suppose que v € C*(R"), en appliquant la formule d’It6 a :

e (X7),
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et en intégrant entre 0 et h, on obtient :

h

e (XF) = v (x) + / e (@) = Ao (X2) s

h
‘l—/ [e*BSVU (Xf)/ o (X%, ag) } dW.,.

0

Prenant I’espérance, on trouve :

Ele M (X})] =v(x)+E { /0 ' e P [ (3) — o (X)) ds} :

d’ou :

v@ = Bl |- B[ [ e o - o cas).

d’apres (1.8), on a :
h
v < B| [ etz as o).
0

par suit :

h

Bleo(xi) |- B| [ ericto ) - potxn)a

0

< [ / o5 F(XZ, a)ds + oo (Xﬁf)] ,

0

donc :
h h
0<FE [/ e P F(XT, a)ds +/ e P (¢ (x) — Bu (XT, a)] ds] :
0 0
En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on obtient :
0 < f(z,a) 4+ ¢"v(z) — pv(x).

Ceci étant valable pour tout a € A, alors :

Bo () + sup [C"0 () — f(w, )] < 0.

ach
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D’autre part, on suppose que a*est un controle optimal. Alors :

h
v(z)=F [/ e P F(XT, af)ds + e P (XT)
0
Par un argument similaire, on trouve :

pu (z) +sup [-C"v (z) — f(z,a) | =0, Vo € R".

a€A

Finalement, on obtient le résultat demandé.[]

1) Horizon fini : L’argument d’optimalité de la programmation dyna-
mique suggere que si 'on peut trouve un controle o*(¢, x), tel que :

sup [—C*v (t,2) = f(z,0) | = ¢ (t,2) = fla, 0" (t,2),

ach

c’est a dire :
a*(t,x) € argmin [—C%v (t,x) + f(z,a)],
a€hA

alors :
ov

el ()] o * _
i v(tx) ~ fla,0(t.)) =0,

et donc :

{ / PO 0 (s, X)ds + (X))

ol X* est une solution de ’équation différentielle stochastique :
dXF=0b(X! a*(s,X}))ds + o0 (X: o (s, X¥)dW,, t<s<T

X =u, r € R"

et a* est un controle optimale feedback.

2) Horizon infini : Si pour tout z, o*(z) est un point de maximum sur A
de

sup [—C"v (z) — f(z,a)], alors {a;(X}),0 <t < T} est un controle opti-
acA
mal feedback, ou :

AX7 = (X}, 0" (X})) + 0 (X7,0*(X7)dW,, 0<t<T.
X =z, x € R".
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Théoréme 1.2 :
1) Horizon fini :

Supposons que la fonction valeur v € CH2([0, T x R™). Alors v satisfait
I’équation de Hamilton -Jacobi-Bellman :

—aa—v (t,z) 4+ sup [—C"v (t,x) — f(z,a)] =0, (t,z)€ [0,T]x R™,
t a€A

ou :
1 /
(v =0b(x,a)V,v+ itr (0 (x,a)0 (x,a) Div) :
2) Horizon infini :

Supposons que la fonction valeur v € C? (R™) . Alors v satisfait ’équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman :

pu (z) +sup [-C (t,z) — f(x,a)] =0, x€R"

a€A

Preuve :

On montre le résultat dans le cas d’un horizon infini :

Puisque v € C*(R"™), on a par la formule de Taylor-Young appliqué 4 la
fonction :

(t,y) = e Mo (y),
au voisinage de (t =0, y = x), Yh > 0.

On trouve :
Mo (X7) = v (x) = Bh () + (Xf — 2) Vo ()
+ 5 D20 () (X5 ) (XG —2) + o(h) + o(|XF — af*).

Posons :

0o (y) = v (@) + (y — ) Vew (2) + 5 D20 (2) (y — 7) (y — ), y € R
Vh > 0, on obtient :

e My (XE) = —Bhv (z) + vo (XF) + o(h) + o(| X} — z[?).
D’aprés le lemme 1-2, on a :
Ele v (X)) — (=Bhv (z) + vo (X}7) | < o(h), (1.8)
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uniformément en o € A.

De plus, en ajoutant et en retranchant le terme f(X7?, ay), on trouve :

b /he_ﬂsf(Xfaas) — [z, 05)ds| =

0

h
E / (e F(XT, o) + F(XT,0) — F(XT ) — £ 00))ds]

0

on a .
h
E \ [ e (00 = feais
0

h h
SE‘/Oe_ﬁsf(Xfaas)_f(XSI,OéS)dS +E/0|f(szaas)_f(x7Oés) |d8,

puisque f est bornée et Lipschitzienne en x, uniformément en a € A, on
obtient :

E '/h e P f (X% a,) — f(z,a,)ds
0

gCEVZ(e—BS—Uds]+CE[/Z\X§—:U\] ds,

h
/0 e F (X7, an) — £, c)ds

C = Constante indépendante de o € A.

donc :

E < Ch® 4 Ch. (1.9)

Or d’apres le principe de la programmation dynamique et 8 = h, on a:

h
v(zr) =inf £ [/ e P F(XT, a)ds + e P (X,?;)] :

a€A 0

D’ou, en utilisant (1.8) et (1.9), on trouve :

v (@) = inf E [/Oh (@, an)ds — Bho (2) + UO(X,";“)} + o(h).

a€ch

Notant que v (z) = vg (x), on a :
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ach

Bhu (z) :me{/f:cOésds—i-vo(X)—vo() + o(h).

Puisque V,vq (y) = Vv (z) + D2v(z) (y — z) et D?vg(y) = D?v(zx), on
appliquant la formule d’It6 & :
UO(XigLC)a
en intégrant entre 0 et h, on trouve :
h

B [vo(XE) — vole) | = E [ [ 6000(Fu ) + D20 0) (X2 — )

0

d’ou :

Bhv (z) zlnfE{/fmozsds—I—b( as) (Vv (z) + D?v (z) (XT — )

acA

+ 3t (D20 (0)7 (X5.0) o (X7.0) d9)] +olh),

/ , . . . 4
Comme b et oo sont bornés et Lipschitz en x, uniformément en a, on a :

’E [ / : b, 00). Vv (x) + %tr (D2u(2)o(z, a,)0 (v, av)) ds

- [ bz ) [Vav(a) + Do) (X~ o) )

1 /
+ étT(O'(Xg, as)o (X, as)DgU(x))ds}

<CE [foh | X7 — x| ds]

uniformément en « € A.

On en déduit que :

h
phu(z) = inég /f(a:,as)dstb(x,as)Vzv(x).
0

!

Lr(D20(0) (s, a0 (@,0.))ds | + ofh)
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Divisant par h :

pu () = érelgE [% /0 fz,as)ds + b(z, as) Vo (x)
(1.10)

+ %ﬂ“ (ng (z) o (v, ) o (z, Ozs)) ds} +o(1),

Finalement, nous vérifions que pour toute fonction ¢, on a :

. Lt .
S1 = infE [E/o o (ay) ds] = ;Ié}fgp (a) := 5.

En effet, soit a € A et oy = a un contréle constant. On a :

1 [h
B3 [ elaras| - o,
0
et donc 51 < ¢ (a),Va € A, d’ou S; < 5. (*)
Soit o € A un controle quelconque. Alors :

plas) = nflp(a)] = 5,

d’otu :
1 [h
—/ ¢ () ds > Sy,
h Jo
et donc :
1 [h
E {—/ (p(as)ds} > Ss,
h Jo
Va € A. on trouve : §; > Ss. (**).

Finalement, d’apres (*) et (**), on obtient S; = Ss.

En faisant tendre h vers zéro dans (1.10), on obtient :
1 /
Bo (@) = inf [ﬂm, )+ b(a, )V, () + Lt (D20 (2) 7 (2,0) 0 (. a))] ,
ac
ou de maniére équivalente :

Bu () + sup [C"0 () — f(a,a)] = 0.

acA
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1.2.2 Application : Probléme de Merton en horizon fini

Un agent investit une proportion 7; de sa richesse dans un actif risqué

et 1 — m; dans un actif sans risque. Son processus de richesse évolue selon
I’EDS :

X X, (1—
ax, = Mg, Xl =) 4o
St St

= Xt (Ftﬂ + (]. - 7Tt) 7') dt + Xtﬂ'tO'th.

Partant d’une richesse initial X; = z > 0 au temps ¢ ’agent veut maxi-
miser ’espérance de 1'utilité de sa richesse terminale a un horizon T > t.
Notons par X»* le processus de richesse partant de x en t. La fonction valeur
du probléme de maximisation est donc :

v (t,z) =supE [U (X5%)] ,(t,z) € [0,T] x R,

TEA

ol A est ’ensemble des processus 7 est F- adaptés et bornés. La fonction
l'utilité U est croissante et concave. Vérifions que v (t,.) est croissante et
concave en x. Soit 0 < x < y et m un processus de controle. Notons 7, =
X — Xy, Alors :

dZs = Zs [(msp + (1 — 75) 7) ds + wgodWs], t € [0,T]
Zt =Y, x Z 0

donc Z,; > 0 ou encore Xﬁ’y > X?m pour tout s > t. Puisque U est croissante,
ona:
U(Xzp") <U(X7")
d’ou :
E[U(X:")] < E[U(Xz")].

et donc v (t,z) < v (t,y).Donc v est croissante.

Soit 0 < 1, xe !, % deux processus de controle et A € [0,1]. Posons
xy = Ax1 + (1 — \) 29, X** le processus de richesse partant de zjet controlé
par m, X%%2 le processus de richesse partant de x5 et controlé par 2. Posons :

A AXbrigl 4 (1 — \) Xboeg?
° AXD™ 4 (1= N Xb™

™
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alors d’apres la structure linéaire de ’évolution de I’équation de la richesse,

le processus :
XA = AX0 4 (1= N) XP72,

est gouverné par :

dX} = X2 (mdp+ (1= 7)) 7) ds + X} mdodW,
Xg‘ = T)-

Ceci prouve que AX "1 4 (1 — \) X""2est un processus de richesse partant de

x) en t et controlé par 7.

D’aprés la concavité de la fonction U, on a :
U (AXE™ + (1= A) X5"2) > AU (XE™) + (1 -\ U (X57),
d’ou :
v(Az1 4+ (1= N z2) 2 AE[U (Xz™)] + (1 =N E[U (X3™)],

et ceci pour tout 7!, 72. On en déduit que :

v Az + (1= A)z2) > M(z) + (1 — AN v(xs),
donc v est concave.

L’équation de Bellman associée a ce probléme de contréle stochastique
est :

8_w +sup [("w (t,z)] =0, (1.11)
at TeR

ou :
. - ow 1, 5 ,0%w
Cw(t,J})—ZL‘(W[L+(1—7T)T)%+§ZE7T0'w.

Puisque w est croissante et concave, on cherche une solution de (1.11) tel
que :

8_w
ox
et
0w

>0
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Un candidat pour le maximum de :

sup [("w (¢, 7)],

obtenu par les conditions du premier ordre est

T (t, ) = g (1.12)
021'@ (t, .CE)
Substituant (1.12) dans (1.11), on obtient 'EDP non linéaire :
(n—1)° (a_w>2
ow ow Ox
E + T:U% — ) QaQ_w = 0, (t,l’) S [O,T[ X R+ (113)
7 o

w(T,z)=U(x), z e Ry.

Le probléme (1.13) n’a en général pas de solution explicite pour une fonction
d’utilité U quelconque. Cependant, dans le cas particulier d’une fonction
puissance :

U(z)=2P,0<p<1,

on peut résoudre explicitement ce probléme. Cherchons une solution de la
forme :

w(t,z) =¢(t) «P.
Substituant dans (1.13), on obtient que ¢ satisfait :

/ (u—7)"p
¢ (t) + (7']9"‘ m) o(t) =0
¢(T)=1.

On obtient alors ¢ (t) = exp (A (T —t)) avec :

202 1—p

Ainsi, une solution de (1.13) est :

w(t,x) =exp AN (T —t)] =P, (t,x) € [0.T] x R,.
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1.3 Solution de viscosité

1.3.1 Notion de solutions de viscosité

Suivant le type de probléme a horizon fini ou infini, on a :

(a) L’équation de Bellman parabolique :

_88—1: (t,x) + ilelg [—C"w (t,xz) — f(a,2)] =0, (t,x) € [0,T[xR" (¥

(b) L’équation de Bellman elliptique :
pw (x) + sup [-C"w (z) — f (z,a)] = 0z € R", (**)
ach

ou l'opérateur différentiel du second odre (* étant défini par :
1 /
C“v=">0b(z,a) Vv + Etr (0 (z,a)0 (z,a) Div) :

Définition 1-1 :
(1) Horizon fini. Soit w € C°([0,7],R"™).

(i) On dit que w est une sursolution de viscosité de (*) si pour toute
fonction ¢ € C?([0,7] x R"), on a :

oo - -
— 50 (17) + sup ¢ (1.7) - f (7.0)] >0,
acA

en tout point (£,7) € [0, 7 x R" minimum global de w — ¢ sur [0, 7] x R™.

(ii) On dit que w est une sous-solution de viscosité de (*) si pour toute
fonction ¢ € C+([0,T] x R™), on a :

Ip - _ a (T =\ _ (e
~ (t.7) + sup (¢ (,7) — f(T,a)] <0,
en tout point (f, E) € [0, T x R", maximum global de w — ¢ sur [0, 7] x R".

(iii) On dit que w est une solution de viscosite de (*) si w est a la fois
sursolution et soussolution de viscosité de (*).

(2) Horizon infini. Soit w C C°(R"). On dit w est une sursolution
resp.soussolution) de viscosité de (**) si pour toute fouction ¢ € C? (R"),
¥
ona:

pw (T) +sup [-C*¢ (7) — f (T,a)] 20,  (resp < 0)

acA
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en tout T € R™ minimum (resp.maximum) global de w — ¢ sur R™.

On dit que w est une solution de viscosité de (**) si w est a la fois
sursolution et soussolution de viscosité de (**).

On montre que la notion de solution de viscosité est cohérente
avec la notion de solution classique.

Proposition 1-3 : Soit w € C"*([0,T] x R") N C°([0,T] x R™) (resp
C%(R™") N C°(R™)). Alors w est solution de viscosité de (*) (resp.(**) ) si et
seulement si w est solution classique de (*) (resp.(**)).

Preuve : On montre le résultat dans le cas 'EDP (*).

Soit w € CH2([0,T] x R™) N C° ([0, 7] x R™). Supposons d’abord que w
est solution de viscosité de (*). Puisque w € C*2 ([0, 7] x R™), ¢ = w peut
étre choisie comme fonction test. De plus, tout point (f, f) € [0,T] x R est
un maximum et minimum global de w — ¢ = 0.

Donc on a par définition des solutions de viscosité :

10+ sup (¢ (1) — f (wa)] > 0
t ac€A

_(‘;_w (t,x) +sup [—C"w (t,x) — f (z,a)] < 0,
t acA

pour tout (t,z) € [0,7 x R™ et donc w est solution classique de (*).

Supposons que w est solution classique de (*). Soit ¢ € C*2([0,7],R")
et (£,7) € [0,T[ x R un minimum global de w — ¢.

Alors on a :

d(w— )

5 (t.7) >0 (=0sit>0)

Vow (6,T) = Ve (£,7) et D2w (1,7) > Dy (£,T).

On en déduit que pour tout a € A :

’

b(T,a) Vap (£,7) + %tr [chgp ((,T) 0 (T,a) 0

(@, a)]

!/

< b(Z,a)Vw (1,7) + %tr [Dzw (£,7) 0 (Tya) 0

(T, a)} .
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Rappelons que si M < N et B une matrice définie positive alors tr(MB) <
tr(NB).

On en deéduit que :

sup [—Cgo (f, E) — f(z, a} > sup [—(aw (f, E) — f(7, a)},

acA acA

et donc :

dy - _
_a_f (t,7) + sup (¢ (7,1) — f(T,a)] >

ow ,- _
~ 5 (t,7) + ilelg [—C"w (¢,T) — f(T,a)] =0,

c’est & dire que w est sursolution de viscosité de (*). La propriété de sousso-
lution est prouvée de maniére similaire.[]

Nous montrons que la propriété de viscosité de la fonction du probléme de
controle stochastique découle du principe de la programmation dynamique.

Théoréme 1-3 :
1) Horizon fini : la fonction de valeur

T
t — 3 fl; )(Lx s d )(Lx
U( 7x) ;QA [}{ gf( S 7a ) 5'+_g ( 7’)}7
est solution de viscosité de (*).
2) Horizon infini : la fonction valeur

v (%) = infE { / et (X7 ay) ds} |
0

acA

est solution de vicosité de (**).

Preuve : On montre le résultat dans le cas d’un probleme & Horizon
infini.

On a vu dans la proposition 1.2, que la fonction valeur v est Holder en x
et est donc continue.

Soit ¢ € C? (R™) une fonction test et T € R™, tel que :

0=(v—¢)(T)=min (v— ) (). (1.13)

reR”™
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D’apres le principe de la programmation dynamique, on a pour tout i > 0 :

v(ZT) = inf £ [/h e_ﬁsf (Xf, as) ds + e Py (X}af):| ;

acA 0

d’apres (1.13), on a pour tout a € A :
v (XE) = (XR) 2 v(@) -9 (@) =0,
d’ou : .
p(T) > inf E { / e (X7 0) ds + ey (X;f)} :

ach 0

Puisque ¢ € C? (R"), on applique le méme raisonnement que pour le
théroréeme 1.2, en utilisant la formule d’lIt6 et des estimations appropiées sur
X et on obtient :

B (T) > inf ("o () + f(T,a)],
' Bip (7) + sup [~Co (7) — f (7,a)] >0,

acA

ce qui prouve que v est sursolution de viscosité de (**).

De méme si ¥ € R", on a :

0=(v—¢)(T)=max(v-y)(z),

r€ER™

alors par le principe de la programmation dynamique, on a pour tout A > 0 :

h
(@) < infE U e f(XZa,)ds+e o (X}
a€ 0 ’

et donc
By (T) +sup [(“p (T) — f(T,a)] <0,

[

c’est a dire que v est soussolution de viscosite de (**).

Finalement : v est solution de viscosite de (**).0]
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Chapitre 2

Principe du maximum :
approche par les probabilités
équivalentes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les conditions nécessaires d’opti-
malité, dans le cas ou l’espace des controles admissibles est constitué de
controles feedback. Ces controles sont des fonctions de la trajectoire du pro-
cessus controlé. Il est clair que dans ce cas, ’équation différentielle stochas-
tique qui gouverne le systéme en question n’admet pas de solution forte. Une
maniére de contourner ce probléme est d’utiliser les solutions faibles moyen-
nant le thoréme de Guirsnov. Grace a ce théoréme, on définit une famille de
probabilités équivalentes qui vont nous servir a faire des comparaisons entre
différents controles admissibles.

2.2 Théoréme de Guirsanov et notion de so-
lution faible

Soient (Q, F (Ft)ier, ,P) un espace probabilisé filtré et W = (W),

un mouvement brownien.

Considérons un processus adapté {0; : 0 <t < T} tel que :
T
t ) - O .
/|9\dt<ooP p.S (2.1)
0
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On définit :

t 1 t
s (9):exp{/ GrdWT—§/ |9r|2dr},s§t§T. (2.2)

On note ¢, (A) si s = 0. En appliquant la formule d’Ito, il est facile de
vérifier que ¢ () est une solution unique F;—adapté de 'EDS :

{ ¢, = ¢,0,dW,.

C (2.3)

Remarque 2-1 :
{¢7(0) : s <t < T} est une martingale
si [ B0 dt < oo,

Lemme 2-1 : Si sup |[0; (w)| = ¢ < oo, alors (,. est F;—martingale dans
t,aw

[s,T] et E[|¢,0,%] = 1.
Preuve :

Soit 7,, = inf {t > s fOT 0.dt > m} alors d’apres (2.2) :

T ) T
E/ ’CM%QT} drg/ e*edr < oco.

et (2.3) implique (j, (0) = (5p.. (0) est une martingale. On a :

EC?/\rm( ) ECT/\’!‘ ( ) - 17

d’aprese le lemme de Fatou, on trouve :

B (6) = Blim,,, < bmBCS,, =1 (24)

Mais :
$0)° = exp{/ 20,.dW, — / 20,7 dr}exp/ 0| dr. (2.5)
(2.1)

< G @20)exple(t—o)].

En appliquant l'inégalité (2.4) a ¢} (260), on trouve :

T T
E/ |Cf€t|2dr§/ e*edt < 0.

36



Corollaire 2-1 : On suppose que (2.1) a lieu, alors
¢; (0) est une surmartingale dans [s,7].

Corollaire : On suppose que (2.1) a lieu. Si E(; (6) = 1, alors :
(; () est une martingale dans [s,T].

Théoréme 2-1 ( de Guirsanov ) : On suppose que (2.1) a lieu et
E¢r(0) = 1. Alors la probablité P dont la densité par rapporty a P est

dP
donnée par P (7 (0) est une mesure de probabilité sur (€2, F) . De plus :

W=W — /T |0, dt, (2.6)
0
est un mouvement Brownien.
Preuve : voir (Haussmann 1986 ).
Soit X; un processus adapté continu satisfaisant a :
dX; =b(t, Xy)dt + a (t, Xy) dW,.
ot Xy est Fop—mesurables (Borélienne ), telle que :

b [0,T]xC" = R"

a : [0,T] xR" - R"®@ R,

ou b est G} —adapté. De plus :

/T la (t, X)* dt < ko, (2.7)
bt X <k (141X, (2.8)

—Si M, = fota(s,XS) dW,, il existe K tel que :
11 < K (1+ 1%l + M7 (2:9)

Théoréme 2-2 : On suppose que (2.7) , (2.8) ont lieu. Supposons qu’il
existe € > 0, (, Ky finis tel que :

E [expe \Xoﬂ < 00, (2.10)
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et :

T
/ 02dt < ¢ (L4 XI2), 102 < Ko (L+ IX]D) ps.  (2.10)
0

Alors il existe ¢, > 0 dependant de €, Ky, K; et n tel que si (p?> —p)( < (-
E¢y (0)" < K,

ou K depend de ¢,n et p.

Preuve : voir ( Haussman 1986).
Corollaire 2.2 : On suppose que (2.7) , (2.8), (2.10) ont lieu et

0. < Ko(1+[X]3) P-ps.

Alors :
a) Il existe p > 0 et K < oo dépend de ¢ et p tel que :

ECT (Q)I) S Ku

b) EC(6) = 0.

Remarque 2-2 : D’apres le corollaire 2-2) b), en appliquant le théoréme
de Guirsanov, on trouve :

dX, = [b(t, X;) +a(t,X)0,]dt +a(t, X;)dW. (2.12)

W un mouvement brownien, on a X, est une solution faible de (2.12) sur
(Q, F(Frer, - P W) oit dP = (; (8) dP.

2.3 Position du probléme et hypothéses

Dans ce chapitre, nous allons étudier les conditions nécessaires d’optima-
lité vérifiée par un controle optimal.

On considére que 1’état du systéme est gouverné par ’équation différen-
tielle stochastique controlée, de la forme :

dXt = b(t,Xt, Oét)dt + O'(t, Xt)th, te ]O,T]
XO =T, reR™.

ol X; est un processus adapté continue qui satisfait :
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(1) P()X_l = U
(2) dXt =b (t, Xt7 Ozt) dt +o (t, Xt> th

T T
(3) E/ |Xt|th<oo,E/ 7 dt < oo.

0 0

Définition 2-1 : On définit les ensembles de controle comme il suit :

U : Pensemble de controle admissible.

Up={a:[0,7] x C" — U, « est G — adapté mesurable } tel que :

1) C* =C(0,7T,R"™) [espace des fonctions continues [0,7] — R™ |.
2) G" = BIC(0,T,R™)] et G} est une sous tribu engendré par une famille :
({XeCOTRY):X,eB}:0<s<t,BeB[R") },
alors {G}'} est une filtration canonique de Borel et G = G™.

U = {« un processus adapté mesurable } séparable de U.
V : P’ensemble denombrable mesurable.

On peut définir la fonction de cott, pour a € U :
T
Ji (Oé) =F |:/ fz (t, Xt, Oét) dt + g; (XT)
0
1= —Mmy, ..., 0, ey Mo,
Pour U CUjy, on définit le probléme suivant :
inf{Jo(a): €U, Ji(a) <0sii>0,J;(a)=0sii<0},

« appelé controle admissible si « € U, J; (o) < 0sii >0, J; (o) =0sii <O0.

On considére le probléme :
inf{JO (a):a € f[vj} :
En supposant que :
F(t,X) = span{b(t, X;,a) = b(t, X, v) : ,v € U},
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et :

0
Ca

ou oy (t, X) inversible.

T (t, X)( = { } ot X) (=0 (t, X) "¢,

De plus :
[ o (6, X)?dt < Ko, [b(t, X, )] < K (14X + |af)

o(t,X): R — R" dans F (t,X). |o(t,X)"| < ko pour tout (¢, X).

(2.13)
Et R
[at, X)| < K1+ [IX],) ps, (2.14)
ot K constant.
Supposons qu’ il existe € > 0 tel que :
Eexp (5|X0|2) < 0. (2.15)
Soit « € Ug, on a :
a(t, X)| < Ko (L4 [IXT,) p-s, (2.16)

ou Ug 'ensemble des fonctions mesureble G;—adapté.

Pour a € Ug, on peut définir la solution par le théoréme de Guirsanov.
Pour tout «, on a :

9? =0 (t, Xt)Jr [b (t, Xt, Oét) —b (t, Xt, at)] s (217)

et d’aprés (2.13), (2.14) et (2.16), on trouve :
107 < Ko (14 1X]7) pos.

D’apres corollaire 2.2 et le théoréme de Guirsanov, on trouve :
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dXt =b (t, Xt, Oét) dt +0o (t, Xt) tha,

et
ECp (09 < K, (2.18)

pour p > 1 depend de K.
On a aussi :

T
We =W — / 0o dt,
0
est un mouvement brownien sur (Q, F, (.7-"t)t€]R+ , po‘) et
dp™ = Cp (6%) dp.

En supposant (2.13) , (2.15) ont lieu, alors Us C U et a € Us.

Soit le probléme :
T
J(a) = B / oodt + E°L,
0

ou : R
¢? = f (t7Xt7at> - f (tuxta at) .
et

L= [T f(t,X,a,)dt+g(Xr).

Théoréme 2-2 : (KUNITA-WATANABE)
Soit {WW;} un mouvement brownien sur (Q,]—" (F)ier, 1 P W> si {X:}

une F; -martingale de carré intégrable a valeur dans R”. Alors il existe un
processus x,est F;- mesurable et M; une martingale de carré intégrable or-
thogonale a {1} tel que :

T t
/ E|x,|dt < oo et Xt:/ Xds + M.
0 0

Lemme 2-2 :
a) E°L=EL + E~ fOT X 07dt si o € Ug.

b) E« [ |x|”dt < oc.
C) EaMT = 0.

Preuve : voir (Haussman 1986)
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2.4 Principe du maximum

Définition 2-1 : Soit a € U,n > 0 et Z, : ¢ — U, tel que Zy = « alors
M, : R® — Rmit1+m2 ogt differentieblle canonique de J au voisinage de Z au
point « si

J(Z(s)) = J (@) + Ms + o ([s]),

ou :

p
¢ = {(1017p2a"'7pp) “P1 Z Oazpz < 1}
1

lo(leDl /1ol — 0.

|p|—0

Définition 2-2 : Un cone convexe D C R™*1+m2 de sommet 0 est un
cone de variation de J au point a, si pour (d*,d?,...,d?) C D , il existe n > 0
et Z, :nc — U, Zy = a tel que JoZ est continue et M = (d',d?, ..., d°) est le
différentielle de J au voisinage de Z au point a.

Lemme 2-3 : Si @ une solution de :
inf{Jo () : a €U, Ji(a) <0,J; () =0, i>0,j>0}, (2.19)

“ D est cone de variation de J au point a.
Alors il existe A € Rm+14mz X £ (0 tell que Ad < 0 pour tout d € D N
(R™x L).

Preuve : voir ( Haussman 1986).

Théoréme 2-3 : Si & une solution de (2.19) et D cone de variation de
J au point @, alors il existe A € R™¥1tm2 \ £ (0 )\, = 0si4 > 0 tel que :

A (@) = NoJ (@) et Add < 0 pour d € D.
Preuve : voir ( Haussman 1986).

Théoréme 2-4 : D est cone de variation de J au point & pour probléme :

inf{Jo(a): a € UNUg, Ji(a)<0sii>0, J; (o) =0sii<0}.

Preuve : voir ( Haussman 1986).
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Soit @& une solution de :

inf{Jo(a): a€U, J(a)<0sii>0, J;(a) =0sii<0}.

On définit :
H(t, X,a,p,\) =pb(t, X, o)+ A\f(t, X, ),

pour \ € Rmatltms,
On a :

A <¢? + Xtef) =

H <t, X, a, [xo (6, X)7] A, >\> —H (t,X, a(t. X)), ot X) A )\> ,

ot () le transposé.
Théoréme 2-5 :

On suppose que :

|f (6, X )|+ [g (X)| < k(1 + X"+ [af),

alieu , et b, f sont continue pour tout (¢, X), alors il existe A € R™1T1m2)\ £
0, \; <0sii>0, \jJ; (@) =0sii>0,et Ty 'ensemble de Lebesgue null,
tel que pour tout ¢t € [0,7] /Ty, on a :

E |:H <t7‘§t7vaﬁta)\>] S E [H <t75€taat (taXt)7@7A>:| p.s, (220)
ou p; est un processus adjoint définit par :
= )\lxta (t, X,)".

Preuve

D’aprés le théoreme (2.3) et (2.4), on trouve existance \ : tel que (2.20)
vérifie pour tout v € V.

Soit v € U?, il existe sous suitv,, € V tel que :

Uy 04 — v dans L4 (C’",Ht,pOX_la U) .
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Par définition de g, on a p > 1 tel que
sup FE [H (t, Xy, Uy 0 i, pp, )] < 00.

On utilise (2.13), (2.14) et le condition :

E [0y 04,7 — Ev(X)7.

Appliquant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, on trouve :

E |:H (tv‘)?t)vﬁa/ta)‘)] S E |:H <t75€t7at (t7Xt) 7ﬁta)‘>:| . b.s,

pour v € U'.
De plus : pour t € [0,7] /Ty, « € U, on a :

E [H <t;)?taa>ﬁta)\/ﬁ>} <K [H (t,)?t,at (t, Xy) 7ﬁt7>\/ﬁ.t>] )

ou Fr = X (H,).
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2.5 Processus adjoint

Soit (Q,]—" (F)ter, ,P) un espace probabilité de filtration (7),cp, et

(Wi)ser, un mouvement bro :nien standart. Considérons (a,)? ) la solution

optimale du probléme :

inf{Jo(a) : €U, J;(a) =0sii<0,J(a) <0sii>0} (2.21)

dXt = b(t, Xt7 Oét)dt +o (t, Xt) th y X() =,

ou :
(1) b,0, f, g sont des fonctions Boreliennes, telles que :

b(t,X,a):[0,T] x R* x U — R"
o (t,X):[0,T] x R" — R* @ R
g(X) R R
[, X,a):[0,T] x R" x U—»Rm™+1+mz
(2)
|b2(t, X, )| + |os (¢ X)| < k.
b, X, @)+ o (t,2)| + | fa (1, X, @) + [g2 (X)| < K (1+ | X[+ ]a]).

f (X, )]+ |g (X)| < K (1+]X]> + |af?).
De plus :

1) U fermeé.

2) o est bornée, inversible avec o~ 'bornée.

3) Uy 'ensemble des fonctions mesurables et G}-adapté.
)

1) aelUp: |a(t,Xy)| < K, <1 +Sup|X5|) .
s<t

Sia € Uy, alors X est une solution de I'equation differentielle stochastique :
dXt = b (t, Xta Oét) dt + ag (t, Xt) th, X() =,
comme solution faible du probléme :

dXt =b (t, Xt, (0% (t,Xt)) dt +o (t, Xt) dVVta.
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Soient @ un controle optimal correspondant a X , (ﬁ, F , ﬁ) un espace de pro-

babilisé d’'une {F;} filtration naturel ou F; = F;¥ (c—algebre engendré par
X ), un mouvement brownien W = W2 et ¢ (¢, s) une matrice de I'equation
suivante :

d
dy: = b, (757 )A(a at) Ypdt + Z aﬁf’ (t, )A(ty Oét) ytth(Z),
i—1

et
H(t, X, a,p,\) =pb(t, X, ) + \f (t, X, ).

Théoréme 2-6 : On suppose que (1), (2) ont lieu (a, X > la solution optimal

de (2.21), avec U=U} et X, fix¢ € R", alors il existe A € Rm™1rm2) =£ ()
A <0sii>0, \J; (@) =0sii=#0, tel que pour tout ¢ € [0,7], on a :

maxH (ta)?taatapta)\> =H (ta)?taataptv)\> p.s,

aclU

ol p; est un processus adjoint définit par :

pt:E{Ft/}—t},

ou :

P, = AEg, (XT) o(T,t)+ /OT f (s,)?,@) ¢ (s,t)ds.

Soit p; un processus adjoint comme solution de 1’equation differentielle sto-
chastique, on a :

/t G dW, + /t ¢ (t,a) dmy = E[P,] — E [P,/ F],
0 s

tel que m; est une martingale sur (Q, F, (F;),p) avec my = 0 orthgonale a

!

Wi et pr = g, <)?T) A
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Chapitre 3

Principe du maximum
stochastique : Approche par les
solutions fortes

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de déterminer les conditions nécessaires que
doit satisfaire un controle optimal dans le cas ou la famille des controles ad-
missibles est constituée de processus adaptés & une filtration fixée a ’avance.
De plus on met des conditions sur les coeflicients pour obtenir des solutions
fortes pour les équations différentielles stochastiques controllées.

Dans le cas oul on a existence d’une solution optimale, il est naturel de
chercher des conditions nécessaires satisfaites par ce controle. Ces conditions
peuvent étre vues comme une application du principe de Fermat qui dit que
si une fonction différentiable f atteint son minimum alors sa dérivée a droite
de ce point doit étre positive.

On suppose donc que le critére J(«) atteint son minimum pour un
controle admissible @, alors a satisfera certaines conditions (conditions né-
cessaires d’optimalité). Ces conditions sont connues sous le noms de principe
du maximum stochastique.

L’approche utilisée dans ce chapitre est dtie essentiellement & Kushner,
et repose sur le fait que les coefficients de I’équation sont différentiables par
rapport a la deuxiéme variable pour tout couple (¢,a) € [0,7] x A. Cette
approche se formule de la maniére suivante :
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Si @ représente un controle optimal, alors il existe un processus (p;) teRy )
tel que pour tout t € [0, 7] et pour tout a € U, on a la condition nécessaire
suivante :

H (p, XF,Q) < H (p, X7\ ) (3.1)
ot X@ est la solution de I’équation associée au controle optimal &, H est ap-
pelé le Hamiltonien du systéme, et (p,g)te]R+ est appelé le processus adjoint, ce
dernier est une solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde
que nous allons voir ultérieurement.

Pour établir la condition nécessaire (3.1), on proceéde par une perturbation
de @ sur un petit intervalle [T, 7 + €], ou € est assez petit.

Le résultat se déduit a partir de la dérivée de la fonction cotit associée au
controle perturbé au point € = 0.

3.2 Position du probléme et Hypothéses

Soient (Q, F, (j:t)teR+

(Ft)cg, vérifie les conditions habituelles et (W;),cg, un (F;)-mouvement
brownien d-dimensionnel.

,P> un espace probabilisé filtré ou la filtration

Soit le critére de performance (ou la fonction cofit), suivant :

J(a>=E[/ff(t,Xf,at)ng(X%) ,

g et f sont deux fonction boreliennes, telles que :
g:R™ - R
et
f:0,T]xR™x A—TR.
De plus, X$ est la solution de I’'EDS controlée :

dXP =0b(t, X, oq)dt + o0 (t, X7)dW,
(3.2)
Xy =z, r € R™.

On suppose que b et o sont deux fonctions mesurables (boréliennes), telles
que :
b:[0,7] x R x A — R™
o:[0,T] x R™ — R™ — M,,..q(R).
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ol M4 (R) est ’ensemble des matrices d’ordre m x d a coéfficients réels.

Les hypothéses suivantes seront valables tout le long de ce chapitre.

1. 1-Les fonctions b, o, f et g vérifient les conditions de croissante linéaire
en x, comme suit :

11 existe une constante positive C', telle que pour chaque (¢, a) € [0, 7] x
A, on a:

b(t,z,a)| + o (t,2)] < C(1+Ja]) xR

If (tz,a)+g(x) <C(1+[2]) xeR™

2- Les fonctions b, o, f et g sont dérivables en x et a dérivées continues

et bornées.

Il existe une constante positive K, telle que pour chaque (¢,a) € [0,T] x A,

on a:
|bI(t7x>a)|+0-$(tax) SK? JTGRm

|fo (6,2, 0)[ + g0 ()| < K,z € R™.
3- Pour tout (¢t,z) € [0,T] x R™, la fonction :

b(t,xz,.): A —R™,
est continue.

Remarque 3-1 :
Les fonctions b et osont dérivables en = et & dérivées continues et bornées

donc lipschitziennes, alors I’équation (3.2) admet une solution forte unique

données par :
T
X = a:+/ b (s, Xs,a5)dt + o (s, Xs)dWs.
0
De plus cette solution est continue et vérifie :

E ™| < M, ¥m > 1, (3.3)

sup |X,
t€[0,T]

ou M est une constqnte qui dépend de K, m et T'.
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Remarque 3-2 : D’aprés les hypothése :
(a)- Les fonctions b et o vérifient la condition de croissante linéaire en

(X,a).

(b)- Les fonctions b et o sont lipschytziennes en x.

nous assurent l’existence et I'unicité d’une solution forte de 1’équation (3.2)
pour tout controle admissible o € U.

Remarque 3-3 : Le cott J («) est bien défini car :

o J<a>:E[/ff(zf,xt,at)dthT)},

puis on a :
T
J(@)| < E /f(t,Xt,at)dt+g(XT)
0

< B[ [ 1t Xalla] + g Cen,

puisque f et g vérifient la condition de croissance de linéaire en X (1), on
obtient :

(o) < E[/ c<1+|Xt|>dt]+E[O<1+|Xt|>]

Tl
te[0,T

d’aprés (3.3) et en prenant m = 1, on trouve :

< (r+1cC

|/ ()| < M,

donc J (a) est bient défini.

3.3 Perturbation et estimation des solutions

Pour établir des conditions nécessaires d’optimalité, on compare a avec
des controles qui lui sont suffisamment voisins.
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Théoréme 3-1 :(Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy)
Pour m > 0 il existe une constante positive C,, telle que pour tout temps

d’arrét 7 on a :
[romfseal([sura)’]

L ’application J est dérivable au point ¢ = 0 car b et ¢ sont dérivables, on
a:

}<C’E

{sup

t<rt

7@) =7 @)+ 5 @) o), (3.4)
avec : ?E%O(g) N

La fonction cotit J (o) admet un minimum qu’on note @, tel que :
J(a) < J(a) pourtout a €l .

Pour a € U :
J(a) < J(a°) pour tout e,

d’aprés (3.4), on obtient :

dJ .
@) >o.
dé‘ e=0
On défini le controdle modifié suivant :
at si te [0, T[
a, =< v si te[r,T+¢|
ap sl te[r+e¢e,T].
Ouwv e A, 7€]0,T[ et € est assez petit.

Lemme 3-1 : Soient X et X* les solutions fortes de (3.2), associée res-
pectivement a aet a ay. Alors, on a lestimation suivante :

. L2
E | sup ‘Xf —Xi| | < M~
te[0,7)
Et on obtient :
lim £ | sup ‘Xa Xt =0.
=0 iefo,1)
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Preuve : X et X¢ est la solution de I’équation (3.2) associée respectivement
a aget a ay, donc elle vérifie respectivement ’équation :

t t
Xt—x+/ b(s,Xs,&s)ds+/ U(S,Xs)dWS

0 0

t

t
Xf:x+/ b(s,Xj,@i)ds—i—/ a(s,X?)dWs,
0 0

ot X la solution de equqtion (3.2) correspondante au controle a.

En calculant la variation de deux termes, en ajoutant et en retranchant

le terme fot b <S, X, é?;) ds,on obtient :

t
Xe X, :/ [b <sxa) b (sxa)] ds+
0
t . . t N R
/ b (sxa) iy <3,Xs,as) ds+/ o <5,X§) - (s,XS> AW,
0 0
et par suite en appliquant 1'inégalité :
(a+b+c)? <3(a®+0*+c),

et l'inégalité de Cauchy- Schwarz, on trouve :

~ |2
<
t . 2 t R R
i [ gz asws| [ (s %) <o (s %)
0 0
2
+3‘/ SXS —0(3,X5> }dWS

Par passage au sup sur [0, 7] et a 'espérance, on trouve :

2

ds

E sup ‘X& %

t€[0,T]

t 2 t R R
3kE {/ X:—X,| ds+3 ’/ SUDye(o.7 [b (s, Xe, a§> —b (s,Xs,as)} ds
0 0

[ o (s52) o (5. ) ame]

92

<

|

+ 3sup
te[0,7

)




d’aprés la définition de a®, on trouve :

2
<

E sup Xf - X,

te[0,7

b 12
SkE/ X — X ds+ E

0

sup [b (S,XS,U) —b (s,Xs,as)] €
]

te[0,T
2
s .

[ (o) oot

En appliquant 'inégalité de Bukholder-Davis-Gundy, il existe une constante
positive C, telle que :
2
<

t 12
3k2 F [/ X: — X, ds] + 32F
0

+3sup E
t€[0,T7]

E | sup ‘Xf—Xt

t€[0,T)

2

sup [b (t, X, v) —b (t, X, atﬂ
t€[0,T]

+3CFE [/: J(S,X?) _U<SaX5> st].

On a:
b, (t,z,a0)| < ki et o, (t,x) < ke,
on obtient :
. 2
E sup )Xf - X;| <

t€[0,T]

o .12
3]{:2E{/ Xe - X, ds}+352(C+E

0

sup ‘Xf - X,
te[0,7)

)

2
+ 3k*CE { - X ds} :
0
D’aprés 'inégalité (3.3), on a :
R .12 t .2
E |:Supt€[0’T} ‘Xta — Xt :| S 3k2 (1 —+ C) FE |:/ — XS d8:|
0
+32(C+ M).
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Par le lemme de Gronwall, on aurra :

~ ~ |2
E | sup | X7 — X, ] <e®3(C+ M)exp (BK*(1+O)T).
te€[0,7)
Alors :
~ ~ |12
lim £ | sup }X,f —X| | <1me (O + Myexp (3K* (14 C) T) =0,
e t€[0,T) e

Finalement, on obtient le résultat demandé.[]

Lemme 3.2 : Sous les hypothéses précédentes, on trouve :
T A A
D€2 S E/ ([f (t,Xt,b\f) —f<t,Xt,at) ])dt
0
T A
+E / fo (1, X0 @) Xidt + Elg, (Xr) X3
0
Ou X* est la solution de I’équation suivante :
t t
fea / by (s %) Xlds + / o, (s, %) Kldw,
0 0
t A A
+/ [b (sxa) —b(s,Xs,&S)] ds.
0
Preuve : On a :
t
Xeo X, = / [b <sxa) s (s, a)] ds
0 t A A
+/ [0 (S,XSE) -0 (s,XSﬂ dWs.
0

(3.5)

Pour b € C! en z, En dévelopant b (3, f(g, a§> au point X, et a lordre 1 , on

obtient :

b (5.85) =0 (5,508 0 (5, %02) (5 K.

et pour 0 € C! en x, En dévelopant o (s, Xj) au point X, et a l'ordre 1, on

obtient : R ) ) X )
o (s,X;f) =0 (S,Xs) + o, (S,Xs) (X§ — Xs> )
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o (s,Xﬁ) -0 (s,XS> (s X ) (XE - XS> . (3.9)

En substituant (3.8) et (3.9) dans (3.7), on trouve :
Xi—-X, = /b( X,, i)—b(sXs,oz>ds
) e ) (- s
o e (o) (- )

A~

X'=X°-X,

Et en posant :

on obtient I’équation (3.6).
En développant f (t, X, &f) et g (Xf) au point Xt, on obtient :
f(n%5.a5) = 7 (6. %0a7) + £ (1 X0a7) X

g (X%) =9 <XT) + Ga (XT> X%

Ce qui nous donne :

f (t Xf,“) —f (t,X’t,aj> -

et :

(3.10)
f <t>Xt> ai) - f <'[Z,Xt, at) + fx (taXta ai) th7

< ) ( ) = gw( )X%- (3.11)

Puisque @ est optimal et J (@) < J(a°) on a :
B[ [ 5 (6 x0.80) - (1) ] + 2 [0 (55) -0 ()] o
3.12
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En substituant (3.10) et (3.11) dans (3.12), on trouve :
T A A
0 < E/ ¥ (t,X,f,a,f) —f(t,Xt,a§> dt (3.13)
0
T A A A A
+E/ fo (1, %0,87) Xldt + Bg, (Xr) X}
0
De plus en ajoutant et en retranchant le terme :
fm (t7 Xta ai) )
on trouve :
T A A
0 < E U f (t,Xt,a§> _f <t,Xt,a§> dt} (3.14)
0
T A A A
+E |:/ <fx <t7Xt7 ai) - fx <t7Xt7 at)) thdt:|
0
T A A A A
+E l / fo (8. %0 0) X}dt} + B g, (Xr) X
0
De la définition de a5, on a :

E [fOT £, (t,f(t,a;f) — £, (t,f(t,at) dt}

T+€
=K |:/ fm (t7Xt7v> - fx (taxtaat> thdt‘| )

T

puis on a :
E |:f(]T fx <t7Xt7 ai) - f:E <t7Xt7 at) dt]

<E UHE fa (t,f(t,v> — 1 (t,Xt,at> dt‘ X}dt}

T+€ R
<kE U X}dt] :

donc :

E [fOT f (t,f(t,ai) — £ (t,f(t,at> dt} <k[E

T+e R
sup / X} dt.
telo, 7] J +
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X! étant de Dordre de ¢, alors par I'inégalité de Cauchy-Schwartz et d’aprés
(3.3), on obtient :

T
E [/ fo (8.%0,85) = o (6 X0 dt] dt < kM'6?,
0

oun M =+/M.

Alors :
bt < B[ £ (nta) - 1 (1 %0a) df
v [ [ g (e xua) d] + 2 [o (%) 1],

!

D =—-kM.

€Il pose :

Finalement, on obtient le résultat demandé.[]

3.4 Principe du maximum

Les conditions nécessaires d’optimalité seront établies essentiellement a
partir de la relation (3.5) du lemme précédent.

Théoréme 3-2 : Soit ( X , a) une solution optimale pour notre probléme

de controle, alors il existe un processus (F;)-adapté défini par :

T
p = E |Viorg. (Xr) /7| +v; / 01t (5, X 85) ds, (3.15)
t
tel que :
H (X,0,p) < H (X @) Vo€ h; Ppas, (3.16)
ou le hamiltonien H est défini par :
H <t7 Xt7 at7pt> = f (t7 Xt, at) + ptb (ta Xta at) . (317)

Preuve : On considére ’équation différentielle stochastique linéaire sui-
vante :

{ dé, = b, (t,f(t, at> Byt + 0, (tvf(t> Gucdd Wi (3.18)
o =1d. .. |
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Cette équation étant linéaire & coéfficients bornés, alors elle admet une solu-
tion forte unique (voir partie Annexe). De plus la solution ¢ est inversible et
son inverse ) vérifie I’équation différentielle stochastique linéaire suivante :

A, = [%az (t, Xt> o, (t, Xt) —b,bs (t,f(t, at)} dt

vy, (1.X0) AW, (3.19)
vy = 1d.
Pour vérifier que v est bien 'inverse de ¢, on vérifie que :
oY = = Id,

et ceci en appliquant la formule d’Ito.

En suivant la méthode de la résolvante des équations différentielles ordi-
naires linéaires, on pose

Ny = @Z’tth-

Par la formule d’It6, on obtient :

dn, = o, [b <t, X, at) —b (t, X, at)] dt.

Y = 619, (Xr) + /0 Coif, (5. %) ds

= BW/F) - [ 615 (5. %.0.) s

On remarque que :

On pose :

E [gx (XT> X%] =L [¢*Tgac (XT> 77Ti| = Enrér] -

Donc pour calculer le premier terme F [gx (XT) Xﬂ, il suffit de calculer
Enréy].
Puisque F; = 0 (W,;;0<s<t),Y € L*(Q,F,P) et F[Y/F;] est une

martingale de carré intégrable, alors la décomposition d’Itd6 nous donne :

EIY/F] = E[Y]+ / G (3.20)
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Ou G est un processus Fi-adapté, tel que :
T
E/ G, ? ds < 0.
0

Donc on peut utiliser une forme de ¢ mieux adapté a notre probléme, qui est
la suivante :

t t
f—£]- [ o (sxua)ds+ [ Gaw,
0 0
ce qui nous donne :
de, = — 6t f, (t, X, at) dt + G,dW,. (3.21)

En appliquant la formule d’It6 & 7,&, et en passant & I’espérance mathéma-
tique, on obtient :
T

B]g. (Xr) %3] = E / w b (t5055) <o (n.5%08)] @
0
T N
£ [ noif. (68 d
puis on a : 0
B o () 3] =
T

E [ p [b (t,f(t,a§> —b (t,)%;,at)] dt — E/ fo (t,)%t,at) X}dt,
0
ou :
Pe= V78, (3.22)
En remplacant £ [gz (XT> X}] par sa valeur De? , on obtient :

T
De* < E/ 1 (4 X @) = H (4, %0,87p1) | dt.
0
De la définition de @, on obtient :

T+e R
D52 S E/ [H <t7Xtaatapt> - H <t7Xtavapt>:| dtv

ce qui nous donne :

T+e 1 R R
De < E/ z [H <t7Xt7at7pt> —H (tXt,U,pt)} dt.

En faisant tendre € vers 0 on obtient :
H <t7XL‘7at7pt> S H (taXtaU7pt) P — p-S.
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3.5 Equation adjointe

En appliquant la formule d’It6 & p; = ¥;€,, on obtient I’équation adjointe
suivante :

—dpy = [bx (t7Xt7 at) pr+ o <t7Xt> Qi+ fx (t, Xt, at):| dt
—Qud W, (3.23)

Pr = gz (XT> .
ou () est un processus donné par :
Qt = ¢:Gt — O‘; (t, Xt) Dt, (324)
et G vérifie I’équation suivante :
t X T R
/ GdW, = E {(b*Tgw <XT) + / & 1, (5, X, a) ds/}}] (3.25)
0 0
A T A
B [gb}gw (Xr) + / oit. (5, X 8,) ds] .
0
Application de la formule d’It6 pour trouver I’équation adjointe
vérifiée par p; :

On a:
be = w:gta

ou le processus 1) vérifie I’équation :

{ dé, = b, (t,f(t, at) bt + o, <t,f(t> b, dd W,
Py = 1d

mxd>
et le processus £ vérifie I’équation :
d, = a7 fo (1. X0, @) db + Gud Wi,
D’aprés (3.19) ¢ vérifie I’'équation suivante :
dyt = [a;; (t, f(t> o (t, f(t) bE— b (t, X, at) w;‘} dt
—o7 (1.%) viaw;

Vo = Idixm.
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En applicant la formule d’It6 au processus p donné par , on trouve :

dp, = ftdw: + ¢:dft +d <€> ¢>t :

On aura donc :
dp, = €, [a; <t, Xt> o (t, Xt) b — b <t, X, atﬂ dt
— 605 (8.5 widWe - wior f. (1 X0 @)t
PG AW, — o (t, Xt> DEGdt.
En remarquant que :

w:@k = Iddxm,

et en remplagant &,1); par p;, on obtient :
dp; = [0; <757Xt> o (ta Xt) pe— by <t; Xtu &t> pti| dt
—o3 (%) pud Wi — fo (1, X0,@0) dt + 07 Gud W, — 03 (£, %) wi G,
donc :
dp; =
o (ta Xt) g <t>Xt> pe — b (t»Xt, at) Pt — fa <t7Xt7 at)
oy (1.%) 0iGudt + |66y - o (6,.%,) | AW
En posant :

Q= w:Gt - UZ (t,)@) P,

on trouve :
dpy =[5 (£.%0) Q=0 (6080 pi - £ (1% @) | @t w.

+Qd W,

On aura alors :
—dp, = [U:; <t,Xt> Qi+ b (t,Xt,at> De+ fa (t7Xt7at)] dt

—Qud W,
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Conclusion :

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressé aux problémes de controle
dans lesquels des systémes sont gouvernés par des équations différentielles
stochastique du type Ito.

La premiére partie est basée sur le principe de Bellman qui donne lieu a
une EDP parabolique fortement non linéaire appelée équation de Hamilton
Bellmann Jacobi. On montre en particulier que la fonction valeur est une
solution de viscosité.

Dans la deuxiéme partie, nous nous sommes intéressés au principe du
maximum. nous nous sommes intéressés particuliérement aux conditions né-
cessaires d’optimalité dans le cas de solutions faible.
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