REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE

4
Y

Université Mohamed KHIDER - Biskra
Faculté des Sciences et de la Technologie

N
( /%Ell“ .
/k_ /
N\ l%
> 4

|
[N 'S

Département de Génie Mécanique

MEMOIRE de MAGISTERE
Spécialité : Génie Mécanique

Option : Eenergétique

Présenté par
Messai Tarek

Theme

Simulation du transfert de chaleur lors du
changement de phase Solide-Liquide

Soutenu devant le jury d’examen composé de :

Président : Dr.MOUMMI N.............. Université Mohame#hider-Biskra
Rapporteur : Dr.HCINI M. ................. Université Mohamelhider-Biskra
Examinateurs :Dr. MOUMMI A. ............. Université MohameHBhider-Biskra

Dr.BENCHABANE A. ...... Université Mohame#hider-Biskra



Le changement de phase solide-liquide d'unénmai pur est caractérisé par la
transformation, a température constante d'une pHagede en une phase solide ou
inversement. Cette réaction réversible s’accompalmee consommation (fusion) ou d’'une
restitution (solidification) d’énergie : I'enthapimassique de fusion (ou la chaleur latente de

fusion).

Le but de ce travail est de faire le point surdesnaissances acquises sur le transfert de
chaleur avec changement de phase dans un matéuae seule phase ou les deux phases
liquide et solide sont en présence.

Depuis le travail précurseur de Stefan en 1891 I'sypaisseur de la clotte polaire, les
problemes de transfert de chaleur avec changemegplhake solide-liquide portent le nom de
ce physicien. Ces problémes ont une importance idénable dans de nombreuses
applications techniques et processus naturels peut citer I'évolution des banquises, la
congélation des aliments, la bio-cryogénie, le rage) la coulée continue, la croissance
cristalline, la sécurité des réacteurs nucléaleespntrole thermique des engins spatiaux, le
stockage thermique, etc. cette grande variété denph d’application explique I'élan des
recherches poursuivies dans ce domaine depuismbraases années pour mieux connaitre

la dynamique de ces processus.

Le probleme de Stefan oumoving boundary problemest fortement non-linéaire. Le
déplacement de l'interface solide-liquide dépendadix de transfert de chaleur au sein des
phases solide et liquide. En retour, ce taux gsemgant de la position et du déplacement de
I'interface. La solution analytigue de ce problémexiste que dans quelques cas particuliers
(Carslaw, 1959). Pour des applications pratiguesa généralement recours a des méthodes
numériques. Les méthodes des différences finiegafidge, 1970; Bonacina et Comini et
Fasans et Primiceris, 1973) et des éléments f@osnfni et al 1974; Rolph Il et Bathe, 1982;
Hsiao et Chung, 1984) sont parmi les plus utilisgagzeland, 1980;Crank, 1981; Crank,
1984).

Le but de ce travail est de développer une méthmdeérique permettant de prédire le
probleme de changement de phase solide-liquiddegt 2D. On tient compte du transfert de
chaleur par conduction en résolvant I'équation digre. Les résultats obtenus sont simuler et

discutés.



Ce travail vise d'une part a modéliser et simwetdmportement de changement de phase et
d'autre part, a approcher les mécanismes d'échibagrique a l'interface. Par ailleurs, cette
étude traitera la solidification et la fusion dutéréau de changement de phase (MCP).

Deux approches différentes seront utilisées pouwtéiger le changement de phase liquide-
solide, ces deux phénomeénes sont étroitement éaeffet, le dégagement de chaleur latente
réchauffe la paroi du MCP,

Dans un premier chapitre, nous introduirons lesonetde changement de phase solide-

liquide, et leurs applications.

Au cours du deuxiéme chapitre, nous eétudierons deactérisation du probléme de

changement de phase solide liquide.

Dans une deuxieme étape du travail, nous nousesgérons plus amplement aux
changements de phase. Ainsi présenterons-nous, hapitre 3, nous introduirons la
modélisation des changements de phase solidediqaid présentant la formulation du

probleme de Stefan et sa solution analytique eséillement avec la condition de Dirichlet.

Au chapitre 4, nous développerons une modélisationérique de probleme de changement
de phase en 1D avec la conditionNeumann.

Dans un cinquiéme chapitre, nous réaliserons urdg€lisation bidimensionnelle de la fusion,
fondée sur la méthode enthalpique. Nous verronscgiite modélisation s'affranchit de
plusieurs hypotheses adoptées. Nous pourrons a@lhvesir plus d'informations sur la forme
du linterface solide-liquide, et sur la distribani de la température.

Finalement en écrivent une conclusion généraleotte travail.



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

1.1 Généralités :

Le changement de phase liquide-solide d'un corpopuallié donne lieu a I'apparition d’'une
zone de transition entre les deux phases. Cette Bsh a I'échelle microscopique une
interface de discontinuité. Mais elle peut attegndne complexité géomeétrique telle qu’elle
apparait a I'échelle macroscopique comme une zenwgamsition diffuse et continue (par

exemple la zone pateuse en solidification).

Soit par exemple deux phases solet liquideP, d’'un méme corps, séparées par frontiere

I (fig. 1.1). A I'échelle microscopique, la frontierd correspond a une discontinuité des
propriétés physique traduisant une discontinuite steuctures moléculaires. Par exemple, la
solidification (ou fusion correspond au passage d'un état désordonné décued en

mouvement dans le liquide a un état plus ou moidsrmé d’atomes fixes dans un réseau
cristallin (ou réciproquement). Pour approfondirsiget, le lecteur pourra se référer par

exemple aux ouvrages de base de Kurz et Fischeu[tlg Flemings [2]

liquideT,

( SolideT

%

Flx.y, 1,8 =0

Fig.1.1Interface de changement de phase.

On appellefusion le passage de I'état solide a I'état liquideselidification le passage de
létat liquide a l'état solide. Le changement dtétse traduit par deux principales

caractéristiques :

* L'interface est a une température déterminée parrdédations locales d’équilibre

thermodynamique ;

* Le changement d’état donne lieu en solidificationnadégagement de chaleur (une
absorption de chaleur en fusion) proportionnel dtiesse de changement de phase et

localisé a l'interface.



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

Les relations d’équilibre a l'interface sont diiétes selon que le matériau est un corps pur

ou un alliage. Nous allons considérer les deuxdeas les paragraphes qui suivent.

Selon la composition du matériau et la vitesse dédifcation, le phénoméne de

solidification se présente sous plusieurs formes :

» Solidification sous la forme d'un front lisgeune échelle macroscopique; on passe

brutalement du liquide au solide lors de la trag@erdu front de solidification ;

» Solidification dendritiques ou colonnaimour laquelle existe une macroscopique de
transition, la zone pateuse, entre la région corapiént liquide et celle completement

solide ; cette zone est caractérisee par la dodeda fraction solidé,, fonction du

point qui quantifie le pourcentage volumique dedsldans un volume élémentaire

représentatif, le V.E.R.

» Solidification équiaxequi traduit par la germination de petits grainsidesd et leur

croissance (les cristallites) au sein de la phigs@lke.

Ces divers phénomenes conduisent a une diversaigpiche, nous traiterons le cas de

Solidification sous la forme d’un front lisse.
1.2 Cas du corps pur :

Dans le cas d'un corps pur, la températiifele I'interface de changement de phase est une

constante physique. Elle peut admettre de faildesvons selon 'importance de la courbure

de l'interface et de la tension interfaciale, soit
T =T~ (1.1)
yet k désignant la tension interfaciale et la courbucale de I'interface.

La correction de température dans (1.1) n’est Bggtive que pour des rayons de courbure de

'ordre du micrometre. La plage de variation dedmpératureT, représente lintervalle de

solidification. Il est de I'ordre du degré Kelvino alus.



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

Néanmoins, I'existence d'un intervalle de solichtion est responsable de la formulation de
dendrites lorsque la vitesse de solidificationggande. La longueur typique de ces structures
dendritique est de I'ordre d’une centaine de mi@&tyes. Dans ce cas, la solidification est dite
colonnaire Dans le cas du front lisse, c’est-a-dire non dégde, la fraction solide varie

brutalement def, = 0dans la partie liquide & =1 dans la zone solide, ce qu'illustre la figure 2

1
Fraction solidef,
Solide Liquide
0 - (@
T, Température
A
Enthalpie H,
P Solide ;
A
" Hsol AH
A 4
Liquide
| " (b)
T, Température

Fig.1.2 Evolutions de la fraction solidé, (a) et de I'enthalpiél (b) lors de traversée du front de

solidification dans le cas ou il N’y a pas d'inalie de solidification.
Pour décrire le phénomeéne, il est commode d'utilisathalpie massique du matériau
H (J/kg) qui est une fonction (en général linéaire) dietapératurd’, soit :

* pour lesolide:H =c T +Hg (1.2)

 pour leliquide :H, =c,T + H, (1.3)

T, T,, c€et c, désignant les températures et les chaleurs spéesfiqu solide et du liquide

respectivement, tandis qué et H,,sont des constantes . Le changement de phaselsé tra
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NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

par une variation brutale de I'enthaldi€ pour la températuiie , donnée par la relation :

AH(T) = H (T) — H(T) = (G = Go) T+ (Ho — Hy) (1.4)

Il représente lachaleur latente de changement de phasévolution de I'enthalpie en

fonction de la température est illustrée dansgaré 1.2.
1.3 Cas des alliages :

Si le corps contient des impuretés ou d’autre éhdérea solution (alliages pour les solides,
solutions pour les liquides), la solidification ast changement de phase beaucoup plus

complexe. Considérons un mélange binaire consti@é un solutéB, de concentration
nominaleC,,;,, dans la matricé : les équilibres de phase sont représentés paadeathme

de phase de la figure 1.3.

A une température donnée inférieure a la températier solidification de la matrica,

SOItT,

bain’

il peut exister toute une gamme d’'états d'éqralitels que la concentration du bain
soit comprise entr&€ etC_, comme le montre la figure 1.3. Réciproquementosi admet

gue la concentration du matériau reste constandégade aC.__. au cours de la solidification,

bain
le changement de phase se produit dans un inted@ltempératurél, — T, appeléintervalle
de solidification Les grandeursT et T, sont appelées respectivemdrmpératures de

liquidus et de solidusGéométriqguement, il existe une zone de transil@rzone pateuse
dont la température est comprise entiget T, et qui constituée par une matrice solide
poreuse contenant du liquide occupant les intesttomme l'illustre la figure 1.4. La taille
des interstices est de I'ordre d’'une dizaine daometres. Elle correspond a la dimension des
branches secondaires des dendrgesse développent en avant de la zone pateusmureentage
envolume de solide, la fraction solidg, croit au cours de la solidification. Le dégagetmen
chaleur est réparti dans la zone péateuse. L'inllerda solidification peut étre important selon

la concentration de I'espece en solution.



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE
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Fig. 1.3Diagramme de phase d’'un mélange binaire hypo-tgtec

D’'un point de vue macroscopique, le probléme pere &aité grace a l'utilisation de
variables moyenne macroscopiques telles que lesdns liquide ou solide et I'enthalpie du

mélange liquide+solide définie comme suit :

/_)H =1051:5Hs-'-lolleI (15)
Avec f +f =1 (1.6)
et p=pf,+pf 1.7)

Oup, f.et f, désignent respectivement la masse volumique dangé| les fractions solide
et liqguide a I'échelle macroscopique. On veérifieeguorsque f,=1 (ou bienf, =1),

I'enthalpieH redevient égale a celle du solide (ou bien du diguexprimée en (1.4).



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

La variation de I'enthalpie en fonction de la temgbére est illustrée sur la figure 1.4. La

différence T, T,

bain

est appelésurfusion

Une autre conséquence importante du diagramme ake st I'existence possible de zones

liquides dont la température est inférieufe .aDans ces zones, il peut y avoir formation de

grains solides (les cristallites) par germinatiensites. Il y a alors phénoméne de nucléation.
Celui-ci croit exponentiellement avec la surfusioais dépend aussi des tensions interfaciales
liquide-solide. Ces grains en suspension dansglade peuvent refondre ou au contraire
croitre. Dans ce dernier cas, la solidificationtrseluit par I'apparition et la croissance de
grains dans le liquide : c’est la solidificatiortedéquiaxe(par opposition a la solidification

colonnaire).
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Fig. 1.4 Evolution de la fraction solidé (a) et de I'enthalpie H (b) lors de la traversédrdut de

solidification pour un alliage T désigne la température eutectique.



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

1.4 Quelques applications de changement de phasdid®-liquide :

1.4.1 Stockage thermique par enthalpie de changenteste phase

Le stockage thermique par enthalpie de fusion eitéude nombreuses études de recherche et
développement a la fin des années 1970 a causeatise pétroliére et de I'engouement pour

I'énergie solaire.
1.4.2 Matériaux d’interface

Ces matériaux sont utilisés en électronique paduiré la résistance thermique de contact aux
interfaces puces/diffuser d’extraction de la chal@onstitués par le matériau fusible seul ou
couvrant les deux faces d’'un film support isoldes, matériaux d’interface a changement de
phase se présentent sous la forme de timbres mibdas extrémement fins afin de minimiser
leur résistance thermique interne propre. La vianatolumique au changement d’état permet

I'évacuation de microbulles d’air et un mouillagarfait des surfaces en contact.
1.4.3 Induction directe en creuset froid :

L'intérét de cette technologie est de traiter dgofapropre des produit divers, jusqu’a des
températures tres élevées, sous une atmospheréléerdt sans le probleme de corrosion des
creusets de fusion. Développée initialement poutrdéement de déchets radioactifs par
vitrification, la fusion par induction directe ,ceeuset froid, est appliquée a I'élaboration de
matériaux (métaux, verre...) par fusion inductivedane structures métallique refroidie par

I'eau avec une capacité de fusion pouvant atteipddekg/h figure 1.5.

Le matériau conducteur est placé dans un champraeegnétique alternatif créé par un
inducteur, les courants induits généreés dissipamd gguissance par effet Joule : dans le cas du
verre un préchauffage I'amene a une températurd davient suffisamment conducteur.
Apres fusion, au contact de la paroi froide, ifeene une mince couche de verre figé d’'une
épaisseur dé a 10 mmqui sépare le verre fondu de la paroi, d’ou leneauto-creuset, cet
auto-creuset garantissant I'absence de corrosiom cfeuset classique ou de la pollution du

verre.

Le procédé s’applique au traitement des métauxacanes en vue de leur confinement sous

la forme d’'un lingot massif. Un laitier est en gealéjouté aux déchets lors de la fusion pour

10



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

isoler thermiquement et électriquement le creuadban fondu, figure 1.6. Dans le domaine
non nucléaire, ce procédé s'applique aux traitesnel® métaux purs ou réactif (titane,

zirconium...).

Traitemenl
das gar

hdieal Laimar -— L
W ﬁ f Couchs de produit Creusat fraid
Collacraurs 4 enrras di base &0 cours - an varre Tigd
1 de sortia de l'eau = M de Tusian autsorenset
de relroidissement F (=1 HT1

I =]
"y L1
— 1 arrs fondu —_@ =
|] [I L1 | ] I ucTaur
fI —— Indfucteur & 4]
[=1 15
:I][l I] Esu — = | e —
f Ladiar ligude Eay —= = L .
Busn o colllds
Laitier &abifilia LimgnT —
Sole relroidie

1t
u

!

Thrage continu

Crauset froid

Figurel.5 fusion en creuset froid avec tirage eantiFigurel.6 principe de la fusion directe eruset froid [4]
1.4.4 Dépot métallique :

Le refroidissement de la solidification de partesuliquides aprés impact sur une paroi se
retrouvent dans des domaines aussi variés querkgi, la projection de peinture, les
imprimantes a jet d’encres, dans le procédé d'éklum de revétement poraux par projection
de plasma et, plus recemment, en métallurgie pélabbration de petits objets de grandes
précision a partir d’'une pulvérisation : la solicétion rapide des gouttelettes permettant
d’obtenir une structure a grains fins et de rédi@nghénomene de ségrégation dans les

alliages.
1.4.5 Fusion du ceceur d’'un réacteur

Dans le scénario catastrophe de la fusion du cdemr réacteur nucléaire, le mélange en
fusion du combustible et des gaines traverse l& @ivse répand a I'extérieur pour former
avec le béton des structures un magma appelé conlen scénario fait I'objet de

développement de logiciels de simulation et d’esdaivalidation dans divers pays. L’objectif

11



NOTIONS SUR LE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

de ces logiciels, qui font intervenir la thermodyngue et la physico-chimie des constituants
du corium, est de modéliser I'étalement transitditen corium a une température de I'ordre
de2000 °Cpour décrire son écoulement vers des zones auilgire confiné et maitrisé en le
refroidissant avec de I'eau, et de répondre a segeguestions concernant 'empilement des

coulées successives.
1.4.6 Congélation en milieu disperseé :

La congélation dans les milieux dispersés concégesols et les roches, la conservation
d’aliments a I'état surgelé, la cryochirurgie etdanservation des tissus et des liquides
biologiques. Les modéles actuels de congélation dets permettent de traiter

convenablement les cas spécifigues de génie céskef@u routiers, construction sur les sols

gelés, pipelines...).

Dans le cas de la congélation des tissus biolegigde nombreux mécanismes sont encore
mal identifiés, en particulier : le transport deall entre les cellules non gelés et les espaces
extracellulaire partiellement solidifiés, et la degation des cellules soit par la solidification
de I'eau dans la cellule pour les vitesses de idifgement rapides, soit par déshydratation
des cellules aux faibles vitesses de refroidissem®vec la congélation des aliments, la
difficulté provient essentiellement de la méconsace ou de I'estimation imprécise des

propriétés physiques des aliments.

12



CARACTERISATION DU PROBLEME DE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

2.1 Introduction

La classe de problémes de transfert de chaleusagaiconsidérée est celle des problémes de
changement de phase, plus particulierement les gelnaents de phase liquide-solide
(solidification) et solide-liquide (fusion). On remnsidérera que les substances pures et on
supposera également qu'il n'y a pas de rayonnethemique, ni de génération d'énergie

interne (effet joule), ni de convection.

Lors de la solidification ou la fusion, la substarest présentée dans les phases liquide et
solide et son comportement dans chacune des pbsisédférent. D'une phase a l'autre, il y a
un changement brusque des caractéristiques phgsipida substance. De plus, pour des
problemes plus généraux, les modes de transmidsida chaleur sont différents, la chaleur
étant transmise non seulement par conduction, éggikement, par convection dans la phase
liquide. Pour bien étudier la transmission de lalebtr lorsqu'une substance est présente dans
les phases liquide et solide, il est essentieliele onnaitre la position de la frontiere séparant

les deux phases, aussi appétgerface diphasique.

Lorsque la substance est pure, la températuresitenfli est généralement connue et est egale

a la température de solidification. Cette condishexprimée par:
T(X(x9) =T, = T(X(x)) (2.1)

Ou X(x, t) est un paramétrage espace-telfxpy, z, t)de l'interface diphasique. Les fonctions

T, et T, désignent la température du solide et du liquidpeetivement.

Cependant, pour certaines substances, telles legesl et les roches, la fusion et la

solidification ne surviennent pas a une tempéradorenée mais plutdt sur un intervalle
[Ty, T] ; ces cas ne seront pas étudiés.

Dans un procédé de solidification ou de fusionjempérature évolue dans chacune des
phases et les interfaces diphasiques se déplaGantparle ici de plusieurs interfaces
diphasiques, car on peut imaginer qu'il y ait puss fronts de solidification et/ou de fusion.
Par la suitepn ne fera référence qu'a la présence d'un seultfioien que plusieurs fronts
puissent étre présent®n ne peut pas suivre le déplacement de l'interfigaeasique en ne
considérant que I'évolution de la température geuains points du domaine, la transmission

de la chaleur étant dépendante du déplacemennieffice et inversement.

13



CARACTERISATION DU PROBLEME DE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

2.2Modéle mathématique

L'évolution de la température pour une phase dordwt satisfaire la loi générale de
conservation de I'énergie. En un temps donné, dérmis un volume de contrdle matériel
arbitraire v de bordv. Dans un repere cartésien, la loi générale de ceatsen de I'énergie

pour une seule phase a l'intérieur\dest exprimée par I'équation (On utilise ici la tiota

d'Einstein pour la sommation, I'expressigdA correspond Eui dA)

%J'p(e+u—22J dv:—J' q d|A+J' W, dA+j qd (2.2)
\ av v

ov
Ou:
. aj'pedv est la variation d'énergie interne par unité depene estl'énergie interne
\%
par unité de masset o la masse volumique
d ; pu? _ L -
. aJ‘7dv est la variation d'énergie cinétique par unitéateds ;u est la norme du

vecteur vitesse ;

. —J' g dA est la quantité de chaleur traversant le bord jpir unité de surface, incluant
ov

la conduction et le rayonnement ;

. J'uia”. dA est le travail fait par I'environnement sur le boelv ; o, est le tenseur
ov

cartésien des contraintes ;

. jq"'dv représente la génération d'énergie interne
\Y

Il est important de remarquer que la valeur du fest positive lorsque la chaleur passe de

I'intérieur du volume de contrdle a I'extérieur cigui-ci.
Nous émettons ensuite les hypothéses suivantes :

* il n'y apas de génération d'énergie interne ;
* il n'y apas de rayonnement thermique ;
* on néglige la convection et les tensions de surface

» il n'y a pas de variation d'énergie cinétique ;

14



CARACTERISATION DU PROBLEME DE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

 pour des fluides incompressiblege=c,oT ou c, est lachaleur massique a

pression constanteT la température ;

* les proprietéx, et p sont constantes ;

» la substance doit é&tre homogene et la conductairojsique ;

* la conduction thermique suit la loi de Fouriertq,6i=—kg—T, ou k est la
X

conductivité thermique.

En appliguant le théoréme de transport au terme
d
a{ pc,Tdv

On a:

0 T
%J'pcpTdv:J'—('[;ip ) dv+j,0 G TudA  (u=0)
\Y \Y ov

En appliquant ensuite le théoreme de divergenceraet

T
—k—d
T

L’équation (2.2) peut alors étre exprimée a l'aldme intégrale de volume seulement.

Pour une phase donnée, on obtient I'équation

.[a('oCPT) +i(_ka_Tj dv=0 (23)
ot ox | 0x

\

Cette équation est valide en tout tempd'intégration en temps de celle-ci nous donne

I'équation :

o0t ox | ox

T{JM’Li(‘kZ_Tj dv} dt=0  (2.4)
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CARACTERISATION DU PROBLEME DE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

En notant pa¥ un volume de contrdle espace-tengosa I'équation

ja(pCpT) +i(—ka—Tj dv=0 (2.5)
ot ox | 0%

\

Elle représente la conservation d'énergie pour uonwe® de contrdle matériel arbitraire

espace-temps lorsgleseul mode de transfert de chaleur considéréaestnduction.
Lorsque I'on voudra préciser la phase, l'indifiEuide) ous (solide) sera ajouté.

Pour les problémes de fusion ou de solidificatmm,doit considérer la differenakénergie
(ou chaleur) latenteentre les phases, cette différence étant notéla pettreL. Dans ce cas,
il est préférable d'écrire (2.5) en fonction denttealpie qui sera notée avec la lettielLa

fonction d'enthalpiéd est définie par :

T

HT) = [ ¢,(Mp(T)dT (2.6)

Tref

Ou Ts est une valeur de référence arbitraire. Pour deblgmes de solidification et de

fusion,H est définie par :

I los(T)Cps(T) dT Ts Tf
HT=4" (2.7)

T

[ o.Me (MdT+p(Ng( T dRrp, | T2T,

Tref

Les parametres et c, représentent la chaleur massique pour les phageéddiet solide,
o, et p, designent la masse volumique pour les phases éctidolide. Lorsque,c,, o
et p, sont constants pour une phase donnée etOgkieest choisi comme température de

référence, cette fonction peut étre réduite a :

PC T T<T,

(2.8)
p|Cp| (T_Tf)+lostSTf P L T 2Tf

H(T)={

La fonctionH peut alors étre représentée par une fonction duent@pe que celle de

la figure 2.1.

16



CARACTERISATION DU PROBLEME DE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

Lorsque I'on introduit la définition de I'enthalmlans I'équation (2.5), elle se résume alors a:

oH 9 (_ka_T

+_
0x

— jdeo (2.9)
v ot 0x

La conductiviték n'étant pas nécessairement la méme pour les dewegph

»
»

T, T

Figure 2.1: Graphigue de I'enthalpie en fonctiotedempérature

Il est important de préciser que lorsque la demsést pas la méme dans les phases liquide et

solide, il faut ajouter I'équation de continuitériservation de la masse) a I'équation (2.9).

d _
ajv'pdV—O (2.10)

Pour tous les probléemes abordés dans ce mémoire, laitdedis liquide sera égale a la
densité du solidet il ne sera donc pas nécessaire de considégeatién de continuité (ce
travail porte principalement sur la résolution nuopdge de I'équation aux dérivées partielles

considérée et non pas sur la modélisation physigagrobléemes de changement de phase).

Comme le volume matériel espace-tesst arbitraire, la quantité intégrée dans le membre
de gauche de (2.9) doit étre zéro, la conservatimlénergie est alors exprimée par I'équation

différentielle

a_H+i(—ka—Tj -0 (2.11)
ot ox 0%

A linterface cette équation différentielle ne pedire utilisée, car la fonctio est

discontinue. Lorsque la densité du liquide égaléelasité du solide, I'équation différentielle
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CARACTERISATION DU PROBLEME DE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

oT, (X) _
on

OT(X) _
on

K K, -pLy,  (p=ps=p) (2.12)

Etablit le bilan énergétique a linterface. Cettpiation est souvent appeléendition de
Stefan.

Est déclarée comme :

Taux de chaleur enlevé de Taux de chaleur fourni Taux de chaleur libéré
la phase solide - alinterface du la phase liquide= a l'interface pendent la
solidification

La derlveea— est prise dans la direction normalea l'interface ev, la vitesse normale de
n

cette interface en un temps donné au pBint

2.2.1 Méthode enthalpique :

Le principe consiste a utiliser, pour les deux pkaane variable unique, I'enthalpi¢

comme inconnue dans I'’équation de la chaleur skldarmulation (2.11).la température est

en suite déduite de I'enthalpie par une relafi@id) du type (2.8).

Cette méthode est pratique car elle évite de déterna position du front de solidification,

ce qui peut avoir un intérét dans le cas d'unerfate diffuse avec zone pateuse

(solidification d’alliage par exemple) ou lors dea Irésolution numeérique de cas

géométriqguement complexes.
2.3 Variables adimensionnées

En 3D, dans le systeme de coordonnées cartési¢rnngsz),les équations (2.11) et (2.12)

sont données par

a_H+i(_ka_Tj+i Lo +iz(_k0_Tj:o (2.13)
ot ox ox ) ay ay) 0 0z
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0T, (X) _
on

dT.(X)
on

Et k

K, =-plLy, (2.14)

Effectuons le changement de variable suivant :

T -T

ref

* La constanteb; est une longueur caractéristique qui est souverdidenétre du
domaine de calcul.

* Trest une température de référence. Pour un proldemselidification (ou de fusion)
sur un demi-espace en 1D, cette température as€iae que celle imposée sur la
frontiére gauche.

» La variable adimensionnée est lenombre de Fourier (notée égalemerft,), qui
caractérise le rapport entre le taux de transfert ctialeur par conduction et
'emmagasinage d'énergie thermique dans le solide.

Les équations (2.11) et (2.12) s'écrivent alors:

J 2 2 2
a_H_k(dﬁ 9°6 ae]zo (2.15)

— + +
ar k|\oX 09y o7
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CARACTERISATION DU PROBLEME DE CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

et ﬁ%—% = —i\"/’

i (2.16)
k., on 0dn Ste
e 6<0
H=1{pc, 6’+ﬂi (2.17)
PL, P Ste 620

0 . , s .
an et v, sont respectivement la dérivée a l'interface |g lda vecteur normat et la vitesse
n

de l'interface dans la direction de

Le nombre sans dimensi@teintroduit ici est appel&@ombre de Stefan. Il est associé au
processus du changement de phaspieést défini comme le rapport des enthalpiesiskns
et de changement de phase mises en jeu. Le tabdledo@ne quelques valeurs usuelles du

nombre de Stefan pour des matériaux courant :

Matériaux Température de Fusi(€) | Nombre de Stefan
Glace................. 0 =0.012AT
n-Octadécane......... 28 =0.0091T
Etain.................... 232 =0.003&T
Aluminium............. 660 =0.002AT
Chlorure de sodium.. 801 =0.002AT

Tableau 2.1Quelques valeurs de nombre de Stefan [3]

Pour les probléemes de solidification, il représehimportance de lachaleur sensible

(c.(T.—-T_.) du solide comparativement a la chaleur latghle Pour des procédés de
ps\ " f ref

solidification impliquant des métaux, tels I'alumim ou le cuivre, le nombre de Stefan est de

I'ordre de l'unité et varie entre 1 et 3. Pour tobfeme de solidification, les proprieiesc, et

k ont été exprimées en fonction des propriétés phgsicqdu solide. Pour un probléme de
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fusion, on exprime généralement ces propriétéopatibn de celles caractérisant le liquide.

(k/aG)t

Le nombre de Fourier est alors donné par-———— et le nombre de Stefan par

ref

ste= o (Ter =)
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METHODES NUMERIQUES DE RESOLUTION DU PROBLEME ET SOLUTION ANALYTIQUE EN 1D

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on discute des principaux schéma®riques qui sont utilisés pour la
résolution de problémes de changement de phaspluBgon présente la solution analytique

pour le probleme en 1D.
3.2 Méthodes numériques

Comme il n'existe des solutions analytiques a #équo (2.9) que pour quelques cas en 1D,
divers schémas numériques ont été utilisées psoudeée cette équation. On peut regrouper

ces schémas numeériques en deux catégories priesipgls, 6] :

* les schémas numeériques avec maillage fixe ;

* les schémas numeériques avec maillage mobile (“tranking methods").
En ce qui concerne les schémas avec maillagel&xmmsition de l'interface ne correspond pas
nécessairement a un nceud en 1D ou a un ensemigiiesi'an 2D. Dans ces schémas, on tient

compte de la chaleur latente

« En définissant une variable d'enthalpie totdléenthalpie volumiqueJm?) ou une
variable d'enthalpieh (enthalpie massique)Jkg']) pour ensuite déterminer la
température a partir de celle-ci,

* ou bien en remplacant le coefficient de chaleursigag constant par un coefficient de
chaleur massique qui est en fonction de la temp&raf{méthode de capacité
thermique) et qui prend une valeur trés élevéeftidiere liquide/solide,

* ou bien en introduisant un terme source.

Une description exhaustive de ces schémas numérigse faite par Voller [7]. Le
désavantage majeur de ces schémas est la limitdéda précision lorsque l'interface est
présente sous la forme d'une discontinuité [8,9 &#émas numériques peuvent cependant
étre facilement utilisés lorsque le changement das@ se produit sur un intervalle de
températurdrégion pateuse)plutdt qu'a une température donnée. Les schéemaseailage

fixe ont été utilisés efficacement pour des prolderhD, 2D et 3D incluant la convection, la

gestion de régions pateuses et |'évolution de Rstrt@tures.
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Dans les schémas avec maillage mobile, la posioltinterface doit toujours correspondre a

un nceud ou a des arétes du maillage. Pour ob&nésaltat, on utilise :
1. des coordonnées curvilignes,

2. 'adaptation du maillage (le remaillage a chades pas de temps),
3. ou le déplacement automatique du maillage.

Lacroix et Garon [10] ont utilisé un changementderdonnées qui immobilise la position de
I'interface dans l'espace des nouvelles varialie®nt pu ainsi résoudre des problemes de

changement de phase ou la convection est le madadot de transfert de chaleur.

Pour des problemes de solidification, Ghosh et Myyofl1] ont utilisé un maillage fixe dans
le liquide et un maillage se déplacant dans urectiom imposée dans le solide. Afin d'éviter
de remailler lors de lintroduction de nouveaux deedans le domaine du solide, ils ont
utilisé un pseudo-domaine comme banque de nceudsa@&@ads pénetrent au besoin dans le

domaine du solide sans avoir & changer la conritgctiv

Les auteurs se sont limités a des problemes oengpédrature initiale du liquide est la
température de solidificatiofprobléemes a une phase)ls n'ont donc pas eu a discrétiser la

phase liquide.

Yoo et Rubinsky [12] ont utilisé une méthode de adlage automatique a la fin de chacun
des pas de temps. Pour chacun des pas de tempssiton de tous les nceuds est fixe.
Lorsque le champ de température est connu surléodbmaine, la position des nceuds de
l'interface est calculée pour satisfaire dandition de Stefan (équation (2.12)). Tout le
domaine est ensuite remaillé en fonction du déptace: de l'interface.

Lynch, O'Neill et Albert [13,14] ont beaucoup cdbte & l'analyse par éléments finis
déformables des problémes de frontiere libre. Danscle de Lynch et O'Neill [15], qui

traite de problemes de changement de phase ene&lguteurs ont introduit un maillage
pouvant se déformer au cours d'un pas de tempsnetidn du déplacement de l'interface. Le
déplacement de celle-ci est traité comme une Marimoconnue. Dans deux articles portant
sur des problémes 2D, Albert et O'Neill [13] onilisé une technique de génération de
coordonnées curvilignes appelée "transfinite magpi@ette technique permet de modifier le

maillage en fonction des frontieres des sous-doesailiscrétisés, un sous-domaine par phase.
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Le probleme de changement de phase est alors ¢@iéne un probléeme de frontiere libre
délimitant les sous-domaines solide et liquide.cEmui concerne le déplacement des nceuds
formant l'interface, la variable qui détermine épldcement est la vitesse des nceuds dans des

directions imposées.

Bonnerot et Jamet [4] ont probablement été les @msna utiliser une méthode d'éléments
finis permettant le déplacement des nceuds d'unageilespace-temps (2D en espace). lls
considérent l'interface comme une ligne polygorddat les segments correspondent aux
arétes de leur maillage. A chacun des pas de tdegpapeuds se déplacent en fonction d'une
vitesse locale et dans des directions imposées: tagmulation espace-temps permet le
déplacement de tous les nceuds du maillage a cll@supas de temps. En ce qui concerne les
problemes résolus dans cet article, les seuls nceadges sont ceux de l'interface. Les autres
nceuds peuvent étre déplacés aprés la résolutiogystéme d'équations en fonction du
déplacement de l'interface, ou bien on peut efegctin remaillage complet périodique a
I'extérieur de l'interface. lls ont abordé des pgoles a une phase et n'‘ont pas résolu des
problemes ou la température est inconnue danshbesep liquide et solid@roblémes a deux

phases).

Les schémas numériques avec maillage mobile jusqmeédntenant développés sont

habituellement plus complexes a mettre-en-ceuvregue avec maillage fixe.

De plus, ils sont mal adaptés aux problemes ougiusfront de solidification ou de fusion,
ils sont présentée et a ceux ou le changement deepbe produit sur un intervalle de

température.

Les avantages et les désavantages des schémasquaséui utilisent une approche avec
maillage fixe ou maillage mobile sont discutés déarsicle de Ghosh et Moorthy [11]. Une

description de plusieurs de ces schémas numérepiesfectuée par Crank [16].

Il parait essentiel de développer un schéma nuraérgui permet d'obtenir la précision des

schémas avec maillage fixe.
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3.3 Solutions analytiques en 1Pcondition de type de Dirichlet

L'existence de solutions analytiques se limite algues problémes simples. Les solutions
analytiques pour des problemes de fusion et ddiBcdition sur un demi-espace de longueur

infinie sont ici présentées.
3.3.1. Probleme a une seule phase

Considérons un demi-espace de longueur infinietehgpérature initialdt sur tout le demi-

espace est constante.

La substance est présente sous forme solide. Lizeramare a la frontiere gauchex(a 0) est

soudainement élevée a une températweTs.
Le solide commence par conséquent a la fusion. bartas la température dans le reste de
solide est constante=T,, ainsi la distribution de la température doit &aéculée seulement

dans la phase liquide. On le suppose que le licuidemé en fusion reste immobiles.

T TliquideT (x 9

L'interface
[
[

I::>
Déplacement

Flux de |

chaleur i X(t)

»
|

X

Figure 3.1 : Fusion du solide semi-infini avec la conductiams la phase liquide seulement
La formulation mathématique pour un probleme defusst la suivante :

Dans la région liquide

an _, o1

= O<x< X(1); 3.1
Fraalrw: X< X(1) (3.1)
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Condition initial:

T(x0=T,  x=0,t=0; (3.2)
Condition au limite

T,(0,t)=T, x=0,t>0; (3.3)

Conditions a l'interface

T, (X(),)=T, x=X(t),t>0 (3.4)
K, (alj = ot O — x>0 (3.5)
1) [X ()] t

Oua =L est la diffusivité thermique.
PC,

La solution sous la form&, (x,t) = T, + Aerf X
) 2|at

A l'interface :

X=X(0) T,(X(0,0=T =T, =T+ Aerf{ e J

2Jat

X (t)

2t

On poseAd =

Tf _To
erf (/1) '

Alors T, =T, + Aerfd ') doncd =Cst=> A=

Finalement le profil de température est donné par

erfc(x]
2,
Te(X.t)ﬂB‘("B"F)T/f)/t (3.6)
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3.3.1.1 Détermination ded’

Le bilan sur l'interface =k, (@j =pL
X Jx

dx (1)

et on a déja

erfc(}
2)at
) =T~(5-T)—F =

, on dérive et remplace :
efr(A')

14

Ste

Ae erf() =7
m

(3.7)

A en fonction deSte ,pour 0 < Ste < 5,est donné sur la figure 3.2

) ] ] | ] | ] ] I
2 i
[v 0}
© |
/ © | i
N e i
< _ |
o
. i
N |
. J
(=] ! | I | I | T I T
0 1 2 3 4 5
Ste
Figure 3L2 racine A de I'équation 3.7
Alors :
+ Position de l'interface X (t) =21\/at (3.8)
p2
e Temps d'arrivée au point pr(p) = 5 (3.9)
4a,1
» Vitesse de l'interface v(t :m =M (3.10)
dt at

 Flux de chaleur\/nf) au pointx, au temps obtenu & partir de Fourriex €S(t) :
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—x?

k(T,-7) ¢
erf()l')\/n\/ﬁ

+ Quantité de chaleudfnT) arrivée poinp, entre0 et le temps par intégration :

Ax 1) =

(3.11)

Sk D [y2 -p’
k (To-T.) —eﬁ”+2e“”” T+ p/r’r( erfd) - el J'Z_T)]J

Q(p. 1) = (3.12)

erf(A)a,Nm
3.3.2. Probléme a deux phases :

Considérons un demi-espace de longueur infiniegtehgpérature initiald; sur tout le demi-
espace est constant et est différente ou égale wempérature de fusioh. La substance est
présente sous forme liquide (ou solide). La tempéeaa la frontiére gauche est soudainement
abaissée (élevée) a une tempéraiwge T (T o> Tf) et il y a solidification (fusion) a partir

de la positiorx = 0.

A
T |
|
Solide : Liquide
T
T|(X,t)
|
: L'interface
|
To | de changement de phase
|
i >
0 X(t) X

Figure 3.3 Solidifications du demi-espace liquide avec catidm dans les deux phases

La formulation mathématique pour un probléeme dalBation est la suivante :
Région solide

0T, 07T,

—a.—=,
ot )G

<x< X ()t>0 (3.13)
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Région liquide

2
a;[=a,%-|;, x>X ¢)t>0 (3.14)
- 0X

Condition initiale:

T,(x0)=T,x=0,t=0 (3.15)
Condition au limite

T.(0,t)=T,, x=0,t>0 (3.16)

Conditions a l'interface

T,[X(0] = T[ X(d] = T, x= X(t),t>0 (3.17)

ks(aTsj _k/(aT/j = ot O - x.t>0 (3.18)
[X ()] [X(®] dt

o0x &

Oua =Test ladiffusivité thermique. Le développement de la solution de ce probleme est
Py

détaillé dans [17]. Les profils de température stumnés par :

X
T.(xt)=T + Aerf
s( ) 0 (2\/751:]

Qui donne la température du solide et

T(x)=T+ Berf{ X J
“ 2\at

Qui donne la température du liquide.

La condition (3.17) conduit alors a :

X X
T, + Aerf =T+ Berf¢c —— | =
° [240;} ! { aﬁ} !
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Cette relation doit étre vérifiée pour tout lesewak de t, on déduit que(t) =1 \/a,t

Ou A est constante. En tenant compte de cette formX(fe I'équation (3.18) permet

d’écrire :

-A2 -A"2

k,Ae' _ kBE" _ LpA'

N

Les constanteA et B sont déterminées par les équations

(3.19)

T, - T T, -7
A=——etB=——F———
A A
erf| — erfc| —
2a, 2q,
Alors les profils de température sont donnés par :

X

2@] (3.20)

T(xt)=T,+ Aerf(

Qui donne la température du solide et

_ X
T(x)=T+ Berfc{z\/a_gt] (3.21)

La positionX(t) du front de changement de phase se calcule firglepar :

X(t)=A'Jat (3.22)

Pour un probléme de solidification, le paramétreest une racine de I'équation :

A2 A

(TO_Tf)Ige - + (T_ I)ke( +'0L2\/7_T:O (3.23)
(as)%erf /‘1 (al)%erf -
20,2 20,2

S
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et pour un probleme de fusion :

A A
- 4a, _ aa, .
(-T)ke™  (T-T) ke _,0L/12\/7_T:O (3.2
(a, )% erf| (as)% erf|
20, 207

S

Ces deux derniéres équations peuvent étre résalumgriguement avec une méthode de
Newton.

3.4 Solution approximative en 1D, condition de Neuamn

Considérons un demi-espace de longueur infinidalament la température sur tout le demi-
espace est constante et est égdlelbs'agit d'un probleme a une phase et la tempesahu
liquide (solide) reste égale a la température dmfu On impose alors une condition de flux
sur la frontiere gauche du domaine et il y a sfitidiion (ou fusion) a partir de la position

x = 0. La formulation mathématique pour un probléeraealidification ou de fusioest la

suivante :
aT, 0°T,

S=q S O<x< X(1),t>0 3.25
T(x0)=T, 0<x< X(1),t>0 (3.26)
-k, (an (O’t)j =q, (g, estune constante) (3.27)

) 0Xx [X (0]

T(xt)=T x> X(t),t>0 (3.28)

T.(X(1), =T, x= X(1),t>0 (3.29)

K, (ﬂj :me x=X(1),t>0 (3.30)
L ox [X(1)] dt

Pour ce probleme, le profil de température du sdfiiduide) est donné par

w\2 “\4
o gox (@) (R eaad) (o)) (¢ 127 120 2¢)
T(x)=T + % K ip + oka Ep7 +.. (3.31)

S
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et la position de l'interface est donnée par

ale_|afe saft siaf't ool

X(t) =
® Lo 2a0° 6alL%p® 2&x1'p’ 12ar LP°

+... (3.32)

3.5 Exemple de fusion d’'un glacon

Pour établir les résultats analytiques nous chemsis la fusion de la glace a une seule phase a
partir d'un état isotherme (T= 0°C).

Les valeurs numériques des constantes utiliséascearas sont les suivantes :
k =0.6 W/mKp = 1000 kg/n"i,cp = 4180 J/kg, TEO °C, TO=-30 °C, Ste = 0.378.7]
La constantel vaudra donc 0.369871.

. La distribution de la température

8]
o

-y
o

______________________

Ternperatura (°C)

L]

__________________________________________________

__________________

R S it S et
20 fd e

1] S I - 5

| | | | ] I
] S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Temps (sec)

Fig.3.4L’évolution de la température au cours de temps
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Position de l'interface

L'éq. (3.8) donneX (t) = 24'Jat

0.015 T

0018 A R

Position(m])

__________________

717 SRR NN SRR SRR RO

! Linterface X(t)
D012 frmmmmmmmdomec oo Tl

_________________________________

N T = o N N
III.IIIIIIEI———-——-———ﬂi ------------------------------------------------------------
00 D < T NS O SO M
0.004

0.00z2

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

1] 400 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Temps (sec)

Fig.3.5la position de I'interface

. ; L dX() _al _Aa
Vitesse de l'interfaceA partir de I'ég. (3.10) on av(t) = = =
p g. (3.10) (t) TR e

3.5 T

Yitesse (mis)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

temps (sec)

Fig.3.6la vitesse de l'interface solide-liquide
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ls(To—Tf)e?*:i

erf (A W at

Flux de chaleur (W/A): L’éq. (3.11) donneg(x,t) =

o 14000 T T T T T
£
=
P | s JAp Pt SRR _
=
L
‘]DDDD _________ demmmmmmm e m i — - R demmmm el e —m - Lemmmm e —
N e,
AL/ o S T e —
7% S VAR NN SRS WS SRS S -
2000 S L s SRR .
i
] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
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Fig.3.7 Le flux de chaleur
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4.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la description en 1D d'urveau schéma numérique de résolution des
éguations aux dérivées partiellés,méthode de pas de temps varialilette description est
grandement inspirée du mémoire de maitrise d’OZi$8] ou le schéma numérique est
présenté en détail pour le traitement de discoiéalen 1D. La méthode est ici présentée
pour le probléme particulier de la résolution éguiation de la chaleur pour des problemes de
changement de phade condition de type de Neumann.

4.2 Cadre générale :

Considérons la figure 2.3 ; pour un probleme deldigiation aune seule phase

T : :
LTy |
T(x1) : :
Convection : : Isolé
Solide | Liquide |
h T, : | ou
/ : : Condition de
To L’intérface : symétrie
I | .
0 X(t) B y

Fig. 2.3 : La géométrie pour un probleme de lad#fatation de seule phase

La formulation mathématique pour ce probléme est :
Région solide
—=—— 0<x< X(1),t>0 (4.1)
a
Condition a la limite:
oT

—k&:h(Tw—T) x=0,t>0 (4.2)
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A l'interface:

T(xt)=T, x=X €)t>0 (4.3)

ka—T=pr x=X({),t>0 (4.4
1) 4 dt

4.3 Approximation de différences finies

L’approximation de différences finies de I'équation (4.1) a (4 gf)decrite ci-dessous.

4.3.1 Equation de chaleur (4.1)cette équation approchée avec les différencessfimous

préférons la méthode implicite et en écrive I'@gl) sous la forme :

n+l n+l nl
T 1 _21; + T+1

] -7
(ax)°

At

n

=1 (4.5)
a

Nous sommes adoptées la notation suivante
T(xt)=T(Axt)=T"
L'équation (4.5) est réarrangée comme

I:_rnTi_ln+1+(1+ 2rn )Timl—l’T- ml}(p) :-I-in (46)

n' i+l

Avec l'exposantp au-dessus de la parenthése se rapporte de p-éat@itget le paramétre

e alt
r, est définie commg =—=-, n=1,2,3,..et At =t , -t

(&%)

4.3.2 Condition a la limite ax = 0: condition de limite de convection I'éq. (4.2) eSarrangé

a—T= HT - HT, avecH =h/k
(o)
n+l _ 7 n+l
Et alors discrétisé comme:——2— = HT,""* - HT,

AX
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Ce résultat est réarrangé sous la forme
[T (1 HAxTO“”)](p) =~ HAXT, (4.7)

L'équation de différences finies (4.7) est de pezndrdre de précision. Une expression
d'ordre deuxieme développée ou bien en utilisantancept des nceuds factice ou bien
appliguant lI'approche de volume de contréle pociune la capacité de chaleur de volume de

controle.

4.3.3 Condition de l'interface: la condition de continuité de température ddliface, I'éq.

(4.3) est écrit comme

T

n+:

=T, =Température de fusion

Qui est toujours valable. L'équation d'équilibréndrgie de l'interface (4.4) est discrétisée

comme :

n+l n -7/= =" 4.8
AX k At (48)
Qui est réearrangé dans la forme :
(p)
. AX)?
o J o = 21| 0 (4.9)
K| T —-T

DepuisT ,,"* =T," = La température de fusion

4.3.4 L’algorithme de détermination le Pas de Temps

Nous décrivons maintenant l'algorithme pour la ohéteation du pas de temps,, l'interface

déplace exactement une distahge

4.3.5 Le pas de temps du dépait,: Une expression explicite développée pour de caleul

premier pas de tempst, comme suit :
Donnen=0dans I'éq. (4.7) et (4.9) et élimindg' et noter qué' =T, .
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_ pL Ox(1+ HAX)

AvecAt, =t —t,.

4.3.6 Pas de tempd\t,: nous ajoutons =1,n =1 dans I'éq. (4.6) et note qUE' =T,” =T,

alors I'éq. (4.6) devient

[—rlTO2 +(1+ 2r1)T12](p) = (1+ rl(p))Tf* (4.12)

Et la condition de limite est I'éqg. (4.7) poar=1 nous obtenons
[-(@+HM) T2+ ]” = HAXT (4.13)

Pour résoudre I'équation (4.12) et (4.13) pdyletT*, La valeur derl(p) est nécessaire, mais

rl(p) défini par I'éq. (4.6) dépend dq(p). Donc, la solution a besoin des itérations. Pour

commencer les itérations, nous avons placé
0 —
ALY = At

Alors rl(o) est déterminé a partir de I'éq. (4.6), I'éq. (3.3t résolu pouiT,' etT,?pour
connaitrd,?, Atl(l) est calculé de I'éq. (4.9). Les itérations sonttinoges jusqu'a ce que la
différence entre les deux étapes consécutives MQ#Atlp+l—Atlp‘ satisfasse de critere

indiquée d'une convergence.

4.3.7 Pas de tempAt,: les résultats ci-dessus sont maintenant utilg#ss 'algorithme

suivant pour calculer le pas de temischaque niveau de temipsn = 2, 3,..

a) Le pas de tempat, au niveau de temps n=2,3,.. sont calculés par itération. Une
valeur de conjecturﬁtn(o) est choisie comme

At © = At

n n-1?

n=2,3,. (4.14)
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Le systéme des équations de différences finis ,(4457), ainsi que la condition (4.8) sont

résolus pouri = 2,3,,n en mettantp=0 et une premiére évaluation est obtenue pour les

températures nodal{é’i”*l](o) pouri=1,2,..n (4.15)
Nous notons que le systéme des équations estatjoedal, par conséquent aisément résolu.

b) Les valeurs d{'l’i"*l](o) obtenu a partir de I'ég. (4.15) sont introduitsigldiéq. (4.9)

pourp =0 et une premiére évaluation pour le pas de te!mﬁéest déterminée.
C) Atn(l) est utilisé comme valeur de conjecture et I'ét@e (b) sont répétées pour

calculer une deuxiéme évaluation pour I'étapeetepsit @ .
d) Les étapega), (b) et (c) sont répétées jusqu’a ce que la différence erox gas de
temps consécutiv#&tn(pﬂ) —Atn( Pl satisfasse le critére indiqué d’'une convergence.

4.3.8 Exemple de résolution :

Considérons un probléme de solidification d’'unde@hase pour un liquide initialement a la

température de fusidh’, confiné a la régiod< x<1. La solidification a lieu en raison du

refroidissement convectif sur la surface de fraetke= 0. Tandis que la surface de frontiére a

x =1 est isolée.

On donne la formulation mathématique de ce problé&mes la forme adimensionnels

comme :
Région solide

0°T 10T
—=—— dans X x< t>0,
ox*> a ot X9

Conditions aux limites

oT

-——+10T =0

()4
a—T=0 x=1,t>0
0Xx
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Condition de I'Interface
T(xt)=lax=9,t>0

oT _dY) .

—=—— ax= >0

0X dt =9

Ce probléme a été résolu par Gupta et Kumar (1881itilisant I'approche de variable de pas
de temps. Les valeurs numériques de divers parasnafparaissant dans cette équation sont
déterminées en comparant la formulation mathémetdp cet exemple a cela indiquée par

égts. (4.1) a (4.4), nous trouvons :
T, =1,H=10,T, =0,a :1,% =1. Et le pas d'espace est choisi condixe 0.1

4.3.9 Résultats :

Nous écrivons un programme de Matlab de notre dilgne de ce probléme qui donne les

résultats suivants :
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|

La temperature
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' ' ' ' ' ' '

0.55

Figure 3.3L’évolution de la température pout t €0.1
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Par exemple, le premier pas de tedips l'interface mouvant deX(f)=0 au X(t)=0.1, est
déterminée par I'éq. (4.10).
La solidification commence a la surface de fromtieeO a cause de la convection et les

mouvements de linterface solide-liquide ®e0 au x=0.5 dans un intervalle de temps

At alors cette partie est solidifiée et l'autre padigrex=0.5 etx=1 est liquide comme

illustré dans la figure. Alors en montre dans eepte exemple que l'interface solide-liquide

et en mouvement

Termperature

- A R T AR S A R
0.1 nz 03 0.4 05 IN5] 0.7 s 0o 1
Position 5

Figure 3.4 L’évolution de la température pouX t €p.5

Et pour les autres positions d'interfaggt) en introduire les résultats sur la figure suivante
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Témperature

Lintarface X({f)=1

———————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________

0.5 0.6 07 0.8 0.9 1
Fosition ¥

Figure 3.5L’évolution de la température pou¢(t)

La figure 3.6 présente I'évolution de la tempémfau cours de temps

Temperature

021
0.0z 0.04 0.06 0.05 0.1 012 014 0.16
Temps [sec)

Figure 3.6 'évolution de la températust.
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Pour illustré les résultats des températures ectifomdet etx en méme plan

08

Ternpérature

067

04d.-"

0.15
0.1 temps (sec)

05
i position

Figure 3.7 I'évolution deT(x,t)
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PRESENTATION ET RESOLUTION DU PROBLEME DE STEFAN EN 2D

5.1 Introduction

La complexité du probléeme de changement de phas® par cette étude nécessite donc
'emploi d’'une méthode enthalpique. Il faut touiefmoter que les méthodes enthalpiques
n'ont pas toutes acquis le méme niveau de perfawtiment et de robustesse. La méthode
développée par Voller et ses collaborateurs [7drcdété choisie. Cette technique utilise un
terme source approprié dans I'’équation d’énergie @dé refléter I'évolution du changement

de phase. Plusieurs auteurs I'ont confrontée avexes [19,20] a des résultats expérimentaux
sur le changement de phase en présence de comveetiarelle et pour divers MCP (acide

caprillique, cyclohexane, étain, gallium et octae).

5.2 Objectifs

Les objectifs visés peuvent se résumer a:

1) Approfondir les connaissances actuelles du pinéne de changement de phase.
2) Modéliser, simuler et analyser le phénomenehd@gement de phase.

5.3 Problématique :

Soit un métal pur (Gallium) contenue dans une emeeiectangulaire de hautearet de
largeurb (Fig. 5.1). Les parois verticales de I'enceintatsmaintenues a une température
uniforme alors que les parois horizontales sontsiclemées comme étant adiabatiques.

Initialement, le métal solide et les parois velsasont a une température uniforie
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Figure 5.1 Représentation du systéme physique

Tel queTp < Ty, T; étant la température de fusion. Au terhps0, Le processus de fusion est
initié en imposant soudainement a la paroi verict gauche une températilieg ou

Te>Ts
5.4 Hypotheses générales

Dans le présent modele, les hypothéses suivamepgsées:

1. Le probleme est bidimensionnel et transitoire.

2. L’enceinte est parfaitement isolée.

3. La conduction dans les phases solide et liquidevid@iP et dans les parois
(lorsqu’elles sont présentes) est prise en compte.

4. Tout autre phénomene de transfert de chaleur (cotenmrayonnement) est
négligé.

5. La loi de Fourier est retenue pour décrire la catidn microscopique.

6. La dissipation visqueuse est négligée.

7. Les propriétés physiques du MCP et des parois smmgtantes mais peuvent
étre différentes d'une phase a l'autre pour le MCénhductivité et chaleur

spécifique).
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5.5 Hypotheses reliées au changement de phase

8. Une méthode enthalpique est retenue.

9. Le MCP est parfaitement pur. Il n'y a pas de budlesr emprisonnées dans le
MCP et le changement de phase est isotherme.

10.Le MCP est homogene et isotrope.

11.Aucune parcelle de MCP solide ne se détache ptairdans I'écoulement tant
gu’elle n'est pas entierement fondue (pas de paetien suspension).

12.Le MCP solide ne tombe jamais (immobilis€) mémk est complétement
entouré de liquide.

13.L’expansion (ou la contraction) du MCP occasionpa&esa fusion est négligée

5.6 Notes sur I'hypothése de la constance des progtés physiques

Il est justifié d’utiliser des propriétés constantlans la mesure ou la plage de température est
relativement faible. Or, les excés de températersant justement pas intéressants pour les

applications de dissipation de chaleur comme pesidispositifs de stockage. Cependant, les

propriétés varient parfois de fagcon considérablene’ phase a l'autre. C’est pourquoi le

modele permet I'usage de propriétés différentes pbague phase.
5.7 Notes sur I'hypothése de I'immobilité de la phse solide

Il est clair ici que les prédictions du modéle sérerronées si cette condition n'est pas
vérifiée. Il est raisonnable de supposer que le M@lRle adhére aux parois méme si la partie
inférieure de I'enceinte est complétement fonduepddant, lorsque la cavité est chauffée
des deux cotés (symétrie), il est possible de uetnodes régions solides entre les sources de
chaleur completement entourées de liquide. |l deenau moins possible de constater qu'une
configuration donnée mene a ce genre de situabti@m que le modele soit alors inapte a
poursuivre le calcul correctement. Dans |'étudeama@trique, ces cas devront étre traités
spécialement s'ils sont intéressants eu égardlgagtids fixés.
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5.8 Formulation les équations :

Respectant les hypothéses présentées ci-dessusmanxp I'équation de I'énergie se
présentent sous forme enthalpiqgdérfonstration en AnneX&), dans un repere cartésien,

comme suit;

2 2
1(@+2AH):6_?+6_? (5_1)
al\ot ot ox= ay
Condition initiale:
h(x,y,0)=h x=0,y=0 t=0 (5.2)

Conditions aux limites
h(0,y,t)=h, x=0,y=0 t>0 (5.3)

h(x,0,t)=h, x>0,y=0 t>0 (5.4)

aih(xo,t):o x20,y=0 t>0 (5.5)
y

aih(x,H,t)=O x20,y=a t>0 (5.6)
y

5.8.1 Variables adimensionnées :

La transformation des variables dépendantes eperdiantes des équations de conservation
et de leurs conditions frontieres en variables sdingensions, c'est-a-dire en variables
normalisées par rapport a certaines valeurs caistcj@es, permet de spécifier les conditions
du probleme a l'aide d'un nombre restreint de per&® et facilite grandement la validation

des résultats. Les variables sont adimensionnélkesfdeon suivante:
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AH*:|A_|—H,AH =H, AH’

f

En substituant ces expressions dans I'équationed¥m et leurs conditions initial et limites,
on obtient alors :

a * a * — 2 * 62 *
—h+—AH = —h+—Hh (5.7)
oF,  OF, 0& on
Avecd =2
b

Conditions initial et aux limites

h'(&,7,00=h, §¢&=20n7=0 FK=0
h'(0,7,R)=h, ¢é=0n7=20 FK>0 (5.8)
h'(§,0,R)=h, ¢é=207=0 FK>0 (5.9)

aih*(f,o,Fo)=o £207=0 F>0 (5.10)
7

aih*(f,l,Fo)=o £20/7=1 FE>0 (5.11)
7
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5.8.2 Discrétisation :

En discrétiser notre probléme de différence fihiapproximation de différence centrée aux
dérivées spatiales, et des approximations de diffar en aval aux dérivées de temps sont

habituées discrétise a I'équation (5.7).

Les approximations de dérivées partielles sont :

Bz i (5.12)
oF, AF,

5 AH' ™ —AHT "
9 AH = j y (5.13)
oF, AF,

2 R, ™R M -2h ™

0 i i+1,] i-1j . i (5.14)
0¢ (2¢)

2 * h*- . n+l + h*- H ™ ZH i ™

a 2h - i,j+1 |vJ_12 ' (515)
on (A

Substitution les équations (5.12), (5.13), (5.14)(®15) dans I'éq. (5)7 précédents:
(h*ijnﬂ_h*ijn AH*i‘in-ﬂ._AI_rijn]
' I+

AF, AF, 516

(d)z h*i+1,jn+1 + h*i—lj n2+1 _Zﬁi j ™ + ﬁj,+1nEl + ﬁj,—lz& _zr’i]iv "
(8¢) (87)

Donc, la forme implicite de I'équation de différerfinis pour un nceud intérieijij est :

Z(d)zAFo + 2A|:0 Jh N+l

O
AF, (
(A7)

h" :AH““”. —~AHT, +(1+

_ 2(d)2AF0 (hn+1_ — hn+1 )_
Il

(Af)z i-1j - hmilj —1)

hn+1

ij+
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Les équations de différence finis pour les nceudsfrdetiere sont tirées d'une fagon

semblable.
* Noeuds de frontiére»x=0 avec condition a limite de la premiére espéce (Teatpee
imposeé):
h" . =h (5.18)
* Nceuds de frontiere a=b avec condition a limite de la premiére espéece {@@ature
imposeé):
h" = h, (5.19)

* Noeuds de frontiereya0 avec condition de limite de la deuxieme especde@3o

2(d)2AFo + 2A|:0 Jh n+l
(ac)  (an)*) " (5.20)
_Z(d) AzFO (hn+li—12)_ AFOz (hn+1i+11
(8¢) Y |

h , =AH™.  -AH' 1+(1+

- hmli— 1,2)

* Noeeuds de frontierey&=H avec condition de limite de la deuxieme espécéé@o

2(d)2 AF, N 2AF, ]h e
(AE)Z (A/’/')Z YN (5.21)
_M(hnﬂi N—l) - 2 (hn+1i+1N
(84) - (an) |

h \ =AH™  —AH" +(1+

_ hn+1

)

Les équations de différence finis précédentes saptimées dans une forme commode,

n+l

cependant avant le codage, ils ont été rearrargés@soudre de ;

Toutes les équations précédentes doivent étreataisf
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Cependant, on a empiriguement montré qu'un cet&amps doit s'écouler avant que les
courants de convection ne soient établis pour demiatransfert de chaleur par conduction.
Bénard, Gobin et Martinez [21] déterminer par eipwres que le temps de transitioty,,

Pour le régime de la couche limite pour établir déen région liquide pour le début de

convection donner:

Ste p,

1
t, = 4.59{ﬂ9‘§ma 2]

5.8.3 L'Algorithme :

Pour programmer cette discrétisation alors noudvats I'algorithme, au début de
l'algorithme,Sur un pas de tempka position des chaleurs latentes prend la valeupas le
temps précédent. Pour chaque itérationGadeiss-Seidelles équations de position pour la
chaleur sensible sont résolues. Apres résolutienthlalpie sensible de chaque position est
ajoutée a la chaleur latente de cette positionisamae I'enthalpie sensible pour amorcer la

fusion, c T est soustraitdH,,,, =AH,; +h, —¢ T .

Un volume de controle est dans la phase solidg, st ¢, T, etAH,; =0, et est dans la phase
liquide sih ; > ¢, T, .EtAH, , =L, alors les corrections suivantes sont faites alaéétation
suivante. SAH, ; <0, donneAH, ; =0, et siAH,; >L, donnedH, ; =L. Si le volume de

contrble est changé la phas®l. pour ce nceud reste comme déterminé par I'équation

dessus, c'est continué jusqu'a la convergence, olavecgence est réalisée quand

hn+l _ hn+l

oy i; est moins d'un numeéro indiqué. Sur les procegséuatifs de la convergence

de Gauss-Seidefur un pas de tempkes nodales des enthalpies sensibles pour cames|

de contrdle subissant un changement de phase segatgs & T, avec la chaleur latente

dans lagamme<AH < L.
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5.8.4 L’organigramme :

Démarrer

d
<«

A 4

(aH,; )ml = (aH,, )n

»
»
A

y

n+l

Résolvez pour(h,j )p

n=n+1

(aH,, )™ =(aH, )" +(h, )pm_‘% t

No
\ 4 .
= Oui
p=p+l Converge ? 5| n=Temps total ?
Oui ! No
n+1 n+l .
«— (aH,) =0 | (8H,;) ., <02 (Solide)
. No
Oui v
n+l n+l . .
< (AH”)p+1 =L (AH”.)FHl >L? (Liquide)
No
Y

0< (AHU ) ln+1 < L ?(Changement de phase)

P+
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5.8.5 Simulation du modele:

Le modéle que nous venons de présenter est upiisé simuler la fusion du gallium. Ce
métal pur a été choisi parce que des expériere@sstbn en laboratoire ont déja été faites et
sont présentées par Beckermann et Viskanta [22}e @xpérience a été réalisée pour une
cellule rectangulaire d'une hautduet d'une largeua de 10 cm Les parois nord et sud sont
parfaitement isolées, la température de la paresoest d81°et une température initiale

To = 27.8°C.Les propriétés physiques de gallium sont préssrdéns le tableau 5.1.

Propriétés Solide Liquide
k (W/m.K) 41.0 25.5

Co (J/kg.K) 377 398

o (kg/nt) 5910 6090

L (I/kg) 559400

T: (°C) 29.7646 29.7646

Tableau 5.1 Propriétés physiques de Gallium [23]
Nous écrivons un programme solatlab de ce probleme, En utilisant un pas de

tempsAt =1sec. Le temps total simulé est de 58€cs Maillage de nceuds 21 x 21.
5.8.6 Résultats et discutions

Les figures (5.2-3-4) représentent le déplacemeritinterface solide-liquide en fonction du

temps, l'interface solide-liquide étant une ligpatherme,

53



PRESENTATION ET RESOLUTION DU PROBLEME DE STEFAN EN 2D

Linterface solide-liguide

4295

Fig.5.2L’évolution de la températureta50 sec

Linterface solide-liquide

—429.5

Fig.5.3L’évolution de la températuretal00 sec
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Linterface solide-liquide
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Fig.5.4L’évolution de la températureta300 sec
Linterface solide-liquide
B
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A
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Fig.5.4L’évolution de la températureta500 sec

La figure 5.5 illustré la vitesse de l'interfacelide-liquide au cours de temps, la vitesse
commence par une valeur 86 mm/seet diminué au cours le temps jusq0:@5 mm/sea

un temps final&00 sec
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Fig.5.5La vitesse de l'interface solide-liquide

D'un point de vue transfert de chaleur, la dynamide transfert est régie par les phénomenes
de conduction dans la phase liquide et solide. jleBnoménes de transfert étant surtout
orientés de gauche a droite (dimension horizontdeye caractériseront principalement par
rapport aux dimensions physiques prises dans detetion. Dans les premiers instants du
processus de fusion, le systeme dans la phaseddiasit caractérisé par une petite dimension
horizontale de longueur qui crée de forts gradidetsempératures.

Par conséquent ces gradients de températuresdambta dominance du transfert de chaleur

par conduction. Les isothermes demeurent verticdlparalleles.
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Le probléeme de changement de phasemaving boundary’ est tres important sujet pour
traiter, puisque l'existence de solution analytiqueur quelques cas spécifier (1D avec
condition de type de Dirichlet) ; ce pour cela ésalu ce probleme numériquement.

Deux méthodes numériques ont été mises au poimtgpowler le probleme de changement
de phase solide-liquide a 1D et 2D. La méthodeatpidjue permet de traiter le transfert de
chaleur par conduction dans les deux phases sdlidguide. En tout temps, on peut prédire:
L’évolution de la température;

Les positions exactes de l'interface solide-liquide

Cette méthode offre plusieurs avantages dont :

la plus grande facilité de trouver exactementdsitpn de l'interface solide-liquide fonction
du temps et de déterminer la vitesse de déplaceneelinterface sans avoir besoin d'utiliser
I'expression de la condition a l'interface solidgride (2.12), c'est-a-dire :

0T, (X) _ 9T(X) _ _
K an ks n pLv,

Pour compléter ce travail il faut aller vers un gu plus difficulté en traitant la convection

naturelle dans la phase liquide en tenant comggeaégimes d’écoulement.
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RESUMER

Une méthodologie numérique pour analyser le transfe chaleur par conduction lors de
changement de phase solide-liquide d'une subsfaureeest présentée. L'équation d’énergie
est formulée en 1D par la méthode de pas de terapable et en 2D par la méthode

enthalpique. Les équations sont discrétisées damsaillage fixe. Les résultats numeériques
sont présentés, analyseés et discutées

Mots — clés :Changement de phase solide-liquide, Probléme emargtFrontiere mobile,

Méthode enthalpique, Equilibre liquide-liquide.

ABSTRACT

A numeric methodology to analyze the heat trangfeconduction during the phase change
solid - liquid of a pure substance is presentea @tuation of energy is formulated in 1D by
the method of variable of time step and in 2D by émthalpy method. Numeric results are

presented, Analyzed and discussed.

Keywords: Phae change solid-liquid, Stefan problem, Moving boanyd Enthalpy methqd
Liquid-liquid equilibrium
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