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Notations

gx : le gradient de g en x:

@cf(x) : le gradient généralisé de la fonction f en x:

Rd : l�espace réel euclidien de dimension d.

N : L�ensemble des entiers naturels

co (A) : est le plus petit ensemble convexe contenant A.

co (A) : l�enveloppe convexe fermée

hx; yi : Produit scalaire de x et y.

V � : l�espace dual de V

(x+ B) : la boule de centre x et de rayon :

EDO : Equation Di¤érentielle Ordinaire

ii



Résumé

Dans ce travail, notre objectif est d�étudier quelques propriétés du gradient gé-

néralisé de Clarke et l�enveloppe du Filippov. Cette étude est donnée dans le

cadre de la théorie de non régularités. Cette étude permet de voir le lien entre le

gradient généralisé et l�enveloppe de Filippov. En utilisant ces derniers approches

pour établir des conditions nécessaires d�optimalité dans le cas où les coe¢ cients

ne sont pas di¤érentiables mais Lipschitzien pour assuré l�existence et l�unicité

de solution, ceci se fera a l�aide du Théorème de Radmacher.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction

Enmathématiques, les concepts de sous-dérivées, sous-gradient, et sous-di¤érentielles

interviennent en analyse, plus précisément dans l�étude des fonctions convexes,

elles-mêmes liées à l�optimisation convexe.

Soit f : I �! R une fonction à valeurs réelles dé�nie sur un intervalle ouvert de
la droite réelle. C�est le cas de la valeur absolue :

f (x) = jxj :

Cependant, la fonction f véri�e la propriété suivante : pour tout point x0 dans le

domaine de dé�nition de la fonction, il est possible de tracer une droite passant

par (x0; f (x0)) et ne coupant jamais le graphe de f (Il est possible de voir

des point de tangence ).l�ensemble des pentes de toutes les droites véri�ant la

précédente propriété en un point x est appelé sous-gradient de f en x:

Dé�nition 1.1.1 (Sous-Dérivée)

Le sous-dérivée d�une fonction convexe f :I ! R en point x0 de l�intervalle

ouvert I est un nombre réel c tel que :

f(x)� f(x0) � c(x� x0):

Pour tout x 2 I: on peut montrer que l�ensemble des sous-dérivées en x0 est un
ensemble non-vide et un intervalle fermé de la forme [a1; a2], où a1 et a2 sont

donnés par :

2



1. Introduction 3

a1 = lim
x!x�0

f(x)� f(x0)
x� x0

; et a2 = lim
x!x+0

f(x)� f(x0)
x� x0

;

que l�on sait exister et véri�er a1 � a2:

Dé�nition 1.1.2 (Sous-Différentielle)

L�ensemble [a; b] de toutes les sous-dérivées est appelé la sous-di¤érentielle de la

fonction f en x0:

Considérons la fonction f (x) = jxj qui est convexe. Alors, la sous-di¤érentielle
à l�origine est l�intervalle [�1; 1] :
La sous-di¤érentielle on n�importe quel point x0 > 0 est le singleton f1g et la
sous-di¤érentielle en n�importe quel point x0 < 0 est singleton f�1g :
Propriétés :

1. Une fonction convexe f : I ! R est di¤érentiable en x0 si et seulement si
la sous-di¤érentielle ne contient qu�un seul point, qui alors la dérivée de f

en x0.

2. Un point x0 est un minimum local de f si est seulement si zéro contenu

dans la sous-di¤érentielle,

Cette dernière propriété est une généralisation du fait que la dérivée d�une fonc-

tion dérivable en un minimum local est nulle.

1.2 Sous-gradient

Dé�nition 1.2.1 (sous-gradient)

Les concepts de sous-dérivées et sous-di¤érentielles peuvent être généralisés aux

fonctions de plusieurs variables. Si f : U ! R est une fonction à valeurs réelles
et dé�nie sur un ouvert dans un espace euclidien en Rn un vecteur v dans un cet
espace est appelé sous-gradient au point x0 dans U si pour tout x dans U on a :

f(x)� f(x0) � v: (x� x0) :

Avec le point désignant le produit scalaire. L�ensemble de tout le sous-gradient

en x0 est appelé le sous-di¤érentielle en x0: La sous-di¤érentielle est toujours un

ensemble compact, non vide et convexe.
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Ces concepts se généralisent un peu plus aux fonctions convexes f : U ! R
sur un ensemble convexe dans un ensemble localement convexe, noté V . Une

fonctionnelle v� dans l�espace dual V � est appelée sous-gradient en x0 dans U si

on a :

f(x)� f(x0) � v�: (x� x0) :

L�ensemble de tout le sous-gradient en x0 est appelé la sous-di¤érentielle en x0:

La sous-di¤érentielle est toujours un ensemble fermé et convexe, elle peut aussi

être vide, par exemple, considérons un opérateur non borné, qui est convexe,

mais n�a pas de sous-gradients. Si est continue, la sous-di¤érentielle n�est pas

vide.

1.3 Sur-gradient

Les concepts de sur-dérivées et sur-di¤érentielles peuvent être généralisés aux

fonctions de plusieurs variables. Si f : U ! R est une fonction à valeurs réelles
et dé�nie sur un ouvert dans un espace euclidien en Rn un vecteur v dans un cet
espace est appelé sur-gradient au point x0 dans U si pour tout x dans U on a :

f(x)� f(x0) � v: (x� x0) :

Avec le point désignant le produit scalaire. L�ensemble de tout le sur-gradient

en x0 est appelé le sur-di¤érentielle en x0: La sur-di¤érentielle est toujours un

ensemble compact, non vide et convexe.

Ces concepts se généralisent un peu plus aux fonctions convexes f : U ! R
sur un ensemble convexe dans un ensemble localement convexe, noté V . Une

fonctionnelle v� dans l�espace dual V � est appelée sur-gradient en x0 dans U si

on a :

f(x)� f(x0) � v�: (x� x0) :

L�ensemble de tout le sur-gradient en x0 est appelé la sur-di¤érentielle en x0:

Dé�nition 1.3.1 (Gateaux-différentiables)

Soit f une application de B ! R[f+1g :
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L�application f est Gâteaux-di¤érentiables si pour tous u 2 B tel que f (u) �
+1; il existe une forme bilinéaire continue f 0 tel que : 8v 2 B

lim
t!0

f (u+ tv)

t
= hf 0 (u) ; vi ;

Dé�nition 1.3.2 (Frêchet-différentiable)

L�application f est Frêchet-di¤érentiable si pour tout u 2 B tel que f (u) <

+1;il existe une forme bilinéaire continue f 0 tel que :

f (u+ v) = f (u) + hf 0 (u) ; vi+O (v) kvk ;

Où O (v) �! 0 lorsque v �! 0:

Lemme 1.3.3 (Ensemble convexe et propriétés)

Soit K un sous-ensemble d�un espace vectoriel F:

1. Un sous-ensemble K � F est convexe si est seulement si toute combinaison
convexe d�éléments xj 2 K appartient à K

2. L�image directe et l�image réciproque d�un ensemble convexe par une ap-

plication linéaire sont convexes.

3. L�intersection d�une famille quelconque de convexe est convexe.

4. Tout produit d�ensembles convexes est convexe.

5. Si K et L sont convexes, l�ensemble K + L est convexe.

6. Soit C � (F; k:k) un ensemble convexe. Alors, les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

a. L�ensemble C est fortement fermé.

b. L�ensemble C est faiblement fermé.
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Dé�nition 1.3.4 (L�enveloppe convexe (co(B)) et convexe fermé (co(B))

Soit E un espace vectoriel sur R: Soit A une partie quelconque de E. L�enve-

loppe convexe de A noté (coA) c�est l�ensemble de toute combinaison convexe

d�éléments de A.

co (A) =

(
nX
k=1

�kxk : n 2 N
)
;

où
nP
k=1

�k = 1; �k � 0; et xk 2 A
Comme les ensembles convexes sont stable par intersection on peut dire : l�en-

veloppe convexe de A noté (coA) : est le plus petit ensemble convexe contenant

A.

Remarque 1.3.5 Une partie convexe fermée coïncide avec l�intersection de demi-
espaces fermés qui le contient.



Chapitre 2

Gradient généralisé et
l�enveloppe de Filippov

2.1 Généralités sur le gradient généralisé

Il existe un calcul pour des fonctions non di¤érentiable que englobes un grand

partie du calcul sous-di¤érentiel pour connaître fonctions convexes non di¤é-

rentiable. Cette évolution a commencé par F.H Clarke, 1973 qui à introduit un

gradient généralisé pour les fonctions qui sont non di¤érentiable, mais localement

Lipschitzienne. On désigne par le gradient généralisé de Clarke d�une fonction f

au point x est un sous ensembles.

Dé�nition 2.1.1 (Gradient généralisé de Clarke )

Soit f : Rn �! R, et soit x 2 Rn: Alors la dérivé généralisé directionnelle de
Clarke de f en x et dé�nie par :

f 0 (x0; v) = lim sup
x�!x0;h�!0;

f (x+ hv)� f (x)
h

:

et le gradient généralisé de la fonction f en x0 est donné par :

@cf (x0) =
�
� 2 Rn : h�; vi � f 0 (x0; v) 8v 2 Rn

	
(2.1)

En remarquent que la dé�nition de gradient généralisé pour des fonctions Lip-

schitziennes peut prendre la forme suivante, tout aussi utile :

7



2. Gradient généralisé et l�enveloppe de Filippov 8

Dé�nition 2.1.2 (Gradient généralisé de Clarke )

Soit f : Rn �! R une fonction Lipschitzienne, continue. On dé�nit @cf; le

gradient généralisé de Clarke de f , par

@cf (x0) = co

�
lim

xi�!x0
rf (xi) ; xi =2 Nf [N

�
: (2.2)

Où Nf est un ensemble de mesure nulle où rf n�existe pas. N : est un ensemble

arbitraire de mesure nulle. Cette dé�nition est donnée d�après le théorème de

Radmacher, qui assure l�existence du gradient de f (rf) presque partout.

Théorème 2.1.3 (Théorème de Radmacher) toute fonction Lipshizienne est
presque par tous di¤érentiable.

Preuve. Voir Clarke [2; 3] :

2.2 Exemple

Dans l�exemple choisi, nous voulons déterminer le gradient généralisé pour la

fonction de valeurs absolue f : x 7�! jxj dans x0 = 0:
On sait que la fonction f : x 7�! jxj n�est pas di¤érentiable en x0 = 0:
Alors par un simple calcul, on a :

lim
x!0�

f(x)� f(0)
x� 0 = �1;

lim
x!0+

f(x)� f(0)
x� 0 = +1;

Donc, le gradient généralisé de cette fonction au point x0 = 0 est donnée par :

@cf (x0) = co

(
lim
x!x�0

f(x)� f(x0)
x� x0

; lim
x!x+0

f(x)� f(x0)
x� x0

)
= co f�1;+1g :
= [�1;+1] :
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2.3 Propriétés de Gradient généralisé

Dans ce partit on se donne quelque propriétés de gradient généralisé :

1. @cf (x) est un ensemble convexe compact dans Rn:

2. @c(�f) (x) = �@(f) (x) :

3. 0 2 @cf (x) si f admet un minimum local ou maximum local en x:

4. Soit f : Rn �! R est continument di¤érentiable au x 2 Rn. Alors

@cf (x) = frf (x)g :

Alors le gradient généralisé de Clarke coïncide avec le gradient de la fonc-

tion f:

5. Si on note par D (fx) = fz 2 G : fx (z) existeg alors,

@cf (x) = co

�
lim
k!+1

@fx (xk) ; xk 2 D(fx); xk �! x; lim
k!+1

@fx (xk) existe
�

(2.3)

6. Soient f et g deux fonctions de Rn �! R Lipschitziennes au voisinage de
point x 2 Rn et � > 0. Alors

@c (�f) (x) = �@cf (x) :

7. @c (f + g) (x) � @cf (x) + @cg (x) :

Preuve1.Voir Yong et Zhou [9] ; pp : 59�60 pour la démonstration de (1),
(3), et (5).

Preuve2.

@c(�f) (x) = @c (�f) (x)

= co

�
lim

xi�!x0
r(�f) (xi) ; xi =2 N�f [N

�
= �co

�
lim

xi�!x0
rf (xi) ; xi =2 N�f [N

�
= �@(f) (x) :
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Preuve4.
D�après le dé�nition 2.2

@cf (x0) = co

�
lim

xi�!x0
rf (xi) ; xi =2 Nf [N

�
:

et comme f est continue alors on a :

@cf (x0) = co

�
rf

�
lim

xi�!x0
xi

�
; xi =2 Nf [N

�
:

= co frf (x)g :
= frf (x)g

alors le gradient généralisé de Clarke coïncide avec le gradient de la fonction

f:

@cf (x) = frf (x)g

Preuve6.
D�après la dé�nition 2.2, on a :

@c (�f) (x) = co

�
lim

xi�!x0
r�f (xi) ; xi =2 N�f [N

�
= co

�
lim

xi�!x0
�rf (xi) ; xi =2 Nf [N

�
= co

�
� lim
xi�!x0

rf (xi) ; xi =2 Nf [N
�

= �co

�
lim

xi�!x0
rf (xi) ; xi =2 Nf [N

�
= �@cf (x) :

Preuve 7.
D�après Lemme 1.3.3 on a

co(A [B) � co(A) [ co(B):

donc

co(f + g) � co(f) + co(g):
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ce qui implique

@c (f + g) (x) = co

�
lim

xi�!x0
r (f + g) (xi) ; xi =2 Nf+g [N

�
= co

�
lim

xi�!x0
rf (xi) +rg(xi); xi =2 Nf+g [N

�
= co

�
lim

xi�!x0
rf (xi) + lim

xi�!x0
rg (xi) ; xi =2 Nf+g [N

�
� co

�
lim

xi�!x0
rf (xi) ; xi =2 Nf [N

�
+co

�
lim

xi�!x0
rg (xi) ; xi =2 Ng [N

�
� @cf(x) + @cg(x)

2.4 Dé�nition de l�enveloppe de Filippov

Dé�nition 2.4.1 ( L�enveloppe de Filippov )

On considère la fonction f : Rn ! Rn. On associe à la fonction f l�ensemble Ff
qui appelé l�enveloppe de Filippov tel que :

Ff =
\

�(N)=0

\
>0

cof ((x+ B)�N) : (2.4)

Où

co (A) : l�enveloppe convexe fermée de A

(x+ B) : la boule de centre x et de rayon 

On considère l�équation di¤érentielle ordinaire suivante :(
x0(t) = f(x(t)) t � 0
x(0) = a.

(2.5)

Si la fonction f continument Lipschitzienne, alors ni l�existence ni unicité est

validé dans le cas générale.

La solution absolument continue t 2 [0;+1) ! xt est un solution de l�équa-

tion di¤érentielle ordinaire (EDO) de sens de Fillippov si et seulement si est un

solution de inclusion di¤érentielle :(
x0 (t) 2 Ff (x) t � 0
x (0) = 0

(2.6)
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Maintenant on se donne quelque propriété de l�enveloppe de Filippov dans le cas

où la fonction f est borné.

2.5 Propriété de l�enveloppe de Filippov

Dans cette partie on se donne quelques propriétés de l�enveloppe de Filippov

qu�on besoin dans la suite

Soit f :Rn ! Rn une fonction mesurable bornée alors on a :
Propriété 1.Il existe un ensemble négligeableNf pour la mesure de Lebesgue

tel que pour tout x 2 Rn :

Ff =
\
>0

cof ((x+ B)�Nf ) : (2.7)

Où on désigne par co : l�enveloppe convexe fermé.

Preuve1.
Considérons x 2 Rn; N est l�ensemble de mesure nulle

\
>0

cof ((x+ B)�Nf ) =
\
>0

cof ((x+ B)� (Nf [N)) :

La première inclusion est évidente.

La preuve de deuxième inclusion.

Prenant

z 2
\
>0

cof ((x+ B)�Nf ) ;

alors 9n ! 0+; xin 2 (x+ B) � Nf ; �in � 0; pour i = 1; 2; :::; Nn; tel que
NnX
i=1

�in = 1 :

NnX
i=1

�inf
�
xin
�
= z;

parce que i = 1; 2; ::::; Nn, xin sont des points de approximation continue de

f , il existe 0 < rn < n tel que 8i = 1; 2; ::::; Nn;

�

�
y 2

�
xin + rnB

�
;
��f (y)� f �xin��� > 1

n

�
� 1

2
� (rnB) :
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et parce que N est un ensemble de mesure nulle, alors pour chaque i =

1; 2; :::; Nn; il existe

yin 2
�
xin + rnB

�
�
�
Nf [N [

�
y 2

�
xin + rnB

�
;
��f (y)� f �xin��� > 1

n

��
:

ceci que ��f �yin�� f �xin��� � 1

n
;

et on obtient �����
NnX
i=1

�inf
�
yin
�
� z
����� � 1

n
;

ce qui implique

lim
n

NnX
i=1

�inf
�
yin
�
= z:

alors z 2
\
>0

cof ((x+ B)� (Nf [N)) et on obtient :

\
>0

cof ((x+ B)�Nf )

=
\
>0

cof ((x+ B)� (Nf [N)) :

donc

Ff =
\
>0

cof ((x+ B)�Nf ) :

Propriété 2. Pour presque tout x 2 Rn; on a f (x) 2 Ff (x) :

Preuve2.
On �xé le point x où f est un approximation continue (ie : x =2 Nf) et on

considère rn ! 0: Alors il existe �n ! 0+ tel que

�

�
y 2 (x+ rnB) ; jf (y)� f (x)j >

1

n

�
� �n� (rnB) ;

donc

f

�
(x+ rnB)�

�
Nf [

�
y 2 (x+ rnB) ; jf (y)� f (x)j >

1

n

���
� f ((x+ rnB)�Nf ) 6= ;:
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et obtient

f (x) 2 1

n
B + f (x+ rnB)� (Nf [

�
y 2 (x+ rnB) ; jf (y)� f (x)j >

1

n

�
)

� cof ((x+ rnB)�Nf ) +
1

n
B:

nous prennent l�intersection on n, et avec l�utilisation de propriété (1) on

obtient

8x 2 Rn �Nf : f(x) 2 Ff (x):

Propriété 3. Pour presque tout x 2 Rn; l�ensemble Ff est le plus petit
ensemble convexe fermé tel que f (x) 2 Ff (x) :

Preuve3.
Considérons G ensemble convexe fermé tel que

f(x) 2 G(x);8x 2 Rn �NG:

on �xé y 2 Rn, il existe n ! 0+ tel que

G (y + nB) � G (y) +
1

n
B; 8n � 1:

alors

f ((y + nB)�Nf [NG) � G (y + nB) � G (y) +
1

n
B;

et puisque G (y) est convexe fermé de Rn; alors

\
n�1

cof ((y + nB)�Nf [NG) � G (y) ;

ce qui implique

Ff � G (y) :

alors l�ensemble Ff est le plus petit ensemble convexe fermé tel que f (x) 2
Ff (x) :

Propriété 4. L�application x ! Ff est uniforme si et seulement s�il existe

une fonction g qui coïncides presque partout avec f . Tel que Ff (x) = fg (x)g ;
pour presque tout x 2 Rn:
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Preuve4.
D�après le propriété (3) on a :

f(x) 2 Ff (x) ;

et

Ff (x) = fg(x)g ;

alors

f (x) = g(x), pour presque tout x 2 Rn:

Propriété 5. On dit que Ff = Ff pour tout x 2 Rn si f coïncide avec f
presque partout

Preuve5.
Supposons que f(x) = f (x) pour chaque x 2 Rn �N on a :\

>0

cof
�
(x+ B)�

�
N [N

��
=

\
>0

cof
�
(x+ B)�

�
N [N

��
alors \

�(N)=0

\
>0

cof
�
(x+ B)�

�
N [N

��
=

\
�(N)=0

\
>0

cof
�
(x+ B)�

�
N [N

��
on obtient

Ff (x) = F f (x) :

Où on désigne par N l�ensemble négligeable

Propriété 6. Il existe une fonction f = f presque partout et tel que l�enve-
loppe de Filippov

Ff =
\
>0

cof (x+ B) :

Preuve6.
Soit la fonction f tel que f(x) = f(x) si x =2 Nf et un élément de Ff si

x 2 Nf ; alors f coïncide avec f dans (Rn �Nf ) :
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On �xé y 2 Rn on a

Ff (y) =
\
>0

cof ((y + B)�Nf )

=
\
>0

cof ((y + B)�Nf )

�
\
>0

cof (y + B) :

Démonstrassions d�inverse :

Pour chaque  > 0

f (y + B) =
�
f (z) ; z 2 y + B

	
;

on déduire que

f(x) �
\
�>0

cof ((y + �B)�Nf )

�
\
>0

cof ((y + (� + )B)�Nf ) ;

on obtient\
>0

cof (y + B) �
\

>0;�>0

cof ((y + (� + )B)�Nf ) :

\
>0

cof (y + B) � Ff (y);

alors

Ff (y) =
\
>0

cof (y + B) :

Propriété 7. On obtient Ff =
\
f=f

\
>0

cof (x+ B) ; tel que on désigne par\
f=f

l�intersection sur toutes les fonctions f telles que f = f presque partout.

Preuve7.
D�après le propriété (6) on a :

\
f=f

\
>0

cof (x+ B) �
\
>0

cof (y + B) = Ff (y):
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L�inverse :

\
�(N)=0

\
�f=f

\
>0

co �f ((x+ B)�N)

�
\
�f=f

\
>0

co �f (x+ B) = Ff (x):

Citons maintenant un simple exemple pour démontrer comment trouver l�en-

veloppe de Filippov d�une fonction. Et pour expliciter comment déterminer l�en-

veloppe de Filippov, on se donne l�exemple suivant.

L�enveloppe de Filippov dans le cas de dimension un (n = 1) tel que la

fonction f : R! R est toujours donné par :

8x 2 R : Ff =
�
mf (x) ; mf (x)

�
:

Où

mf (x) := sup
�0
(ess inf f)
[x�;x+]

; mf (x) := inf
�0
(ess inf f) :
[x�;x+]

Example.

Dans le cas où f (x) = sgn (x) =

8><>:
�1 x < 0:

0 x = 0:

+1 x > 0:
Alors l�enveloppe de Filippov de la fonction f au point 0 est l�intervalle

Ff (x) = [�1; 1] :

2.6 Lien entre le gradient généralisé et l�enve-

loppe de Filippov

Dans cette partie on se donne toute les propriétés de l�enveloppe de Filippov

qu�on a besoin pour prouver une relation entre cette enveloppe et le gradient

généralisé.

Et pour ce but on se donne le dé�nition suivant.
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Dé�nition 2.6.1 (le gradient généralisé)

Soit f : Rn �! R une fonction Lipschitzienne, continue. On dé�nit @cf; le

gradient généralisé de Clarke de f , par :

@cf (x)
4
= co

�
lim
xi�!x

rf (xi) ; xi =2 Nf [N
�
:

Où Nf est un ensemble de mesure nulle oùrf n�existe pas et N est un ensemble

arbitraire de mesure nulle.

Proposition 2.6.2

Soit

F : ff : Rm ! Rng �!
�
g : Rm ! 2R

n	
:

Alors

1. Si f : Rm ! Rn une fonction localement bornée, alors 9Nf � Rm; � (Nf ) =
0 tel que 8N � Rm; � (N) = 0: Tel que l�enveloppe de Filippov de cette
fonction est de la forme :

Ff (x) = co

�
lim
xi!x

f (xi) ; xi =2 Nf [N
�

(2.8)

Notons que co (A) est l�ensemble convexe fermé.

2. On considère g; f : Rm ! Rn sont deux fonctions localement bornées, alors

F(f+g) (x) � Ff (x) + Fg (x)

3. Considérons fj : Rm ! Rnj où j 2 f1; 2; :::; Ng sont localement bornées,
alors

F0@j=NQ
j=1

fj

1A (x) �
j=NQ
j=1

Ffj (x)
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4. Soit f : Rn ! Rq et g : Rm ! Rn est de classe C1; dimD (g (x)) = n sont
localement bornées, alors

Ff�g (x) � Ff (g (x))

5. Soit f : Rm ! Rn une fonction localement bornée, g : Rm ! Rq�n une
fonction de C0, alors

Fgf (x) = g (x)Ff (x) :

Où gf (x) := g (x) f (x) :

6. Soit V : Rm ! R est continue localement Lipshitzienne , alors

FrV (X) = @cV (x)

Preuve.
La preuve de cette propriété demande l�utilisation des deux lemmes dits lemmes

de Carateodory .Que nous présentons ci-dessous.

Pour démontrer les derniers propriétés on besoin d�utiliser les lemmes suivants :

Lemme 1. (Lemme de Caratheodory) Soit fEng une suite de sous-ensembles
compacts de Rm tel que En+1 � En, alors\

n2N

coEn = co
\
n2N

En: (2.9)

Lemme 2. Soit f dé�nie presque partout et mesurable sur l�ensemble E ; telle

que � (E) = 0; alors 9Nf de mesure nulle tel que\
�(E)=0

cof (E �N) = cof (E �Nf ) : (2.10)

Preuve. Voir Shevitz et Paden [8] pour la démonstration des ces lemmes
précédent.

Preuve 1. D�après 2.4, on obtient

Ff (x) =
\
�0

\
�(N)=0

cof ((x+ B)�N) :

=
\
n2N

\
�(N)=0

cof

��
x+

1

n
B

�
�N

�
:
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On voir 2.10, on obtient

Ff (x) =
\
n2N

cof

��
x+

1

n
B

�
�Nf;n

�

On considère Nf =
[
n2N

Nf;n; alors l�enveloppe de Filippov

Ff =
\
n2N

cof

��
x+

1

n
B

�
�Nf

�
Et comme f est Lipshitzienne bornée, alors

Ff (x) =
\
n2N

cof

��
x+

1

n
B

�
�Nf

�
=

\
n2N

co

�
lim f (xi) ; xi 2

�
x+

1

n
B

�
�Nf

�
L�utilisation de 2.9 permet d�obtenir

Ff (x) = co
\
n2N

�
lim f (xi) ; xi 2

�
x+

1

n
B

�
�Nf

�
= co

�
lim
xi!x

f (xi) ; et xi =2 Nf
�

Dans la �n, en remarquent que l�ensemble Nf est large par rapport à des en-

sembles de mesure nulle . Et d�après 2.9. On obtient le résultat.

Preuve 2. Soit Ff+g l�enveloppe de Filippov de la somme des deux fonctions
f et g , alors d�après la première propriété on a

Ff+g (x) = co

�
lim
xi!x

(f + g) (xi) ; xi =2 Nf+g [Nf [N
�
: (2.11)

puisque f et g sont localement bornées, si la limite en 2.11 existe pour toute

suite xi ! x; alors il existe une sous-suite xi ! x telle que les deux limites

limxi!x f (xi) et limxi!x g (xi) existes et

lim
xi!x

f (xi) + lim
xi!x

g (xi) = lim
xi!x

(f + g) (xi) ;
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donc

Ff+g (x) = co

�
lim
xi!x

(f + g) (xi) ; xi =2 Nf+g [Nf [Ng
�

= co

�
lim
xi!x

f (xi) + lim
xi!x

g (xi) ; xi =2 N(f+g) [Nf [Ng
�

� co

�
lim
xi!x

f (xi) ; xi =2 Nf+g [Nf [Ng
�

+co

�
lim
xi!x

g (xi) ; xi =2 Nf+g [Nf [Ng
�

= Ff (x) + Fg (x)

Preuve 3.Considérons b (x) =
j=NQ
j=1

fj tel que fj : Rm ! Rnj où j 2 f1; 2; :::; Ng

sont localement bornées, alors d�après le première propriété on a

Fb (x) = co

�
lim
xi!x

b (x) ; xi =2 Nb [N
�

= co

�
lim
xi!x

b (xi) ; xi =2 Nb [
�

N
[
j=1
Nf

��
= co

(
lim
xi!x

j=NQ
j=1

fj; xi =2 Nb [
�

N
[
j=1
Nf

�)

� co
j=NQ
j=1

�
lim
xi!x

fj; xi =2 Nb [
�

N
[
j=1
Nf

��
=

j=NQ
j=1

co

�
lim
xi!x

fj; xi =2 Nb [
�

N
[
j=1
Nf

��
=

j=NQ
j=1

Ffj (x)

Preuve 4.Pour obtenir la preuve de cette propriété nous reproduisons le
lemme ci-dessous.

Lemme 3. Soit f : Rm ! R une fonction C1 et x 2 Rm+n telles que
dimD (f (x)) = n; alors il existe deux ensembles négligeables U d�éléments de x

et V d�éléments f (x) tel que W � Rm+n et N � Rn :

� f[f (U \W c)]c \ V g = 0; �
��
f�1 (V [N c)

�c \ U	 = 0:
D�après ce lemme, il existe un ensemble négligeable U de x et négligeable V

de g (x) tels que :

�
��
g
�
U \N c

f�g
��c \ V 	 = 0; ���g�1 �V [N c

f

��c \ U	 = 0:
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et d�après la propriété (1), et le fait que 	g (x) dépend g de voisinage de x;

on obtient :

Ff�g (x) = coL [f � g] (x)

tel que

L [f � g] (x) =
�
lim
xi!x

(f � g) (xi) ; xi 2 U \N c
f�g \ g�1

�
V [N c

f

��
:

et

Ff (g (x)) = L [f ] (g (x)) ; yi 2 V \ g
�
U \N c

f�g
�
\N c

f

où

L [f ] (g (x)) =
�
lim

yi!g(x)
f (yi) ;

�
Ceci entraîne que 8z 2 L [f � g] (x) ; il existe xi ! x telle que xi 2 U \N c

f�g\
g�1

�
V [N c

f

�
et f (g (xi))! z.

Soit yi = g (xi) alors yi 2 V \ g
�
U \N c

f�g
�
\ N c

f et puisque g est continue

alors yi ! g (x)

Faisons f (yi)! z; on obtient

L [f � g] (x) � L [f ] (g (x))

Pour l�inclusion inverse, soit z 2 L [f ] (g (x)) ; alors 9yi ! g (x) tel que yi 2
V \ g

�
U \N c

f�g
�
\N c

f et f (yi)! z.

D�après la condition de rang sur Dg (x) ; en deduit que g est lecallement

surjective, alors il existe une sous-suite de fyig tel que

yi 2 V \ g
�
U \N c

f�g \
�
x+ 2�iB

��
\N c

f :

Faisons xi ! x; alors :

xi 2 U \N c
f�g \ g�1

�
V [N c

f

�
;

tel que yi = g (xi) et f (g (xi)) ! z; alors z 2 L [f � g] (x) ; et on déduire
que :

L [f � g] (x) = L [f ] (g (x)) :

Pour les deux termes prenons la partie convexe fermée, alors on obtient

Ff�g (x) = Ff (g (x))
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Preuve 5. D�après la propriété (1) on a :

Fgf (x) = co

�
lim
xi!x

gf (xi) ; xi =2 Ngf [N
�

= co

�
lim
xi!x

g (xi) f (xi) ; xi =2 Ngf [N
�

Et comme la fonction g est continue et f localement bornée et co associé avec

une application linéaire, on déduit :

Fgf (x) = co

�
g (x) lim

xi!x
g (xi) f (xi) ; xi =2 Ngf [N

�
= g (x) co

�
lim
xi!x

g (xi) f (xi) ; xi =2 Ngf [N
�

= g (x)Ff (x)

Preuve 6. Maintenant, avec l�utilisation des propriétés fondamentales on se
donne la lien entre l�enveloppe de Filippov et le gradient généralisé de Clarke.

D�après la première propriété on a :

FrV (x) = co

�
lim
xi!x

rV (xi) ; xi =2 NrV [N
�

= co

�
lim
xi!x

rV (xi) ; xi =2 NV [N
�

= @cV (x)



Chapitre 3

Le principe du maximum de
Pontryagin

Dans ce chapitre l�objectif est d�établir des conditions nécessaires d�optimalités

(principe de maximum pontryagin ) dans le cas déterministe.

Soit un système di¤érentiel gouverné par l�équation di¤érentielle ordinaire (EDO)
suivante : (

dx(t) = f (t; x(t); u(t)) dt t 2 [a; b]
x0 = �

(3.1)

La fonction de coût est de la forme :

J (u(:)) =

TZ
0

l (s; xs; us) dt+ g (x(t)) (3.2)

l�objectif est d�obtenir les conditions nécessaire véri�ant par un contrôl optimal

u� qui minimiser la dernière fonction J (u) sur un ensemble U de tous les contrôles
admissibles. Alors le control optimal u� véri�er

J (u�(:)) = min fJ (u) ; u 2 Ug (3.3)

Sous l�hypothèse suivante :

H1. les deux fonctions f et l sont de [0; T ]� Rd � A! Rd tel que :

jf (t; x; u)� f (t; y; u)j � K jx� yj

24
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jf (t; x; u)j+ jl (t; x; u)j � c (1 + jxj)

Les deux fonction f (t; x; :) ; l (t; x; :) : A! Rd sont continues en u, uniformément
en (t;x) :

H2. Toute les fonction f; l et g sont de C1en x:

Théorème 3.0.3 ( Principe du maximum de pontryagin )

Soit (x�; u�) la solution optimale de 3.1 et 3.2, alors il existe un processus

p (t) tel que Ft � adapt�e, solution de l�équation suivante :(
dp(t) = �Hx (t; x(t); u(t); p(t)) dt
x (0) = x; p (t) = �gx (x(t))

tel que

H (t; x�(t); u�(t); p(t)) = max
u2A

H (t; x�(t); u(t); p(t)) :

Preuve. Voir Hafayed [5] :
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