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Résumeés

Résumé

A cause de la propagation des erreurs d’arrondi, effectuées pendant I’exécution d’un
algorithme ou d’une méthode numérique, on propose dans ce travail deux méthodes de
correction concernant les systémes linéaires de Toeplitz et de Vandermonde confluent.
Cette amélioration est basée sur le fait que ces matrices sont factorisable en terme de
matrices Toeplitz triangulaires et matrices circulantes qu’on peut les multipliées par

un vecteur grace a la F'F'T avec un temps de calcul plus réduit.

Mots-clés : Matrice Toepliz, Matrice de Vandermonde confluente, Analyse d’erreur.

Abstract

Because of the spread of rounding errors during the execution of an algorithm
or a numerical method, we proposed in This work two correction methods for linear
systems of Toeplitz and confluent Vandermonde. These methods are based on the idea
that these matrices are factors in terms of triangular Toeplitz and circulating matrices

that can be multiplied by a vector with a reduced calculation time by caling of F'F'T.

Key Words : Toeplitz matrix, Confluent Vandermonde matriz, Error analysis.



Chapitre 1
Introduction générale

L’analyse numérique se propose d’étudier les propriétés mathématiques des algo-
rithmes (des méthodes) et leur mise en ceuvre (programmation), et son objectif est
de concevoir et d’étudier des moyens pour donner des solutions approchées a des pro-

bléemes mathématiques dont la résolution explicite est généralement impossible.

Les solutions approchées sont les plus souvent calculées sur ordinateur au moyen
d’un algorithme convenable, qui peut étre direct ou itératif, avec une précision finie.
Idéalement, elles devraient s’accompagner d’une majoration de I’écart avec les solutions

réelles.

L’analyse numérique & aussi comme but de réaliser un probléme mathématique

donné par un algorithme qui est :

- Plus vite (complexité des algorithmes, complexité des problémes) : un algorithme
est d’autant plus rapide, donc plus performant, que le nombre d’opérations utilisées
est réduit.

- Plus précis : c’est-a-dire lerreur d’arrondi (liées a la machine) et I'erreur d’ap-
proximation (liées a 'algorithme) sont plus petit.

- Plus fiable (stabilité numérique) : cette propriété s’intéresse a I’aspect numérique
des algorithmes. Dans ce cas, la performance d’un algorithme numérique est analysée
a partir de la robustesse face a la propagation des erreurs d’arrondi provoquées par

des réalisations approximatives des opérations élémentaires.

Alors, il est trés rare que le traitement numérique d’un probléme; par exemple
la résolution de Az = b; ne donne une solution non entachée d’erreurs. Une partie
importante de I’analyse numérique consiste a contenir les effets des erreurs ainsi intro-
duites. Ces erreurs ont diverses origines qui vont des incertitudes sur les données a la

représentation de ces données et proviennent de trois source essentielles :



1. Introduction générale 3

- Erreurs de modélisation.
- Erreurs de représentation sur ordinateur.

- Erreurs de troncature.

En effet, mises & part les erreurs d’acquisition des données réelles du probléme, la
représentation d’un nombre réel n’utilise qu'un nombre limité de chiffres significatifs.
On dit qu’on a une arithmétique & précision limitée et I’erreur commise est dite erreur
d’arrondi. La prise en compte de toutes ces altérations dans le traitement de la re-
cherche de la solution du probléme Az = b nous ameéne en réalité & obtenir la solution
du probléme perturbé (A + AA)x = (b+ Ab).

En général les perturbations AA et Ab ne sont connues que par leurs majora-
tions. Et comme pour un algorithme particulier, I’analyse de I'accumulation d’erreurs

d’arrondi commises & chaque étape permet de majorer ’erreur finale.

Dans ce mémoire, on propose deux méthodes de corrections ou d’amélioration
concernant les systémes Toeplitz et Vandermonde confluent. Les méthodes que nous
avons proposé, en plus de leur rapidité et leur stockage linéaire, elle sont numérique-

ment stable.
Notre étude de sujet est logiquement composée des chapitres suivants :

En deuxiéme chapitre, on présente les différentes représentations des nombres réels;;
la représentation en virgule fixe et la représentation en virgule flottante (représenta-
tion infinie), et puisque la capacité mémoire d’un ordinateur est par construction finie,
quelques soient les moyens de calcule informatiques mis en ceuvre, il est donc néces-
saire de représenter les nombres réels d’une forme approchée et les écrivent sous la

représentation machine ou la représentation finie.

Ensuite, on introduit les deux types d’erreurs ; ’erreur absolue et I'erreur relative ;
pour estimer la propagation des erreurs d’arrondi commisent pendant I’exécution d’un
algorithme ou d’une méthode numérique. Si les erreurs introduites dans les étapes
intermédiaires ont un effet négligeable sur le résultat final, on dira que le calcul ou
I’algorithme est numériquement stable; si des petits changements sur les données en-
trainent des petits changements sur les résultats; sinon on dira que ’algorithme est

numeériquement instable.

L’objectif de I’analyse des erreurs est de majorer 'erreur effectuée lors de I’évalua-

tion basée sur le modeéle standard.
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On commence le troisiéme chapitre par I’arrondi pair et ses propriétés pour ap-
prochée les nombres réels de sorte que la valeur obtenue par cet arrondi est la plus
proche de la valeur exacte. On définit aussi ’ensemble F(I’ensemble des nombres flot-
tants) et le modele standard. Ce modele spécifie la précision des quatre opérations
arithmétiques de base (addition, soustraction, ....) et on remarque que ces opérations
ne vérifient pas plusieurs propriétés (associativité, distributivité, ...) qui sont évidentes

en arithmétique classique.

Puisque les algorithmes de calcul sont caractérisés par leur complexité arithmé-
tique ; mesurée par le nombre d’opérations (additions, multiplications, ...etc.); et leur
cott de stockage ; mesuré par le nombre de variables réelles ; on applique la FFT (Fast
Fourier Transform) sur les systémes Toeplitz et Vandermonde confluent afin d’amé-
liorer les résultats (améliorer la précision de calcul). Cette amélioration est obtenue
lorsqu’on factorise ces matrices en termes de matrices Toeplitz triangulaires et matrices

circulantes ; tous cela on va se focaliser dans le dernier chapitre.



Chapitre 2

Représentations des nombres

2.1 Introduction

Le systéme numérique d’un calculateur quelconque est discret. C’est-a-dire ne com-
porte qu’'un nombre fini de nombres. Il en découle que; sauf dans les cas les plus
simples ; tous les calculs seront entachés d’erreurs. Donc, il est naturel d’exposer dans
le premier chapitre la représentation des nombres dans un ordinateur et incidemment

sur les systémes de numération.

2.2 Codage et systéme de numération
Nombres et codes

Nous manipulons tous les jours des nombres et des codes, par exemple le numéro
de téléphone, le code secret d’une carte bancaire est fait de chiffres mais ce n’est pas
un nombre, c¢’est un code.

Dans ces exemples, les chiffres sont & la base de 'expression des nombres ou des
codes. Nous acceptons assez naturellement 1'usage des chiffres pour exprimer des choses
de nature.

Les chiffres utilisés sont ceux de la bas dix (0, 1, 2, ..., 9).

Dans les ordinateur, et plus particuliérement en électronique numeérique, il se passe
la méme chose; on utilise les chiffres pour représenter des nombres et des codes; la

seule différence est qu'il s’agit des chiffres de la base deux (0,1).
Qu’est-ce qu’un code ?

Le code est fabriqué en respectant une technique particuliére, le nombre des chiffres

est constant et ordonné.
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On peut dire que le code est une représentation signifiant quelque chose (un code

est la représentation d’une signification).
Qu’est-ce qu’un nombre ?

Un nombre est la représentation d’une valeur, cette valeur est représentée au moyen
des chiffres écrits de fagon ordonnée, la différence par rapport au code est que chaque

chiffre composant le nombre est porteur d’une valeur.

2.3 Représentation des nombres réels en virgule flottante

2.3.1 Nombres en virgule fixe

Le nombre en virgule fixe posséde une partie entiére et une partie décimale sépares
par une virgule, la position de la virgule est fixé d’oit de nom. Le nombre en virgule

fixe s’écrit :

8
Il

(dn1...d1do.d—1d_3....d_p) 4

(Z?:_Ol dit + >0, ﬂ.ﬁ—i) (2.1)

+
+

ou m est fixe et 0 < d; < B.

2.3.2 Nombres en virgule flottante

les nombres en virgule flottante ; souvent appelés nombres flottantes ou flottantes ;

sont une représentation d’un sous-ensemble finie des nombres réels.
On note par F l’ensemble des nombres flottants.

Les nombres flottants sont utilisés dans les programmes de I'informatique pour
approximer des valeurs de type réel. Dans un ordinateur, on est obligé de restreindre
le nombre de chiffres pour les mantisses et on définit un ensemble fini de nombres

f(ﬁapa €min, emax) , ou:

B est lentier (8 > 2) définissant la base;
p est le nombre de chiffres de la mantisse ;

emin €st 'exposant minimum et ey, est 'exposant maximum.

Cet ensemble correspond & tous les nombres réels x qui s’écrivent :
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rT=3s (Z_: ci,Bl) B¢ (2.2)
=0

ous==xl:lesigne, Vi: 0<¢; <PB—1¢etenn <e< enax

On dit que la représentation est normalisée quand la mantisse est de la forme :
€p.C1C2C3 avec cg # 0. (2.3)
Une autre représentation souvent rencontrée est
0.c1cac3 avec ¢; # 0

Pour représenter 0, on utilise une écriture spéciale en ne mettant que des 0 dans la

mantisse (ce qui est logique) et un exposant de epi, — 1.
Remarques (2.1) :

1. Tout nombre réel (sauf zéro) peut s’écrire avec cette notation (+cg.cicacs ... x 3¢;
co # 0 ); en virgule flottante normalisée avec en général un nombre de chiffres infini
pour la mantisse. On peut aussi remarquer que certains nombres peuvent s’écrire de

deux fagons, par exemple 0.999... = 1.

2. Dans les intervalles [ﬁe, ﬁeﬂ] et [—[J’e, —BeH] Iincrément entre deux nombres

flottants est constant et égal a S1PT¢.

3. On notera M le plus grand nombre positif de F (3, p, €min, €max)

p—1
M = (Z (8- 1) w‘) gomx = (1= B7) e (2.4)

1=0

A le plus petit nombre normalisé positif :

A = (1,00....0) Bomin = gemin (2.5)

A < |z| < M et p le plus petit nombre dénormalisé positif :

p = (0,00.....1) gL ~PHemin (2.6)
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4. Dans les systémes flottants actuels, on rajoute des nombres spéciaux comme
+inf, -inf (inf comme infini) et NaN (pour Not a Number ) qui ont une représentation
spéciale (utilisant en particulier un exposant de epmax +1 ). En fin, on notera que,
du fait du bit de signe, le zéro a deux représentation qui conduisent & des résultats
différents sur quelques calculs (par exemple 1@ + 0 donnera —+inf alors que 1@ — 0

donnera -inf ).

5. Soit z € R le résultat exact d’une opération arithmétique entre deux flottants
x et y; il y a overflow si |z|] > M et underflow si |z| < A. Le résultat flottant est
respectivement oo et 0 avec le signe adéquat. L’opération est invalide si le résultat ne
peut étre ni un flottant, ni 'infini. Le résultat flottant d’une opération invalide est
NaN.

6. Les nombres dénormalisés permettent de mettre en place un underflow graduel
vers 0. Par exemple, les opérations 8 et (400 — 00) sont invalides ayant comme résultat
NaN. L’opération % déclenche un overflow et 'opération é déclenche un underflow

avec comme résultat 0.

2.4 Calcul d’erreur

Il est évident qu’un algorithme numérique est implémenté dans le but d’obtenir
des résultats qui sont des nombres réels. Hélas, & cause de nombreuses limitations
naturelles, I’obtention des valeurs exactes de ces résultats reléve de I'impossible ; et ce
malgré les travaux tentés ca et 1a notamment dans le cadre du calcul formel. Entre
autres causes, citons en particulier le fait que la capacité mémoire de 'ordinateur est
finie; ce qui contraint le compilateur, dans implémentation, d’arrondir aprés chaque
réalisation d’une opération élémentaire. Cette propagation des erreurs d’arrondi donne

naturellement lieu & une valeur finale approchée (ou calculée) du résultat final désire.

Ainsi, au lieu d’'une valeur exacte x € R d’un résultat, on n’obtient & partir de
la machine qu’une valeur approchée & € F (3, D, €min, €max) (on dit également valeur
calculée). De toute évidence, il est intéressant d’avoir un moyen efficace permettant de

mesurer 'erreur commise.

2.4.1 Erreur absolue

L’erreur absolue err,s est la différence entre la valeur réelle et son approximation
sur les flottants, on utilise généralement I'erreur absolue quand on connait une ma-
joration a priori des valeurs intermédiaires calculées, soit & une approximation d’un

nombre réel x non nul, 'erreur absolue est :
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erraps © Eq () = | — x| (2.7)

2.4.2 Erreur relative

L’erreur relative err,.; est le rapport entre 'erreur absolue et la valeur réelle. On
utilise ’erreur relative quand on ne connait pas de borne a priori sur les valeurs inter-

médiaires calculées :

T —x
errye : By (z) = | |

(2.8)

|z

Dans le cas ou z et £ sont deux vecteurs de méme dimension, les notions d’erreur
absolue et d’erreur relative s’étendent a 1’aide d’une norme adéquate ||.||et deviennent

respectivement :

et

Dans ce contexte, il est bien connu qu’en comparant 'erreur absolue |z — Z| a ler-
|z — 2|
x|

qu’avec ’erreur absolue. Il est également connu que ceci est dt a I'invariance de l’er-

reur relative

, on est dans une situation plus confortable avec ’erreur relative

reur relative par rapport aux changements de 1’échelle. Ainsi, on a du mal a accepter

I’approximation.

1234 = 234

Alors, qu’on admet volontiers ’écriture

10000001000 ~ 10000000000

Malgré le fait que 'erreur absolue, étant égale & 1000, soit la méme dans les deux cas.
Notre attitude vis & vis de ces deux approximations est néanmoins trés bien justifiée
en introduisant l'erreur relative. En effet, on observe dans la premiére approximation

que l'erreur relative est

1000

~ (.81
1234 08



2. Représentations des nombres
10

alors que dans la seconde, lerreur relative est

1000

" ~107
10000001000

La différence est sans appel! Pour avoir un formalisme général de I’erreur, on parle de
I’erreur
|x — &| relativement & |y| > 0

qui est tout simplement

|z — 2
|y

En ce qui concerne notre étude ou la valeur approchée = de x est telle que

T e f(ﬁ,p, €min, emax)

On distingue trois types d’erreurs relatives

|z — 2|

(1) L’erreur |z — &| relativement a |z|. Posons E,, = B (x #0)
: . : (s -2 .

(2) L’erreur |z — &| relativement a |z|. Posons E,, = 7 (Z #0)
_ 3| relati \ @) _ -1l
(8) L’erreur |z — &| relativement a 5%/, Posons E,, = 5@

Dans les résultats suivants, on annonce les relations entre les trois types d’erreurs

relatives :

Théoréme (2.1) :  Supposons que E,, <1 (en général << 1). Alors :

E,, E

— <E, < —2. 2.9
1+E, ~ 7~ 1-E, 0 (29)

Démonstration :  Pour démontrer cette formule, on observe que :

@ —3| = el By,

<o — 2| Er, + |2| Ery
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Comme F,, < 1, on obtient :
Ey
b, < L
?=1-E,
De méme
v -3 =3l B,
"r - i| ETz + ‘m| ET2
Par suite
|$ - i‘| ETl
bk, > = .
n2 it 1+E, !
Théoréme (2.2) :  Supposons que E,, <1 (en général << 1). Alors :
Er, Er,
<FE,< . 2.10
1+E, - "~ 1-E, v (2.10)

Démonstration :  Cette formule peut étre démontrer d’une fagon similaire & celle

précédente. ¢

Théoréme (2.3) :  On a sous Uhypothése : e(x) = e(z),

By, = [m(z) - m(2)| (2.11)

et

B 'E., <E.,<E,
(2.12)
BB, <E,<FE, ¢

Démonstration :  Ce théoréme découle du fait que :
1<m(z)<petl<m(z)<p

puisque E,., = m(z)E,, = m(&)E,,, les inégalités s’en déduisent aussitot. 4

Ces théorémes dites que dans les conditions normales, F,,, E,, et E,, sont équiva-
lentes au sens que l'utilisation de I'une donne des résultats équivalentes a ceux obtenus

en utilisant ’autre.
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2.4.3 Erreur en ulp

L’ulp (unit in the last place) est la distance qui sépare deux flottants consécutifs et
donc, 'erreur maximale qui peut étre faite lors d’un arrondi, et le poids du plus petit
bit significatif de la mantisse d’un flottant. Plus formellement, la valeur de I'ulp pour

un nombre flottant z est :

ulp (w) = B x §7H = ger

ol e est 'exposant de z, 8 sa base de calcul et p désigne le nombre de chiffres de la

mantisse.

Siz==4l.coic_g....ci—p x2°, alors ulp(x) = 2¢+1-P i la définition de I’exposant
n’est pas intrinséque et dépend du choix de position de la virgule, celle d’ulp est
intrinséque. On peut étendre cette définition & un réel x quelconque, en disant que

ulp(x) est I'ulp du flottant le plus proche de x en direction de zéro, ou encore ulp(x) =
9llogy|z[]+1—p,

Définition (2.1) :  On appelle chiffres significatifs d’un nombre tous les chiffres de

son écriture o partir du premier chiffre différent de zéro & gauche.

Ezxemple : Les chiffres significatifs des nombres & = 0.03045 et £ = 0.03045000

sont ceux soulignés. Ils sont 4 dans le premier cas et 7 dans le deuxiéme.

Définition (2.2) :  Un chiffre significatif d’une valeur & est exact si l’erreur absolue

E.(z) sur cette valeur est inférieure ou égal a% fois lunité du rang du chiffre.

Exemple : x = 3.2189 4+ 0.0003 le '8 est-il un cse?

Rang du 8 = —3, unité du rang du 8 = 0.001, % fois cette unité= 0.0005; Az =
0.0003 < 0.0005. Le & est un cse et c’est le dernier x a donc 4 cse

x = 3.2189 + 0.0003

Conséquences :

La n‘®m¢décimale d'une valeur est exact < E,(x) < 0,5 x 107"

La n'®™¢ chiffre devant le point est exact < E,(x) < 0,5 x 10771
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Définition (2.3) :  Si tous les chiffres significatifs sont exacts, on dit que le nombre

est écrit avec tous les chiffres exacts.
La précision :

Il est important de distinguer la précision d’un résultat calculé de la précision
de calcul, la précision d’un résultat fait référence a 'erreur relative entachant une
quantité calculée, approchant un certain résultat exact, et résultant généralement d’un

algorithme de calcul.

La précision de calcul, que nous appellerons également "précision de travail" ou
encore précision courante, désigne 'erreur relative commise lors de chaque opération

arithmétique élémentaire +, —, x ou /.

Remarque (2.2) :  En arithmétique flottant, la précision de chaque opération arith-

métique est majorée par l'unité d’arrondi notée u =15 x 107P.

2.5 Stabilité numérique

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre un probléme approché conduisent
a un résultat qui toujours entaché d’erreur. Cette erreur doit étre suffisamment petite
pour que la solution numérique converge vers la solution réelle. Dans ce cas I'algorithme
(ou la méthode) est dit convergent. Si un raisonnement mathématique permet de
montrer qu’une méthode diverge, elle ne pourra en aucun cas étre utilisée sur un

calculateur. En revanche, si la méthode converge il se peut qu’on pratique elle diverge.

La vitesse de convergence est un facteur important de la qualité des algorithmes.
Si la vitesse de convergence est élevée, I'algorithme converge rapidement et le temps
de calcul est moindre. Ces préoccupations de rapidité de convergence ont conduit a

diversifier les modes de convergence et & chercher les processus optimaux.

La stabilité garantit que les erreurs ne s’amplifient pas au cours de déroulement de
I’algorithme et que la méthode reste stable. On dira que le calcul ou 'algorithme est
numériquement stable si de petits changements dans les données entrainent de petits
changements dans les résultats. Evidemment, dans le cas contraire on dira qu’il y a

instabilité numérique.

Exemple d’instabilité numérique : On veut calculer

1 o
f(n) /a—l—xm a = cte
0
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Nous allons exprimer f(n) récursivement :

1.,n-1 o 1 ,.n—1
f(n) :gx (jjj a)d bfacnfldx aofa xda:
=1l_af(n-1) n > 1;
£(0) = (=%

L’algorithme fourni par cette relation est numériquement instable. Voici les résul-

tats obtenus pour a =10 et n =0,1,...,12

n | f(n) calculé | f(n) exact
0 0.0953102 0.0953102
1 0.0468982 0.0468982
2 0.0310180 0.0310180
3 0.0261535 0.0231535
4 0.0184647 0.0184647
) 0.0153527 0.0153529
6 0.0131401 0.0131377
7 0.0114558 0.0114806
8 0.0104421 0.0101944
9 0.0066903 0.0091672
10 | 0.0330968 | 0.00832797
11 | 0.2400592 | 0.00762944
12 | 2.4839249 | 0.00703898

a partir de n = 5, les valeurs calculées sont de moins en moins précises & chaque
itération ; pour n > 10 les résultats obtenus sont complétement erronés. Cet algorithme

est d’autant plus instable que a est plus grand que 1.

Pour ce faire supposons que l’erreur d’arrondi sur f(0) est égale a g¢ et qu’aucune

erreur n’est introduite dans les calculs subséquents. Notons f(n) les valeurs calculées.

F0) = £(0) + &

}(n) Z%—a}(n—l) n=12,...

Par suite, si r,, désigne l'erreur sur f(n)



2. Représentations des nombres

15
=)= f) = —af(n—1)+ -~ +afln-1)
=—a(f(n—1) = f(n—1))
= —arp,—1 n=172,
et donc, puisque ry = £¢, nous trouvons r, = (—a)"eg n =1,2,....L’erreur initiale

est multipliée par un facteur a & chaque itération.

2.6 Analyse d’erreur

En pratique, le probléme de calcul de f(x) sera souvent résolu a l’aide d’un algo-
rithme numérique, effectuant en précision finie, et dans certain ordre, les opérations
définissant f. En raison des erreurs commises lors des calculs intermédiaires en préci-
sion finie, et des erreurs de données, cet algorithme numérique ne réalise pas la fonction

f, mais une fonction f: I’algorithme calcule ainsi une approximation y = f(x) de réel

y = f(x).

Le but de 'analyse d’erreur directe est de majorer, ou pus rarement d’estimer, la
distance séparant le résultat calculé du résultat exacte, qui sera par conséquent appelé
erreur directe. Ce type de majoration peut étre obtenu en propageant les erreurs
générées par chaque opération effectuée par l'algorithme numérique étudié. L’erreur
directe peut étre majorée de fagon relative ou absolue, selon que l'on considére E,(¥)
ou E.(y).

On retiendra donc que 'analyse d’erreur directe apporte des éléments de réponse
a la question : quelle est la précision du résultat calculé par ’algorithme numérique
considéré ?. De plus, il est important de noter que ’analyse d’erreur directe ne permet
pas de différencier I'influence du probléme de celle de I'algorithme, quant a la précision

du résultat calculé.

Plutot que de chercher & majorer 'erreur directe entachant

y=flz),
On peut dans un premier temps tenter de réponse a la question : pour quelles
données le probléme a t’il effectivement été résolu?. Il s’agit précisément du but de
Panalyse d’erreur inverse, dans laquelle on cherche & identifier le résultat calculé 7 a

I’évaluation exacte de f en une donnée perturbée :
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x + oz,

de maniére a ce que l'on ait

~

y=f(z+ox)

tout en bornant la perturbation éz. La notion d’erreur inverse permet de mettre

en évidence la stabilité, ou au contraire 'instabilité d’un algorithme.



Chapitre 3

Opérations flottantes et ses

propriétés

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente quelques notions de base pour analyser 'erreur de
certains problémes numériques. On commence par 'arrondi pair et ses propriétés,
aprés, on donne le modele standard et les opérations flottantes et on démontre par
quelques exemples numériques que ces opérations ne vérifient pas plusieurs propriétés

qui sont évidentes dans ’arithmétique classique.

3.2 Arrondi pair

L’ensemble des nombres réels R est classiquement approché par I’ensemble des flot-
tants F. La correspondance entre un nombre réel et sa représentation par un flottant

est définie par une application appelée arrondi.

Définition (3.1) :  Soit fl : R — F une fonction, on dit que fl est un arrondi

de R vers F si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

-pour tout x € F, fl(x) = x (projections)
-pour tout z, y € R tels que x <y, fl(z) < fl(y) (monotonie).

Remarque (8.1) : On appelle larrondi fl, l'arrondi pair (la mantisse est pair) ou

Uarrondi au plus proche.

17
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Définition (3.2) :  Le nombre € = B17P est appelé Uepsilon du systéme.

Remarque (3.2) :  On remarque donc que l’epsilon du systéme est indépendant de

€min €t de emax.

Proposition (3.1) :  tout réel x est encadré par deuz flottants consécutifs. Soit :

zt=min{y e Fy>z} et z” =max{yc F,y<az}. ¢ (3.1)

Il n’existe pas de flottant entre z~ et xt et 0 <zt —a~ <|z|e.
Preuve :  Si

reF, zt = =z

soit
reR, z ¢ F,x> A
soit
r” =fmalorsm>1,2" <zet xT =p3%m+e)=2a" + B%.
Donc

0<at—a  =p%<pme<ze
Le cas ou & < A se traite de méme fagon. ¢
Proposition (3.2) :  Tout arrondi fl vérifie :

Ve € R, fl(z) =T ou fl(x)=2". ¢ (3.2)

Preuve : Par définition : z— < x < 2™, d’oil par monotonie et par projection
z~ < fl(z) < z*. Or il n’existe aucun flottant strictement compris entre z© et 2~

donc fl(x) est égale & 'un des deux. ¢
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Définition (3.83) :  la fonction fl(x) conserve le signe, c’est -a-dire :
fi(=z) = —fl(). (3.3)
Si x| >0 ou si |x| <A, alors fl(x) = NaN.
Lemme (3.3) (Erreur de représentation) : Soit x € R tel que A < |z| < o :
L’arrondi fl vérifie :
fllz) =z (14+a),ou |a] <u (3.4)
ou est l'unité d’erreur d’arrondi : u=¢/2 = B 12_ - O

Preuve : 1l est clair que :

|z — fl(x)] < min{|z —27|, |z — 27"}
A -

> P

|z — fl(z)] <

x — fl(x)

x

par conséquent :

x — fl(x) <
x

si on pose :

alors :
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Lemme (8.4) :  Sous les mémes hypothéses du lemme précédent, on a :

fllx)=z /(1+a),ou |a| <u. O
Preuve :  Pour démontrer ce lemme, il suffit de démontrer que

x — fl(x) <

fllz)  —

On a toujours :

|z — fl(x)] < min{lz —27|, |z — 27"}

e
2 2

<

B¢

puisque
fl(z) = m™T(z) ot m™(z)
alors :
ﬁl P
|z — fl(z)] | fl(=))|
Ix—fl( )| B
[filz)] — 2
z — fl(z) "
Cfll®) |7
z — fl(z) "
Cfllw) T
Si on pose
Qo &= fl(zx)
fi(z)

On trouve que

afl(x)+ fllz) =z < fllz) 1+ a) =

Donc

T
= ) < .
fl(z) T+ o % la] <u. &
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Remarques (3.8) : 1. La définition de I'arrondi (fl(z) = x) permet d’écrire o = 0
sizeF.
2. Tout calcul en arithmétique flottant est susceptible de la propagation des erreurs

d’arrondi.
Approximation d’un nombre réel par un nombre flottant

Etant donné x € R, en général © ¢ F (3, p, €min, €max) €t il faut associer & x une

approximation fl(x) € F (5, P, €min, €max) :

1. Lorsque |x| > o ce n’est a priori pas possible (on parle souvent d’overflow) mais

dans les systémes flottants actuels, on associe & x un nombre spécial :

fl(x) = +inf six>o
fl(x) = —inf six < —o
2. Lorsque = # 0 est tel que |z| < A et que seuls les nombres normalisés sont
utilisés (plus zéro) alors fi(z) = %0, selon le signe de x (on parle alors d’underflow).
Si les nombres dénormalisés sont utilisés, la troncature vers zéro a lieu uniquement

pour |x| < p et pour u < |z| < A on proceéde comme dans la suite, c-a-d que fl(x) est

le nombre flottant le plus proche de x.

3. lorsque A < |z| < o, approximation fI(x) est le nombre flottant le plus proche

de x, c-a-d que si :
+00 ‘
T =s (Z xiﬁ_l> B¢ (3.6)
i=0

alors :

. sz, < 3/2 (on choisit toujours des bases paires ), on arrondit "en desssous" :

s

fi(z) =s <z_: mﬂ") Ch (3.7)
=0

S

. si 2, > /2 avec au moins un indice j > p tel que x; # 0

p—2
fil@) = s (chiﬁi + (pr + 1),6’(1”1)) g (38)

=0
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c. si xp = /2 avec x; = 0, Vj > p (x est & égale distance entre deux nombres

flottants ), il existe principalement deux fagons d’arrondir :

i. fl(x) est donné par (3.7)
7. on arrondit de sorte que le dernier chiffre de la représentation soit pair, c-a-d

que :

1. si zp_1 est pair alors fl(x) est donné par (3.7)

2. sl xp_1 est impair alors fl(x) est donné par (3.8)
d. si xp = (/2 avec : 3j > p tel que x; # 0 fl(x) est donné par (3.8)

Ezemples :  On va travailler avec I’ensemble de flottant F(10,8, —38,37) qui a
I’avantage d’étre en base 10 et qui est assez proche du jeu de flottante dénommé simple
précision disponible sur la plupart des machines [F(2,24,—126,127)]. Les nombres
caractéristiques de cet ensemble sont : o = 9.9999999 x 1037, A = 10738 et pu = 1075,

f1(1038) = +inf.
f1(1.2345678 x 10~%1) = +0 si on n’utilise pas les nombres dénormalisés
= 0.0012346 x 10~%si on les utilise
£1(9.9999999) = 9.9999999
£1(9.99999999) = 10
f1(1.55555555) = 1.5555556
f1(1.00000005) = 1.0000001 avec le mode arrondi classique.

Soit € R tel que |z| € [\, 0]. Si |z| € [3% B°"], son représentant fl(z) dans

‘F(/B)p7 emin7 emax) S’éCI‘it N

fl(z) = xcp.c1 ... cp—1 X ° (3.9)
ou encore :

fl(z) = +1.0...0 x g+, (3.10)

Si || est suffisamment proche de 1. D’aprés la définition de la fonction fI, I'erreur

entre = et fl(z), sera bornée par :

p chiff
—
By = |z fi(z)| < o.o....og « B°

1
E, = |z— fl(z)| < 551*3’*6.
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1
2
[66, ﬂeﬂ] et lerreur relative commise peut étre majorée en divisant E, par le plus

On dit souvent que E, < sulp. Cette majoration est constante pour tous les |z| €

petit nombre de cet intervalle soit 8¢ :

1

e~ fi(a) 1
2

Ery E

& — 1-p
< 5 g (3.11)

Remarques (3.4) :

- Lorsque |z| € [ﬁe,ﬁeﬂ] est proche de BT, Uerreur relative mazimale de x est
en fait proche de %ﬁ_p.

- St la machine utilise des nombres dénormalisés et que |z| € [u, \[. Alors, on peut
simplement dire que : |fl(z) — x| < %M, mais Uerreur relative n’est plus bornée par e, .

L’erreur relative maximum passe de e, au voisinage de A & % au voisinage de .

Dans chaque opération de 'arithmétique flottant, on peut commise une erreur. A
cette raison , on présente dans la section suivante, le modéle standard pour analyser

I’erreur des problémes numérique.

3.3 Modéle standard (modéle classique)

On note op 'une des opérations arithmétiques (+, —, x, /, Vo ...) et considérons

deux flottants = et y tels que x op y soit défini.

Le résultat x op y n’est pas nécessairement un flottant. Le résultat 1égitime attendu
est fl(xz op y); larrondi du résultat exact x op y. Le modele standard utilisé pour

analyser les erreurs décrit pendant ’exécution d’un probléme numérique.

Définition (3.4) : soient x et y deux flottants de F tels que x op y me provoque
pas de dépassement de capacité (A < |z op y| < o). La valeur flottante calculée par le

modéle classique de Uarithmétique flottant, notée fl(x op y), vérifie :

fl(z op y) = (x op y)(1 + @), avec |af <wu, (3.12)

On a également

T opy
1+0

fl(x opy) = , avec [0] < u, (3.13)
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Lemme (8.5) :  soient x, y € F et op € {+,—,%x,/}. Si x op y >0 alors
zopy<(l4+u)fi(zopy), (3.14)
et
(I—u)(zopy) < fl(xopy). O (3.15)

Démonstration :  Pour démontrer (3.14), on utilise la deuxieéme version du modéle

standard :

T opy
1+0

fl(z opy) =

ce qui est equivalent & :

zopy=(1+0)fl(xopy) <(1+u)fl(zopy)

pour démontrer la formule (3.15), on utilise immeédiatement (3.12). on a :

flz op y) = (x op y)(1 + )

parce que —u < a < u, on conclut directement le résultat :
filzwopy) =2 (1 —u)(z opy). ¢

Lemme (3.6) : Soit y € F* (n>1) tel que y > 0. On a

Doui <@+w" O w0 (3.16)
i=1

=1

Démonstration : 11 suffit de procéder par récurrence sur n. ¢

Remarque (3.5) :  Le modéle standard n’implique pas dans le cas ot o =0 (pour
x opy € F). La notation fl(x op y) de la valeur flottante calculée n’est donc pas (dans

ces cas) Uarrondi fl() de la valeur z op y.
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3.4 Opérations flottantes

Les opérations arithmétiques sur F sont définies & ’aide de la notion d’arrondi. A
toute opération arithmétique élémentaire (+, —, X, /) correspond une opération effec-

tuée par les calculateurs électroniques, uniquement avec des éléments de F.

Si /. désigne une opération arithmétique, 'opération flottantes correspondante

notée ©.

Définition (3.5) :  Soit ' l'une des quatre opérations (+,—, X, /) dans R l'opéra-

tion correspondante © est correcte pour Uarrondi fl si elle satisfait la propriété

Ve,y € F telsquez.y e R,z 0y = fl(x.y) (3.17)

Le résultat flottant est Uarrondi du résultat exact s’il n’y a pas de dépassement de

capacité.

Définition (3.6) : La loi ® est définie par :

z Oy = fl(fl(z).fl(y)) (3.18)

Ezemples : 1. Calcul de 7 & 7 dans F(10,2,—10,10) :

FUSUR) + fU(m) = fI(3.1+3.1) = 6.2

2. Calcul de 2 ®@ 7 :

FUFL2) % fl(x)) = FI(2 x 3.1) = 6.2

3.4.1 Addition et soustraction flottante

L’addition et la soustraction flottante sont données par

1 Dxrog = fl(fl(:ﬁl + fl(:l?z)) (3.19)
11032 = fI(fl(z1 — fl(z2))
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Considérons 1 et x5 tels que : |z1] > |x2], on a :

fl(z1) =my x 102

fl(za) =mg x 10° = m/2 x 10% avec m; = mgy x 10°17¢2

Si les exposants ne sont pas les mémes, on doit aligner, c’est-a-dire rendre le plus petit

exposant égal au plus grand.

Exemples :

1. On consideére z1 = 0.43162 x 10°, x5 = 0.18523 x 107!, p =4

fl(z1) = 4.316 x 10%, fl(29) = 1.852 x 1072

on écrit: fl(z2) = 0.000001852 x 104

D'ou :

D’ou :

D’ou :

fl(z1) + fl(z9) = 4.316001852 x 10%

T1 B x9 = 4.316 X 10* en arrondissant ou en tronquant

fl(z1) = 4.316 x 104, fl(xq) = 3.422 x 10!
fl(z1) + fl(z2) = 4.319422 x 10*

T1 P x9 = 4.319 X 10* en arrondissant ou en tronquant

fl(z1) =4.316 x 104, fl(xq) = 4.315 x 10*

fl(z1) — fl(z2) =0.001 x 10*

1 6O 9 = 1.000 x 10! en arrondissant ou en tronquant
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3.4.2 Multiplication flottante
La multiplication dans 'arithmétique flottant est définie par :
x1 @ xo = fI(fl(x1) X fl(x2)) (3.20)
On a
fl(z1) x fl(z2) = my.mg x 101F€2, (3.21)

Il sera par conséquent nécessaire, dans certains cas, de renormaliser la mantisse mq Xms

afin que son premier digit soit non nul.

1.
fl(z1) = 2.432 x 101, fl(z2) = 2.000 x 102
fl(z1) x fl(z2) = 4.864000 x 103
d’ou :
T ® xo = 4.864 x 10® par arrondissant ou tronquant
2.
fl(z1) = 2.432 x 10, fl(x2) = 6.808 x 102
fl(z1) x fl(z3) = 16.557056 x 10% = 1.6557056 x 10*
d’ou :

1 ® 9 = 1.656 X 104 par arrondi
3.4.3 Division flottante

La quatriéme opération flottante (division) est définie par :

fU@) s pen—ea, (3.23)

fl(z2)  ma
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m

On calcule le quotient -1 que l'on tronque ou arrondit & p chiffres . L’exposant e est
ma

égale & e; — ea.

" fl(z1) = 4.323 x 10°, fl(z2) = 2.000 x 10*
Sl = 2.1615 x 10!
d’ou :
1 O xe = 2.162 x 10! par arrondi
2.
fl(z1) =2.162 x 105, fI(z2) = 3.000 x 105
e = 7.206666... x 102
d’ott :
1 Q@ xy = 7.207 x 1072 par arrondi ou par troncature.
Remarques (3.6) : - Les propriétés des opérations sur les nombres réels ne sont

pas toutes vérifiées avec les nombres flottants.

- Les opérations flottantes commutatives :

fl(z op y) = fl(y op ) pour op = {+, —, x}

- elles ne sont pas associatives.
- elles ne sont pas distributives.

- 0 est I’élément neutre de 'addition flottante et 1 est l’élément neutre de la mul-
tiplication flottante.

- Uopposé de x € F existe et vaut —z.

- par contre n’a pas toujours d’inverse dans F.

Addition flottante n’est pas associative :

Dans larithmétique flattant = + (y + z) peut étre différent de (x + y) + z, par
exemple, pour calculer la somme : 1 + 0.0004 4+ 0.0006 = 1.001 avec un ordinateur,

pour lequel p = 4 en procédant troncature.
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On a:

1 0.0004 =1
(1@ 0.0004) & 0.0006 = 1
0.0004 & 0.0006 = 0.001

1 (0.0004 & 0.0006) = 1.001

Cet exemple montre que ’addition flottante peut influencer le résultat de la som-

mation des séries & termes positifs.
Calcule de sommation a termes positifs :
Ordre de sommation :

On veut calculer :

n
S:Zai, a; >0
=1

En arithmétique finie, on calcule cette somme en formant la suite des sommes par-

tielles :

Sl = fl(al)
Sy =851® fl (ag)

S =S 19 fl (ak) k=2,..,n

Le résultat est alors S,, ~ S.

L’ordre dans lequel on somme les a; peut changer la valeur de la somme S, car

I’arithmétique flottante n’est pas associative.

Ezemple :  soit

S—1+§é Lo_g !
&P+l T n+l

Calculer cette somme, en arithmétique flottant, de deux fagons différentes :

1
S R
nel +2+ nZ+n
1 1
Spog = ———F - + - +1
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avec : n=9,n =99, n =999, n = 9999.

S Sn.2 valeur exacte S
9 1.9000000000 | 1.9000000000 1.9
99 | 1.9900000000 | 1.9900000000 1.99
999 | 1.9990000000 | 1.9990000000 1.999
9999 | 1.9998999999 | 1.9999000000 1.9999

On observe que 'on obtient des résultats différents selon que I'on somme de 1 & n
ou de n al; les meilleurs résultats étant obtenus dans le second cas. On peut dire ici
que lorsqu’il s’agit de nombres flottants positifs, il faut trier tout d’abord les nombres
de maniére croissante et effectuer ensuite la sommation demandée. Il est trés connu

aussi dans 'arithmétique flottante que la multiplication flottante n’est pas associative.

Multiplication flottante n’est pas distributive par rapport a I’addition
flottante :

La relation : X (y 4+ 2) =z X y +x X z n’est pas vérifiée.

Par exemple : z = 1.22 x 102, y = 3.33 x 102, z = 6.95 x 10?

1(1.22 x 102 x f1(3.33 x 102 + 6.95 x 10?))

T X (y+2)

1(1.22 x 102 x f1(10.28 x 10?))

1(1.22 x 10% x (1.03 x 103))

fU
fU
f1(1.22 x 10% x £1(1.028 x 10?))
fU
fU

1(1.2566 x 10%) = 1.26 x 10°

en notre facon :

(x xy)+ (v x2z) = fI(f1(1.22 x 102 x 3.33 x 10?) + fI( 1.22 x 102 x 6.95 x 10?))
l

(
FI(f1(4.0626 x 10%) + f1(8.479 x 10%))
fU
= f1(12.54 x 10%) = 1.25 x 10°

4.06 x 10% 4 8.48 x 10%)

Il y a donc une différence entre les deux résultats.
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Relations de stricte comparaison :
De la méme fagon, les relations avec inégalités strictes telles que :

-sia < balors a+ c<b+ cpour tout c,
-sia<betc<dalorsa+c<b+d,
-sib<ceta>0alors ab < ac.

doivent étre affaiblies en remplacant les derniére inégalité en inégalités larges pour

rester vrais en arithmétique flottant.

La relation : x x (y/x) = y n’est plus vérifiée aussi. En choisissant par exemple

x =4 et y=>5, on obtient
fUlly/z) = fU(5/4)
=fll+u)=1
et
Sz x fl(y/x)) = fL(4 x fI(5/4)) =4

Perte de chiffres significatifs dans la soustraction :

La soustraction (z1 © z2 = fI(fl(z1 — fl(x2))) est Popération la plus dangereuse en
calcul numérique. Elle peut amplifier 'erreur relative de facon catastrophique, comme

I'indique I’exemple suivant :
Ezemple :

Considérons les nombres /7001 et +/7000.En arithmétique flottant, on a :

V7001 ~ 8.3671979 x 10!
V7000 ~ 8.3666003 x 10!

Donc

V7001 — /7000 = £1((8.3671979 — 8.3666003) x 10') = 5.9760000 x 10~

On peut obtenir un résultat plus précis en utilisant ’identité suivante :

NN

f_ﬂ:(\r_ﬂ)xﬁ+\/g

On obtient alors :

1@ (V7001 & V7000) = 1 @ (1.6733798 X 102) = 5.9759297 x 1073
La valeur exacte est 5.97592962824 x 10~3.



Chapitre 4

Méthodes d’amélioration des
systémes Toeplitz et

Vandermonde confluent

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente deux méthodes d’amélioration itératives des systémes
linéaires structurés de Toeplitz et de Vandermonde confluent pour réduire la complexité
du calcul et aboutir & une stabilité numérique. afin de réaliser ce but on applique la
FFT (Fast Fourier Transform). Il s’agit d’une opération numérique de base importante

et bien documentée de par sa grande utilité pratique et théorique.

4.2 Transformation discréte de Fourier

La popularité de la transformation discréte de Fourier découle notamment de I’exis-
tence d’algorithmes réalisant l'opération de multiplication de la matrice de Fourier
qu’on définira ultérieurement par un vecteur en utilisant O (nlogn) opérations élé-
mentaires seulement. Ces algorithmes rapides sont plus connus sous le nom de FFT.
Ce qui nous a motivés a considérer la transformation discréte de Fourier dans ce cha-
pitre réside d’un coété dans le fait que les algorithmes que nous proposons dans ce
mémoire font appel & la FFT afin d’améliorer leur complexité, et d’'un autre coté
dans l’intention de bien préciser que la FFT, en plus de sa rapidité, est une opération

numériquement stable.

32
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Définition (4.1) : La matrice de Fourier d’ordre n est la matrice F suivante :
1 1
1w e wt . )
Flwn)=| : = (U)o, (4.1)
1 ! w(n—1)2
ol w est une racine n™ principale de Uunité. C’est-a-dire que : 1,w,...,w"™ ' sont
les racines de Z™ — 1 =10. A titre d’exemple :
i -1 — —i2n -2
wp=¢€"n, w ' =W,=¢€ "'n iv=-1 (4.2)

sont des racines n°™° principales de ['unité.

Définition (4.2) : La transformation discréte de Fourier (en abrégé TDF) d’un

vecteur © = (xo x1 -+ Ty_1)! est le vecteur Fx.

Soit w toujours une racine n®™¢ principale de I'unité. Alors il est bien connu que
I'inverse F(w,n)~! de F(w,n) peut étre directement déterminé grace a la formule

suivante :

F(w,n)™' = =F(w!,n), (4.3)

cette formule nous permet, de conclure que l'inverse de TDF est, & une constante

multiplicative pres, lui méme une TDF.

Posons par ailleurs

on peut alors vérifier que

de sorte qu’on puisse déduire que () est unitaire.
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Notons par ||.|| la norme euclidienne dans C", et rappelons que si A € C"*"
| A]l = max || Az]|.
llz]|=1

On peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme (4.1) [6] :  Supposons que y = F(w,n)x. Alors
(i) | F(w,n)|| = vn
(@) lyl = val=ll. ©

4.2.1 FFT itérative

Dans cette section, on suppose que n = 29 est une puissance de 2. Sia = [ ag a1

on pose

et

d=[a a ... an_l]T.

D’autre part, si w est une racine n'*“™€ principale de 'unité, on note par A,, la matrice

diagonale suivante :

1 0 0
0
Ay = v (4.4)
0
0 0 w2t |
10

Par exemple A_; = [1], A = 0
i

On peut dire que I'algorithme FFT récursif de Cooley et Tukey peut étre résumé

dans la formule suivante :

In A,

F(w?,2).al0)
; A Flu? 2 : (4.5)
5 oW 2

F(w,n)a = [

En développant davantage, on obtient :

T
an—1 :|
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F(w,n)a =
[71» A2 0 F(w4’ %)‘G[OMO]
I% Aw I% —AwQ F(w4, %)G[OHH
I% —Aw 0 I% Aw2 F(w4, %)am[o]
In —A,2 F(w, %).am[l]
Pour simplifier, posons :
I A
A = v
In —Ay,
et
A
As =1 ® w?
n =Ny
oll ® est le produit de Kronecker. On a :
! In Ay .
Ay — Ig —A,2
0 In A2
1 n —A,2
D’une maniére générale, pour j =1, 2, ..., g, on pose
In Aijfl
Aj =11 ® 2 A . (4.6)
5 A
On peut alors énoncer le résultat suivant :
Théoréme (4.2) : Il existe une matrice de permutation P qu’on peut déterminer
telle que

Procédons maintenant & la construction de la matrice de permutation P évoquée dans
le théoréme précédent. Pour cela, nous aurons besoin d’introduire la notion de renver-
sement binaire d’un entier compris entre 0 et n — 1. Dans cette perspective, rappelons

qu'un entier k € {0,1,2,...,n — 1} admet la représentation binaire unique
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Q
|
—

k=) k2" (k€{0,1}),

<.
Il
o

de sorte qu’un tel entier puisse étre identifié & un vecteur de {0,1}?. Ainsi, on peut

écrire :
ko
k1
k= .
kg1
0 1
Ezemple (n=8¢=3), 0=10|,1=]10 [|,2=|1], 3= ,
0 0 0
0 1 0 1
4= s5=1o0l,6=]1],7=] 1
1 1 1

0 0 1
1 0
J =
0
_1 0 0_

Définition (4.3) : Soit k un entier compris entre 0 et n — 1. Le renversement

binaire rev(k) de Uentier k est Uentier suivant :
rev(k) = J - k.

Ezemple : (N =8,¢q=3), rev(0) = 0, rev(l) = 4, rev(2) = 2, rev(3) = 6,
) =3, rev(7) =T.

Le résultat suivant détermine la matrice de permutation en question.
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Théoréme (4.3) [6] : OnaVj=1:n
Pej = Crev(j—1)+1>
(ej) désignant la base canonique .
Réalisation de l'opération y = Ajx : Rappelons que :
In A 9j—1
] w
Aj — .[2]'71 ® »
I; _szg—l
T T
et supposons que = ( To T1 0 Tpo1 > et y = ( Yo Y1 o Yn—1 > . Po-
sons m = iy Alorssik=0:2"1—-1 ona:
Ykm Tkm
Ykm+1 - I% szjfl Tkm+1
Im _Angfl
Y(k+1)m—1 T(k+1)m—1
Autrement dit, pourt=0:3 —letk=0: 271 _ 1, ona:
9j—1
Yt+km = Tytkm + wh?’ xt-i—km-i—%
ti-1 (4.8)
Yt+km+2 = Titkm — W Tttkm+2 -

Enfin, nous pouvons présenter ’algorithme suivant que nous nommerons méthode FFT

itérative basée sur la formule (4.7).

Algorithme(4.1) :  FFT itérative. Dans cet algorithme, on suppose qu’on dispose
des n racines de Uunité : 1, w, w?, ..., w" ! stockées dans un tableau nommé R. Par

conséquent R[k] = wF~1. L’objet de cet algorithme consiste a réaliser Iopération b =
T T
Fa= A1Ay---A4Pa, ol a = ( ag ai -+ QAp_1 ) etb= ( bp b1 -+ bp_q ) .
Commentaire :  calcul de Pa = c.
1. pour s=0:n—1

2. Cs = Qrey(s)+13
3. pour j=q:1
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4. pour k=0:2"T_-1
d. m = 5i1;
6. pour t=0:% —1
7. dlt+km]=c[t+km]+R[t-27c[t+km+T];
8. dit+km+ %] =clt+km]—R[t-2 c[t+km+ Z];
9. fin pour
10. fin pour
11. pour s =0:n—1
12. cl[s] =d]ls].
4.2.2 Multiplication rapide de deux polyn6émes
n—1 n—1
Soient Pj(z) = Zaia)i et Py(x) = Zbimi deux polynomes de degré < (n — 1).
i=0 i=0

Dans le cas général, pour réaliser la multiplication polynémiale P (x) = Py(x) - Pa(x),

on applique la formule

2n—2
P(z)= Z cix’
1=0
avec
C; = Z akbj.
k+j=i

Heureusement, il est trés connu dans la littérature qu’on peut effectuer cette opération
en O (nlogn) opérations au lieu de O (nZ) grace a la FFT comme I'indique le théoréme

suivant.

Théoreme (4.4) [6] : Soit w une racine (2n)“™ principale de l'unité et posons
F = F(w,2n). Alors

Fc= (Fa) ® (Fb) (4.9)

ot ® désigne le produit ponctuel :

r1 Y1 T1Y1

) Y2 €T2Y2

Tm Ym ITmYm
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Pour réaliser le produit de deux polynoémes, en utilisant ’algorithme suivant :

Algorithme (4.2) :  Multiplication polynémiale de (Py, Ps).

Données : ao, a1, ..., an—1 et by, b1, ..., bp_1.

Résultats : cg, 1, ..., Cop_2.

T
1. a* = F(w,2n)a (a:[ao ai ... ap-1 0 ... O} >

T
2. b* = F(w,2n)b <b: [bo bt a0 0] >
3. c*=a"0b* (O estle produit ponctuel)
4. c= 5 F(w1,2n)c".

4.2.3 Matrices circulantes et ¢-circulantes

T
on appelle matrice circulante C(a) généré par un vecteura = | ag a1 ... an_1 ]

la matrice ayant la forme suivante :

ap  an-1 a1
a ag az

Cla) =
an*l .. ao

On dit que C'~ (a) est une matrice anti-circulante généré par un vecteur a si

a  —ap-1 - —a1
_ al ao
C(a) =
—Qp—1
a/n—l PEEEEY ao

Plus généralement, on peut définir une classe des matrices qui a les mémes propriétés
de la classe des matrices circulantes. On dit qu’une matrice carrée du type (n x n);

Cy(a) est p-circulante si elle a la forme suivante :

ao Yap—1 -+ Ppai

a ao o paz
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ou le vecteur a = (ao a - an,l)T est sa premiére colonne. Les matrices circulantes

et p-circulante ont les propriétés importantes suivantes

Théoréme (4.5) [6] : On a :

F.C’(CL).F_1 =D = diag(g1,92,---,9n)

ou
g=Fa. O

Proposition (4.6) [4] - Soit Cy(a) une matrice @-circulante de taille (n x n). Elle

est aussi diagonalisable par F, et plus précisément on a :
Cyla) = D;'F~'DFD,

avec D = diag(FDya), D, = diag(1l 6 62 ... 0", pour n’importe quel § € k qui
vérifie 0" = . O

Remarque : 1l est important de signaler que l’inverse d’une matrice circulante
(-circulante) est circulante (p-circulante). C’est-a-dire, on peut effectuer la multi-
plication d’une matrice circulante (-circulante) par un vecteur en utilisant O(nlogn)

opérations.

4.3 Méthode d’amélioration des systémes Toeplitz

En algebre linéaire, une matrice Toeplitz ou matrice a diagonales constantes est
une matrice dont les coefficients sur une diagonale descendant de gauche & droite sont

les mémes. Toute matrice 7' & m lignes et n colonnes de la forme :

to  t_1 t_g ... tnt1
t to :
T= to t
t-1
bl e ty to

est une matrice Toeplitz si ’élément situé a 'intersection de la ligne ¢ et la colonne j
de T est
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Tij = ti—j

Ezemple : La matrice suivante du type (3 x 3) est de Toeplitz

N~

Il
© ot
B Ot N
S RN

La somme de deux matrices Toeplitz est une matrice Toeplitz ; mais la multiplication
de deux matrices Toeplitz ou 'inverse d’une matrice Toeplitz n’est pas de Toeplitz,

sauf si T est triangulaire.

4.3.1 Produit matrice Toeplitz par vecteur

Cette section & comme but de calculer la multiplication y = T.x; d’une matrice
Toeplitz par un vecteur € R™.Dans le cas général cette opération cotite O(n?) opé-

rations qu’on peut la réduire a O(nlogn) opérations, grace a la FFT.

On peut plonger la matrice T vers matrice circulante C(w) € RZ?=1n=1) gj .

to t-1 ... Top+1
t t
T_ 1 0
t 1
tn—1 ty to
donc C(w) est générer par le vecteur w = (tg,t1, ..., tp_1,t ni1,-.,t_1)".

Ezemple :

N

I
© & ot
AN
SRS

une sous matrice du type (3 x 3) d’une matrice circulante C' :

Q

|
N © A o
N O e ot
© ot o
B Ol N~ ©
GL N O
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En générale, si T = (t;;) est une matrice Toeplitz du type (nxn) alors C = REZ»~DEn=1)

est circulante avec

T(1:mn,1)
c(,1) =
T(l,n:—1:2)T

en faisant appelle au théoréme (4.5), en affirmant que la multiplication y = Tz effec-

tuée par O(nlogn) opérations.

On sait que la norme de Frobeinus

1Al F =

ZZIAUI

i=1 j=1

et la norme matricielle ||A||,subordonnée a la norme euclidienne sont liées par les

inégalités
IAlly < [[Allp < VAl

Dans ce travaille, on aura besoin de la norme de Frobeinus. On a

1Tl < ICWE < V(2n =D T g

On en déduit que le calcul de

y=C(w)x

via F'F'T donne une valeur approchée y de y telle que

15 = ylly < cnc [C(W)ly |2l
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4.3.2 Structures de déplacement
La matrice Toeplitz satisfaite ’équation de déplacement suivante :
T —TZ_1 =ejw’ 4 vel (4.10)
ol Zs est donnée par :
0 O 0 s
1 0
Zs=1| 0
0 0 1 0
to
ti—n + 11
wT = (tn—l — t_l ..... tl — t—n—i—ltO)a v = X
t_1+tn-1
Si on prémultiplie et postmultiplie (4.10) par T~!, on obtient :
T2 — Z_ T =T ey T + T twel 771 (4.11)

Soit C'~ la matrice anti-circulante générée par T le; et
Tp—1
enT Z1
Trp—1 172
e, T 73
C= :
ezt
elT—1
(C~)~lest une matrice anti-circulante vérifie la relation commutative

(C) ' Za=2Z4(C)!

De méme C~lest circulante et qu’elle commute avec Z;
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C 7, = 210_1

Si en prémultipliant et postmultipliant (4.11) par (C~)~'et C~! respectivement, on
obtient :
(CH\r-tc1zy -z (CH) i tet = () i tewt T IO
+(C) el Tt

=ew!T71C 1 + (C7) 1T 1wel

Par identification, on a :

CcH'rtet=T1

est une matrice Toeplitz et

T-l=cTC (4.12)

Par conséquent le produit z = T~y peut se faire en O(n log n) opérations. Si & désigne

la solution approchée de z, il est facile de montrer que :

15— ol < enc [l |, |7 ICI: Nzl

4.3.3 Résolution du systéme Toeplitz
On considére un systéme linéaire Az = b avec A inversible, on utilise plusieurs

méthodes pour résoudre ce systéme. Par exemple la méthode LU, Cholesky. ..

Lorsqu’il s’agit d’un systéme linéaire Toeplitz T'x = b, on peut proposer les deux
approches suivantes :

Approche 1

- Réaliser la décomposition T' = LU. En générale ceci cotite O(n?) opérations.

- Résoudre le systéme L(U.x) = b. Comme ni L ni U n’est structurée, cette résolu-
tion cotite O(n?).

Approche 2

- Calculer I'inverse T~ 'de T, ce qui demande O(n?) opérations.
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- Calculer # = T~ b ce qui, en utilisant la décomposition (4.12), cotute O(nlogn)

opérations.

Dans ces méthodes, on peut dire sur le plan numérique, que si B désigne la valeur

approchée de T~1, il existe une constante d’instabilité K1(T), telle que :

B_T!

< e KA (T) ||T7H, (4.13)
2

Dans ce qui suit, on travaille au lieu de B avec la matrice B vérifiant la structure :
BZy — Z_1B = Beyw' B+ Bvel B (4.14)

Dans ce cas

B~C~TC (4.15)
ol C'~ est la matrice anti-circulante générée par Bejet

egng

el BZ?

erpzpt

el'B

et T est la matrice Toeplitz par identification dans I’équation (4.14). Dans ces condi-

tions, il est bien a quel point l'estimation (4.13) est altérée.
Posons pour cela

¢($) = XZ1 — Z_lX

¢ est une application linéaire inversible dont la matrice par rapport a la base canonique

est :
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Z_1 0 0o I,
I, 0
¢=1 0
SO
0 0 I, Z.
La norme de Frobeinus Hd)_ln - de ¢! est un polynome en n, par suite
7l = e
est un polynéme en n. Ceci étant on a
1B=77, <|B-T7"p <67, (B -T7H]5
Sen @B =Ty <enldB-THl,
On est alors conduit & estimer ||¢(B — T_l)HZ. On a
#(B-T71) = (lwgele;? + g’vef%) — (T ey T + T~ lwel T71)
= (E - T_l)eleE + T_lele(é -T 1)+ (E - T_l)vegé
—l—T_lfueZ(é -7
Si bien que
|o(B — T_l)H2 <( eleé ’ + HT_lelcuTH2 + vegé ’ + HT_lveZHQ) BT
2 2 2
Par conséquent, en utilisant (4.13)
|B=T7"|, < cneKa(T) || T, (4.16)
ou
Ko(T) = K1 (T)( eleéH + HT_lel(,uTH2 + vegé ‘ + ||T_1ve£H2)
2 2




4. Méthodes d’amélioration des systémes Toeplitz et Vandermonde
confluent

47

On consideére le probléme de résoudre un systéme linéaire
Txrx=y

ou T est Toeplitz et en supposant qu’on dispose de la matrice B définie par ’équation

de déplacement (4.14) et vérifiant la décomposition (4.15) et I'estimation (4.16). Posons
T=DB.y
de sorte que
& — 37”2 < creKa(T) HT71H2 ||T37H2

Pour calculer & = B.y, on utilise la décomposition (4.15) afin d’atteindre la perfor-

mance O(nlogn), ce qui numériquement donne une solution approchée & telle que :

15— olly < ene [0, |7 1€ 172,

d’ou
& — ally < eacK (T) | T2,
ou

K(T) = Ko(1) |77, + |0 || 77 I

Dans la correction de la solution &, nous supposons que :
VEE(T) [Ty < en

ol ¢, est la constante générique qui dépend polynoémialement de n. Nous proposons

alors ’algorithme de correction suivant :

Algorithme (4.3) :  (Méthode d’amélioration des systéme Toeplitz)

1.d=y—-Ti
2.7=B.d
S xX=x+7

complexité : O(nlogn) opérations.



4. Méthodes d’amélioration des systémes Toeplitz et Vandermonde
confluent

48

4.3.4 Matrices Toeplitz et polynémes

Une classe trés importante des matrices Toeplitz est la classe des matrices trian-

gulaires.
Exemples :
ag O
ai ag . . . e e
1. est une matrice Toeplitz triangulaire inférieure.

a2 a1 ag 0

az ag a1 ao

ap a1 a2 as
0 a a1 a2 : . . . "
2. 0 0 est une matrice Toeplitz triangulaire supérieure.

ap a1

0 0 0 ao

Il est clair que les matrices Toeplitz triangulaires inférieures sont définies & partir de
ses premiéres colonnes, de sorte que les matrices Toeplitz triangulaires supérieures sont
les transposées de ces derniéres. Cette observation justifie le stockage linéaire de ces
matrices d'un coté et de 'autre coté elle justifie 'écriture L (a) pour désigner la matrice

triangulaire inférieure dont la premiere colonne est le vecteur a et R (a) = L (a)” pour
T

désigner la matrice triangulaire supérieure. Par exemple sia=| 1 2 0 1 , on
a:
1 000 1 2 01
2100 01 20
L(a) = et R(a)=
0 210 0 01 2
10 2 1 00 01

C’est-a-dire la matrice de Toeplitz T est écrite :

T = L(a)+ R(b)

telle que
a=T(,1) b=(0,7T(1,2:n)).

Dans ce qui suit, on verra voir que le produit d’une matrice Toeplitz triangulaire

par un vecteur peut-étre effectué grace au produit de deux polynémes & une variable.
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Soit L(a) une matrice Toeplitz triangulaire inférieure caractérisée par sa premiére
T
colonne a = [ ag ai ... Qp_1 } et on se donne le vecteur b = [ bo b1 ... bp_1

alors le produit matrice-vecteur cherché L(a)b = c¢ équivalent au produit matriciel
L(a)L(b) qui donne une matrice Toeplitz triangulaire inférieure L(c), ou ¢ € C" re-
présente les n premiers coefficients du polynome produit z(z) = p(z).q(x), ou p(x) et

q(x) sont les représentations polyndmiales des vecteurs a et b :

n—1 n—1
p(z) = Z a;x’ et g(z) = Z bz
1=0 1=0

c’est-a-dire le vecteur ¢ est défini comme suit :

c=z[l:n],
tel que :
2n—2 )
z(x) = Z ¢z
i=0
avec

C; = Z akbj.

ktj=i

Le méme vecteur z € C27, on peut le définir grace a la FFT de la maniére suivante :
z=F (w',2n) ((F (w,2n)a*) ® (F(w,2n)b*),

oll w est une racine (2n)®"¢ principale de I'unité et les vecteurs a*, b* € C?" sont

donnés par :
. T
a :[ao a ... Qp-1 0 ... 0:|

et

b*:[bo by oo bpa O ... O}T,

En notant a, le retournement vertical d’un vecteur a suivant :

B T
a:[an_l Ap—92 ... a0:| .

9
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Soit R(a) une matrice Toeplitz triangulaire supérieure, le vecteur ¢ qui représente le

résultat du produit de la matrice R(a) par b, on peut le trouver grace au produit

matriciel suivant :

c’est-a-dire que le vecteur cherché ¢ forme les n premiers coefficients du polyndéme

produit p(x).r(z). D’une autre maniere, le vecteur c¢ est le suivant :

¢c=z[l:n],

ou

z=F~1(w,2n) ((F(w, 2n)a*) © (F (w,2n) <l~)>*)> .

Comme la matrice de Toeplitz peut écrit comme somme de deux matrices Toeplitz
triangulaires, le produit y = Tz est équivalent & la postmultiplication d’une matrice
Toeplitz triangulaire inférieure ou une matrice Toeplitz triangulaire supérieure par un

vecteur qu’on peut l'effectuer en O(nlogn) par la FFT.

Il est clair que le produit de deux polyndémes joue un réle extrémement important
dans la prémultiplication ou la postmultiplication d’une matrice triangulaire inférieure
ou triangulaire supérieure par un vecteur ligne ou un vecteur colonne. C’est pour cette
raison on propose l'algorithme mult pour effectuer le produit d’une matrice triangulaire

par un vecteur.
Algorithme (4.4) :  mult(a,b).

données : ap, a1, ..., ap—1 et by, b1, ..., by_1.
Résultats : dg, dy, ..., dn_1.

1. a* = F(w,2n)a.

2. b* = F(w,2n)b.

3. cF=a*Ob".

4. ¢c= %F(w_l, 2n).c*.

5.d=c[l:n].
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4.4 Meéthode d’amélioration des systémes Vandermonde

confluent

On dit qu’une matrice W de nd lignes et nd colonnes est de Vandermonde confluente

si elle est définie comme suit

W =[W) Wy ... W,)] (4.17)

telle que
Wi= [f(@:) FD@) - 0 (@)
et
T
flx;) = [ 1 oz a2 .- x?d_l ] , pouri=1:n

Ou 1, z2, ...z, sont n nombres deux a deux distincts et n et d sont des entiers tels
quen >1etd>2 et f(z), fD(x;), - f4V(x;) désigne les dérivées successives
de f.

Maintenant, on cherche a appliquer la méthode d’élimination de Gauss par blocs
pour résoudre un systéme linéaire de Vandermonde confluent de dimension (nd x nd)
en O ((dlog d) n?) opérations au lieu de O (d?n?). Pour aboutir & ce but, on considere

la structure de déplacement proposée et démontrée dans [9].

Donc, la matrice W est caractérisée par la structure de déplacement suivante :

ZTW —WDp = epay”, (4.18)

ol

Dp = diag(B(x1), B(x3),. .., B(zy))

est une matrice diagonale par blocs, telle que les matrices B (zx); K = 1 : n sont

définies par :

B@)=alg+ A A= |0 e 2 3es - (d—1)ear |, (4.19)

et

YT = (m’fd (nd), 27971 (nd) ;702" (nd), 279 (nd), xgd—d) .
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Si on prémultiplie et postmultiplie la structure (4.18) par Z et Dgl respectivement

et en tenant compte que :
277 = nd — ele{
et

Zenqg =0,

on constate immédiatement que cette structure devient :

ZW —WDg" = epo?, (4.20)

ou

o == (@) () ) (4.21)

c’est-a-dire 7(x) composé par x1 et ses dérivées successives jusqu’a lordre (d — 1).

4.4.1 Complément de Schur

Définition (4.4) : Soit A € CH)*X(+) yne matrice du type (n+s) x (n+ s)

qu’on peut représenter par blocs de la facon suivante :

M F

, 4.22
£ D (4.22)

telle que : M est une matrice régulicre € C**5, ET F € C**™ et D € C™ ™, on peut

définir le complément de Schur de A comme opérateur vérifiant la formule suivante :
S(A)=D—-EM™'F. (4.23)

Si on se base sur le complément de Schur, il est facile de vérifier que la premiére étape

de I’élimination de Gauss par blocs sur A est la suivante :

M F

JIA =
0 S(A)

: (4.24)




4. Méthodes d’amélioration des systémes Toeplitz et Vandermonde
confluent

53

- - 0T
Ji = -
—EM— I,
désigne la premiére matrice de I’élimination de Gauss par blocs et par convention, on

peut écrire :
SO(A)=A4 SH(4)=5 (sk (A)) k=0:n—2 (4.25)

Dans la prochaine section, on présente une propriété du complément de Schur qui est
connue dans la littérature et trés importante dans ’application de I’élimination de

Gauss sur les matrices structurées.

4.4.2 Stabilité de la structure de déplacement par le complément de
Schur

Soit la matrice structurée A définie dans (4.22) ayant la structure de déplacement

suivante :

FA—AB:[u w}[v Z]H, (4.26)

on F e Cts)x(nts) ogt bidiagonale inférieure, B € C™+$)x(n+s) ogt bidiagonale
supérieure et u, v, w, z € C™*9) en concordance avec (4.22), il est nécessaire de
représenter les matrices F, B et { U w ] { vz }H dans (4.26) par blocs comme
suit :

o0
X F

B Y
0 Bs

ERIER i B |

Le complément de Schur d’une matrice A qui constitue I'opération de base dans le

I

et

processus d’éliminations de Gauss est stable par la structure de déplacement de cette

derniére comme l'indique le théoréme suivant :

Théoréme (4.7) :  Supposons que A vérifie I’équation (4.26). Alors :

FoS(A) — S(A)By = [ o w ] [ o }H (4.27)
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avec
0 O I
[u/ w/]—[u ’w:|— EM_ll[ul w1:| (428)
et
0 0 H H .
. :[v z} —[vl zl} [ISMF}.O (4.29)
vz
Démonstration : Soit A la matrice structurée caractérisée par sa structure de deé-

placement (4.24). Si on prémultiplie et postmultiplie cette structure par Ji et K
respectivement, ol J; est la premiére matrice de 1’élimination de Gauss et K; est la

suivante :

I, —M~'F
K =
0 I,

on obtient ’équation :
1 1 H
(MFITY) (MAKD) = (hAK) (KT BE) = i [ wow | [ v 2] Ko

En tenant compte que :

(x) Pour le premier terme on a :

[ Fo M 0
hFJb o= , JIAK, =
i * 2 0 S(A)
—1 [ Bl *
et K{'BK, =
0 B

(xx) Pour le deuxiéme terme on a :

up wq up w1
J1 = .
Uz W3 u w

H H

U1 21 V1 21
Klz , , ’

V2 29 v z

et
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ou

Ce qui nous permet d’écrire :

et

Par des calculs simples, on trouve :

FlM—MBl * * *

H
x F3S(A) — S(A)B; « [ w [
alors, on peut obtenir immédiatement le résultat, c’est-a-dire :
H
BS(A) =SB = [ w |[[v 2] . ¢

Dans ’équation de déplacement (4.20), on observe que Z est triangulaire inférieure et
Dgl est diagonale par blocs, alors le théoréeme (4.17) indique que le complément de
Schur de W prend le méme type de structure. C’est pour cette raison qu’on préféere la
structure (4.20).

Définition (4.5) :  Soit A une matrice du type (rd x rd); r =1:n. On dit que A
est matrice r structurée Vandermonde confluente, s’il existe deux vecteurs g et h de

dimension rd telle que :
ZA— AD, |, = gh", (4.30)

ol :
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D,p=diag(B(zg); k=n—r+1:n

est une matrice diagonale par blocs et x1,...,x, sont toujours n points deux o deux

distincts.

On a bien observé que la matrice »r Vandermonde confluente A définie par 1’équa-
tion de déplacement (4.30) est caractérisée par 7 et les vecteurs g et h, alors leur

identification nécessite O(nd) stockages et par convention, on peut I’écrire :

A g, h], (4.31)

laquelle peut étre représentée par blocs de la maniére suivante :

All A12 T Aln
A= | TF " (4.32)
Anl An2 te Ann

ou ses éléments (A;;) ;4,7 = 1 : 7 sont des matrices du type (d x d). Tout vecteur V'

de dimension rd est représenté par blocs comme suit :
V=WV, .. V], (4.33)

ot (Vi)x_q., sont des vecteurs de dimension d.

En concordance avec la représentation (4.22), A peut étre écrit comme suit :

: (4.34)

ol

G:[An Alr}

et

H

[Am A }T,
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Aj1 doit étre non singuliére. Dans ce cas, le complément de Schur de A; S(A) est

défini comme suit :

S(A) =K - HA{}'G. (4.35)

Par une application directe du théoréme (4.17) sur la matrice A, on présente le résultat

suivant :

Théoréme (4.8)[10] :  Soit A la matrice de Vandermonde confluente donnée dans
(4.34) et notée par (4.31); A «—— [g,h]" (r > 2). Le complément de Schur S(A) est

lui méme une matrice de Vandermonde confluente ; S(A) «— [¢',W']"™" avec :

g =g — A Al k=1:r—1

1T T T 4-1 (4.36)
hiy =hp —hMAT A k=1:r—1. O

Dans notre étude, on s’intéresse au matrice n Vandermonde confluente qu’on note par :
W« le1,v]"

o v est le vecteur définie dans (4.21) et on la représente par blocs de la fagon suivante :

Wi Wi - Wiy
Wor Wag --- Whoy,

wo | T e (437)
Wnl Wn2 T Wnn

Comme On a énoncé précédemment, le processus d’élimination de Gauss est une répé-
tition finie du complément de Schur, alors on peut I'obtenir par application de (4.25)

sur W, c’est-a-dire :

SOwW) =w, SETYW) = S(S¥(w)) k=0:n—2

A Tl'aide de cette notation, on peut énoncer le résultat suivant qui nous affirme que le

kéme complément de Schur S*(W) est une matrice (n — k) structurée de Vandermonde

confluente pour k =0:n — 1.



4. Méthodes d’amélioration des systémes Toeplitz et Vandermonde
confluent

58
Théoréme (4.9)[10] :  Soit W une matrice de Vandermonde confluente du type

(nd x nd) définie dans (4.17), alors les compléments de Schur de W, S¥(W), k =0 :
n—1 existe; SOW) = W «—— [e1,v]" et SKW) — [g[k],R[k]]" ", k=0:n—-2,

avec

g[0]=e1, h [O]T =T

glk+1);  =glkl;y — (S*W), ., (SEW))) g k], (4.38)

hik+17 = kKL — Rk (SPO0) L (SPOV)) o

pour i=1:n—k+1. O

La décomposition de W en deux matrices carrées par blocs L et U du type (nd x

nd) ; L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure, telle que :
W = LU,

lesquelles sont définies par :

LiJrk,k:Jrl - (Sk(W))ZJ (Sk(W));l i=1l:n—k

' (4.39)
Ukt1,j+x = (SFW)) 1

y j=1l:n—k

pour k=0:n—1.

A partir des relations de récurrences (4.38), il est facile de voir que ’algorithme de
réaliser I’élimination de Gauss par blocs d’une matrice de Vandermonde confluente est
de complexité O((dn)?). Dans la section suivante, nous étudierons les structures des
éléments blocs des matrices r—structurées de Vandemonde confluentes de telle sorte

que la complexité de cet algorithme peut s’améliorer.

Avant de factoriser les éléments blocs, on donne quelques propriétés sur les matrices

Toeplitz Triangulaires.

Soient u, v € C? deux vecteurs de dimension d générent les matrices Toeplitz

triangulaires inférieures L(u) et L(v), telle que :

1. u,v € C? = Jz € C?telle que L(u)-L(v) = L(v)-L(u) = L(z1) (resp Jzo € C?
telle que R(u) - R(v) = R(v) - R(u) = R(z2)).
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2. ue€Chetu #0 = Fv € C? telle que L(u)~' = L(vy) (resp Jvp € C7 telle

que R(u)~t = R(v)).

On ajoute que le produit de deux matrices Toeplitz du type (d x d) peut étre
réalisé par I'utilisation de O(dlogd) opérations et O(d) stockages. Ici, on suppose que
le produit de deux matrices Toeplitz triangulaires inférieures du type (d x d) peut étre

réalisé par l'utilisation de C'(m)dlogd opérations.

Pour inverser une matrice Toeplitz triangulaire inférieure non singuliére du type
(d x d),on a besoin d’effectuer O(dlogd) opérations. dans ce cas, on suppose que
I'inverse d’une matrice Toepliz triangulaire non singuliere du type (d x d) peut étre

réalisé par l'utilisation de 2C(m)d log d opérations.

4.4.3 Factorisation des éléments blocs

Soit V' (z) la matrice du type (d x d) suivante :

Vi) = [p@) p@) §D(a) ... pD(a)]

p(z) =[lza?... xdil]T

On observe que la premiére ligne de W par blocs est composée des matrices :
Wij =V(xzj) pourj=1:n

Il est important de signaler que B(z) et V(x) peut transformer en matrices Toeplitz

comme l'indique les lemmes suivants :

Lemme (4.10) :  Soit D la matrice diagonale du type (d x d) suivante :

D =diag(1112!3! ... (d—1))

donc :

o
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Ce lemme nous permet de dire que les éléments blocs Wy, de W peut étre transformés

en matrices Toeplitz triangulaire inférieure par une multiplication par une matrice dia-
gonale. Alors W' = L ((z1)) " D~%; qu’on utilisera dans le processus d’éliminations
de Gauss; on peut l'inverser par 'utilisation de O(dlog d) opérations.

Le résultat suivant, nous donne deux propriétés importantes satisfaites par B(x).

Lemme (4.11) :  (a) soit D = diag(1 1! 2! 3! ... (d — 1)!). Alors
DB(z)D™! = T(z) = R(ze; + e2). (4.40)
(b) Soit w(zx)eC! une fonction et o(x) = zw(x). Donc

[ wz) wW(z) w@(@) - wldD(g) } B(x)
Démonstration : Le premier résultat est un résultat immédiat du calcul matriciel
DB(x)D~!.

pour démontrer le deuxiéme résultat, on utilise la formule (asw(x))(i) = w1 (z)+
zw® (z) (on utilise la formule de Leibniz). d’autre part, le deuxiéme membre de I'équa-

tion est un vecteur de dimension d; a = (ag a1 ... aq—1). Il est facile de voir que :
a; = iV (z) + 2w (2) = cD(z). ¢

L’idée clé dans notre étude est de factoriser les éléments de la premiére ligne et la
premiére colonne de Sk(W) par blocs & partir de ses structures de déplacement dont

on donne dans le théoréme suivant :

Théoréme (4.12) : Les éléments de la premiére ligne et la premiére colonne de

Sk(W) par blocs vérifient les structures de déplacement suivantes :

(i) ZSH(W)1j — S*(W)1B(zisy) ™" = g [kl hy [K]"
(4.41)
(ii) ZS"C(W)H — Sk(W)ilB($k+1)_l = 3g; [k‘] hl [k‘]T — eledTSk(W)i,Ll

Dans la cas, ot k=0, g; [k]h [K]7 =0. ¢
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Démonstration : On a dit précédemment que
SHW) < [g[k], h k)" "

est une matrice (n—k) structurée de Vandermonde confluentes. Alors la matrice S* (1)

est caractérisée par I’équation de déplacement :
ZS* (W) — S*(W)Dp' = g [k n k)"
On peut obtenir ces formules & partir de la représentation par blocs de la structure de

déplacement associée & S*(TW) et par quelques multiplications adéquates. 4

Pour aboutir & notre but a savoir factoriser les éléments blocs S¥(W)1; et S*(W )i
en termes des matrices Toeplitz triangulaires, on considére les deux matrices F'(x) et
G(z) du type (d x d) définies par :

ZF(z) — F(z)B(z)™' = 20", ZG(z) — G(x)B(z)™! = eqw’ (4.42)

tel que z # 0. Par une prémultiplication de la deuxiéme équation par L(z) et en tenant
compte que ZL(z) = L(z)Z et L(z)e1 = z, on implique que F(z) = L(z)G(x).

D’autre part, il est important d’é¢tudier le cas particulier ou G(x) = V(z) dans

lequel :

wl' =0T = ¢(z) ¢ (x) ¢@(x) -+ ¢V ()

) — o (4.43)
Il est clair que
60 () = (—1)F+1 g1 D)
de laquelle, on peut déduire la relation suivante :
0T =T p~t = |(—1)ktlp= (kD) (4.44)

0<k<(d—1)
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Par une postmultiplication de 1’équation qui caractérise G(x) par D~T et en nous

basant sur la relation (4.44), on obtient I'équation de déplacement de G(z)D~! et

V(x)D~! respectivement :

ZG(z)D™' - G(x)D'T(z)™! =ew" D!
ZV(z)D7t =V (z)D T (x)"! =0T
ou T'(x) = R(xe1 + e2) est une matrice Toeplitz triangulaire supérieure.
Le théoréme suivant donne une relation entre G(x) et V(x).

Théoréme (4.13) :  Soit u un vecteur de dimension d, tel que :

w! D7 = UTR(u) (4.45)

Alors
G(z) =V(z)D'R(u)D. ¢

Démonstration :  En postmultipliant la structure de déplacement de V () D~ par

R(u) et en tenant compte que

en trouvant directement le résultat. ¢

D’apres le théoréme précédent, on obtient les factorisations suivantes :

G(z) =DL(n(x)) D~'R(u)D,
F(z) = L(z)DL(n(z)) D~ *R(u)D

ou F(z) et G(x) définies dans (4.42).

Pour calculer wu, il est facile de remarquer que :

%= R(W) D . (4.46)

Telle que
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[E—

J = { €n €n-1 €p—2 -~ €1

Remarque :  S*(W); = Fy + Fy, telle que :

ZF, — FiB(z)™' = g; [k] hy [K])T

et

ZFy — FQB(:L’)il = —61€§Sk(W)i_171.

En appliquant ces résultats, on obtient les factorisations cherchées des éléments de la

premiére ligne et la premiére colonne de S*(W) respectivement.

Théoréme (4.14) : On a

S* W1y = L(g1[k]) DL (n(xk;)) D~ R(u)D

(4.47)
u = R(¥)"'JDh;[k]
et
S W)ia = L6 6D DE (o) D7 RE)D = DL (onn)) DRI
F =R ID W[k, @ =RW)IDSFW)T | es O '
Démonstration : est une conséquence directe des factorisations précédentes de

F(z)et G(z). 4

D’apres cette factorisation, il est trés clair qu’on peut réaliser la méthode d’élimi-
nation de Gauss par blocs en O ((dlog d) n2) opérations parce qu’on peut factoriser
les éléments blocs en terme de matrices Toeplitz triangulaires et matrices diagonales

qu’on peut les multiplier par un vecteur en O (dlogd) au lieu de O (n2) .
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté les notions de basas pour 'analyse d’erreur
en précision finie, en introduisant les notions d’erreurs absolue et I’erreur relative, ainsi
le modele standard qui joue un réle entrémemment important dans 'arithmétique
flottante.

Dans ce travaille, nous nous sommes intéressés au problématique : comment amé-
liorer la précision d’un résultat calculé en arithmétique flottante, plus particuliérement

dans la résolution d’un systéme linéaire.

La précision du résultat d’un calcule en précision finie dépend de deux facteurs : la
stabilité numérique du probléme et la précision de 'arithmétique utilisée (arithmétique
flottante). Pour aboutir a notre objectif de résoudre un systéme linéaire structuré de
Toeplitz ou de Vandermonde confluent, en faisant appel & la FFT comme méthode
privilégiée pour améliorer la précision des calculs d’une part pour réduire la complexité
du calcul de O(n?) opérations a O(nlogn), alors, elle nous permet de réduire le temps
d’exécution (vitesse de convergence), et de autre part pour réaliser une stabilité

numérique.
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