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Introduction

Il existe deux approches trés appropriées pour aborder la résolution des pro-
blémes de controle : le principe de programmation dynamique, appelé aussi principe
de Bellmann et le principe de maximum de Pontriagin.

Dans cette thése, on s’intéresse au principe du maximum de Pontriagin, connue
aussi sous le nom de conditions nécessaires d’optimalitées. L’idée est de partir d’'un
controle optimal minimisant la fonction de cotit sur ’ensemble des controles et de
donner des conditions nécessaires d’optimalité, vérifiées par ce controle. Ceci nous
ameéne & introduire un processus adjoint comme solution d’une certaine équation
différentielle rétrograde, et d’une inégalité variationnelle vérifiée par le controle op-
timal. Le principe du maximum pour controler les équations différentielles stochas-
tiques (EDS), dont I'objectif est d’obtenir les conditions nécessaires (ainsi que suffi-
sante) d’optimalité des controles, a été largement étudié depuis les années 1970’s. Le
travail initial a été fait par Kushner [33]. L’avance des autres droits fondamentaux
a été développée par Haussmann [25], [26]. Les versions du principe du maximum
stochastique, dans lequel le coefficient de diffusion est autorisé a dépendre expli-
citement sur la variable de controle, ont été obtenues par Arkin et Saksonov [?],
Bensoussan [2], Bismut [8], [9], et [10], Elliot [19], Elliot et Kohlmann [20]. Les ré-
sultats de [?] et [8], [9], et [10]. en Considérant le cas des coefficients aléatoires. Les
conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les systémes linéaires & coef-
ficients aléatoires, ot aucun LP-limites sont imposées sur les controles, sont établies
par Cadellinas-Karatzas [15]. Le cas général, ou le domaine du controle n’est pas
convexe et le coefficient de diffusion dépend explicitement de la variable controle, a
été calculée par Peng [36], en introduisant deux processus adjoint et une inégalité
variationnelle du second ordre. Récemment, en considérant les controles relaxé, Bah-
lali [2] généralise les résultats antérieurs sur le sujet et essaie d’en tirer les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité, en utilisant seulement ’expansion du premier
ordre et ’équation adjointe associée. Les premiers travaux sur le controle optimal
des processus de saut a été d’abord examiné par Boel [I1], Rishel [38], et Varaiya
Boel [12], Davis et Elliott [17] et Kohlmann [31]. Plus tard, de nombreux auteurs ont
étudié ce genre de problémes de controle, y compris dans Situ [39], Kabanov [30],

vi
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Cadellinas [13], et Framstad, Oksendal et Suelem [24]. Nous notons que dans [13]
et [24], certaines applications en finance sont traitées. Le cas général, ou le domaine
du controle n’est pas convexe et le coefficient de diffusion dépend explicitement de
la variable de controle, a été dérivé par Tang et Li [40], en utilisant I'extension du
second ordre. Ensuite, les résultats de [40] sont donnés avec deux processus adjoint
et une inégalité variationnelle du second ordre. Pour plus de détails sur les systémes
de controle avec des sauts et leurs applications, voir Oksendal et Sulem [35] et les
ses références.

La premieére version de problémes du principe de maximum stochastique de
controle singulier ont été étudiés par de nombreux auteurs y compris Benes, Shepp,
et Witsenhausen [6] ; Chow, Menaldi, et Robin [16], Karatzas, Shreve [32]; Davis,
Norman [I8]; Haussmann, Suo [27], [28], et [29] Voir [27] pour une liste compléte
des références sur le sujet. Les approches utilisées dans ces papiers, pour résoudre
le probléme sont principalement basées sur la programmation dynamique. Il a été
montré en particulier que la fonction valeur est une solution d’une inégalité varia-
tionnelle, notez que dans [27], les auteurs appliquent la méthode de compactification
pour montrer ’éxistence d’un controle optimal singulier.

Dans cette partie de thése, nous sommes préoccupés par une optimisation dy-
namique des systémes aléatoires dont I’état évolue dans I’espace R? sous I'influence
d’un mouvement brownien et d’un controle qui prend ses valeurs dans un sous-
espace de R? . Ces systémes évoluent sur un intervalle fini [0, 77, avec une condition
initiale z¢ et dont la dynamique est décrite par une solution de diffusion d’une équa-
tion différentielle stochastique du type Itd. Nous sommes intéressés en particulier
dans l'optimisation des controles des systémes par une variable qui comporte deux
composantes, le premier absolument continu et le seconde singulier Ce systéme sera
controlé par une équation différentielle stochastique de la forme suivante :

dxt =b (t, T, Ut) dt +o0 (t, T, Ut) dBt + G (t) dSm
z(0) = xo,

ou b, f et G sont déterministes cartes donné, x, est I’état initial au temps
0 et B = (B;)i>0 est un mouvement brownien standard défini sur un espace de

probabilité filtré (Q,f , (]:t)te[o,T] ,P) satisfaisant aux conditions habituelles. La
variable de controle est un processus (v,n) ot v : [0,T] x & — A; C RF et
n:[0,T] x Q2 — A = ([0,00))" sont B([0,T]) ® F-mesurable, (F;), —adaptée,
et 1 est un processus croissant, avec des variations bornées, continue sur la gauche
avec des limites sur la droite avec 7, = 0.
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L’objectif du probléme de controle optimal est de minimiser, sur I’ensemble U
de tous les controles recevable, un J cotts fonctionnels J(.) de la forme

J(u, &) =E g(xT)+/h(t,xt,ut)dt+/0 k (t) d¢,

Un controle est dite optiimal si

J(u,§) = onf J(v,n).

Soit un contréle optimal minimisant les cotits J sur U existe, on cherche des
conditions nécessaires d’optimalité vérifiées par ce controle sous la forme de principe
du maximum stochastique.

Le premier résultat dans le principe du maximum stochastique pour un probléme
de controle singulier a été obtenue par Cadellinas-Haussmann [I4], ( si le domaine
de de controle U est convexe, les coefficients b et o de ’équation d’état sont linéaires
en (x,v) et les coefficients g et h de la fonction de cotit sont convexes dans v. La
méthode utilisée pour cette probléme repose sur un principe connu de l’analyse
convexe qui est la minimisation de la convexe et différentiable au sens de Gateaux
sur un convexe fermé).

Dans cette thése, nous allons apporter une généralisation du résultat de Cadellinas-
Haussmann [14], dans la mesure ou les coefficients de I’équation de 1’état ne sont
pas linéaires et les coefficients de la fonction de cotit sont non convexes. La méthode
de lanalyse convexe utilisée dans [14] n’est pas applicable pas plus, pour cela, nous
allons utiliser une autre méthode (voir Bensoussan [2]) qui consiste a perturber un
controle optimal donné et pour cette raison on se donne une contrdleoptimal (u, )
en minimisant les cotits J fonctionnelle sur ’ensemble de tous les controles admis-
sibles et pour tout (v,n) € U, on supose (u(’, 59) = (u, &)+ 0 (v,n), voir chapitre 02
ou bien [3] dans le cas plus générale sur le domaine des controles admissibles non
convexe on peut voir le contréle perturbé comme suit

(nEw+o(nw-2w)) sitelrr+a,
(a (1), () + 6 (n (1) —E(t))) D’ailleurs.

L’autre approche importante pour résoudre les problémes de controle est de
dériver conditions nécessaires satisfaisants par un certains controle optimal, connue
comme principe du maximum stochastique. Il a été montré en particulier que la
fonction valeur est une solution d’une inégalité variationnelle. La premiére version
du principe du maximum stochastique qui couvre les problémes de controle singulier

(u’(1).€" (1) =
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a été obtenu par Cadenillas et Haussmann [14], dans laquelle ils considérent la
dynamique linéaire, la fonctionnelle cotit convexe et contraintes sur I’état convexe.
La méthode utilisée dans [14] est basée sur le principe connu de 1'analyse convexe,
liée & la minimisation des convexes, fonctionnelles Gateaux différentiable définis
sur un convexe fermé. Les conditions nécessaires d’optimalité pour les équations
différentielles stochastiques non linéaires avec contraintes sur 1’état convexe ou la
diffusion non controlée ont été obtenus par Bahlali & Chala [4] et Bahlali & al [?] .
Dans le cas stricte, le systéme est gouverné par une EDS de type

dl‘}f] =0 (t7 x?? Ut) dt +o (t7 x}t)7 Ut) th + / f (t, (L‘f, ) 9, Ut) N (d0> dt) )
e
rg = ¢,
ou b et f sont des fonctions données, ¢ est la donnée initiale, W = (Wt)tzo est un
standard mouvement brownien d-dimensionnel défini sur un espace de probabilité
filtre (Q, F, (Ft) >0 ,P) satisfaisant aux conditions habituelles et N (df, dt) est une
mesure martingale de Poisson avec une caractéristique m (df) dt.
La variable de controle v = (v;), est appellé un controle strict, est un processus

F,—adapté a valeurs dans certains ensemble U de R*. On désignons par U la classe
de tous les controéles stricts. Le critére pour étre minimisée sur U a la forme

J()=E [g (%) + /0 3 (t, 27, vy) dt] ,

ou g et h sont donnés cartes et zy est la trajectoire controdlée par v.
Un controle u € U est appelé optimal s’il satisfait

J(u) = infJ (v).

veld

Dans le modéle relaxé, le systéme est gouverné par la EDS avec des sauts

daf= [ vata@adi+ [ ooty (do)dw
U U

q +/@/Uf (t,2{ .0,a) ¢ (da) N (df, dt),
ry =

Le cott a minimiser, sur I’ensemble R des controles relaxés, est donnée par

T()=E [g<x%>+/j/(]h<t,mz,a>qt ]
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Un controle relaxé p est appelé optimal s’il résout

J (i) = inf T (q).

Le probléme de controéle relaxé trouve son intérét dans trois points essentiels. Le
premier est que nous pouvons utiliser la propriété de convexité de ’ensemble des
controles relaxés pour dériver les conditions d’optimalité, sans utiliser ’expansion
de second ordre et avec des hypothéses minimales sur les coefficients. Le deuxiéme
point est que le probléme des controles relaxés est une généralisation de controle
stricte. En effet, si ¢; (da) = d,, (da) est une mesure de Dirac concentrée en un point
unique v; € U, alors nous avons un probléme de controle stricte comme un cas
particulier de celle relaxée. Le troisiéme intérét concerne l'existence d’une solution
optimal. Nous pouvons avoir I'existence d’un controle optimal relaxé et de ne pas
avoir 1’éxistence d’une solution optimal stricte (voir I'exemple ci-dessous sur les
pages 6-7).

Pour atteindre 'objectif de ce travail et créer les conditions nécessaires et suffi-
santes d’optimalité, nous procédons comme suit :

Tout d’abord, nous donnons les conditions d’optimalité pour les controles relaxés.
L’idée est d’utiliser le fait que I’ensemble des controles relaxés est convexe. Ensuite,
nous dérivons les conditions nécessaires d’optimalité en utilisant la voie classique
de la méthode des perturbations convexes. Plus précisément, si on note par p un
controle optimal relaxé et ¢ est un élément quelconque de R, puis avec une assez
petite # > 0 et pour chaque t € [0, T], nous pouvons définir un contrdle perturbé
comme suit

1 =+ 0 (g — 1) -

Nous tirons de 1’équation variationnelle de I’équation d’état, et 'inégalité varia-
tionnelle

0<T (1) =T ().

En utilisant le fait que les coefficients b, f et h sont linéaires par rapport a la
controle relaxé,. Pour résoudre cette partie de probléme, nous prouvons dans un
minimum d’hypothéses supplémentaires, que ces conditions nécessaires d’optimalité
pour les controles relaxés sont également suffisantes.

Nous établirons trois résultats concernant le probléme de contréle stochastique
et qui peuvent étre divises en deux thémes. Le premier concernant les équations
différentielles stochastiques ot les controles ordinaires et qui sont des processus a
valeurs dans des boreliennes de R et on établira un principe de maximum pour
des diffusions singuliéres dont les coefficients non linéaires, celles qui donnent des
généralisations du résultat obtenu par par Cadellinas-Haussmann.
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Le second théme concerne les controles relaxés qui sont des processus a valeurs
mesure. On établira le principe de maximum en controle relaxé avec des diffusions
de sauts, Les résultats de cette étude généralisent tous les travaux antérieurs sur le
sujet. Il peut également étre vu comme une extension de celle de Bahlali [2] pour
les diffusions avec sauts.

Le plan de ce travail est comme suit :

Chapitre 01 (Principe du maximum en controle stochastique pour des diffu-
sions singuliéres a coefficients linéaires). dans ce chapitre introductif est qui nous
sera d’une grande utilité pour la suite, on donnera une démonstration détaillée du
principe du maximum pour des diffusions singuliéres dans le cas ou le domaine du
controle est convexe, les coefficients de ’équation d’état linéaire et les coefficient de
la fonction cotit convexes. Ce résultat obtenue par Cadellinas-Haussmann [14].

Chapitre 02 (Principe du maximum en controle stochastique pour des diffusions
singuliéres & coefficients non linéaires). Dans ce chapitre on apportera la premiére
contribution dans ce travail, on établira une généralisation des résultats du premieér
chapitre dans la mesure ot on considére que les coefficients de ’équation d’états ne
sont pas linéaires, de plus on ne se posse plus que les coefficients de la fonction cotit
convexes et sans utilisée la condition principale du premier chapitre. Pour obtenir le
résultat, on utilise une méthode basée sur perturbation faible sur les controles et en
suivant une méthode variationnelle simple basée sur le développement de Taylor des
coefficients de 1’équation d’état et des coefficients de la fonction cotit.Le théoréme
du principe du maximum sera donnée sous sa forme intégrale et aussi sa forme
générale.

Ce résultat a la fois comme une généralisation du principe de maximum pour
des diffusions singuliéres obtenues par Cadellinas-Haussmann du premier chapitre et
aussi comme une généralisation de principe de maximum obtenue par Bensoussan.

Chapitre 03 (Principe du maximum du second ordre en controle stochastique
pour des diffusions singuliéres). Dans ce chapitre on apportera la premiére contri-
bution dans ce travail. Nous considérons le probléme de controle stochastique dans
laquelle les domaines de controle ne doivent pas étre convexe, la variable de controéle
a deux composantes, la premieére étant absolument continue et la seconde est singu-
liere. Les coefficients de ’équation d’état ne sont pas linéaires et dépendent explici-
tement sur la composante absolument continue de la commande. Nous établissons
une principe du maximum, en utilisant une principe de variation sur la partie abso-
lument continue du controle et une perturbation convexe sur le singulier. Ce résultat
est une généralisation du principe du maximum Peng & des problémes de controle
singulier.

Dans notre situation, puisque le systéme est non linéaire et le domaine du
controle n’est pas nécessairement convexe, ’approche de l’analyse convexe utili-
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sée dans [I4] n’est plus valable. En outre, depuis le coefficient de diffusion dépend
explicitement de la variable de controéle, la méthode de variation de premier ordre
utilisés dans [?] ne peut pas étre appliquée. L’approche que nous utilisons pour éta-
blir notre résultat principal est basé sur une perturbation double de la commande
optiimal (u, ). La perturbation au premier controle est une variation, sur la partie
absolument continue de la commande et le second est convexe, sur la composante
singuliére.

Chapitre 04 (Les conditions générales d’optimalitées pour un probléme des
controles stochastiques relaxé des diffusions de Poisson). Objectif dans ce chapitre
est de dériver les conditions nécessaires d’optimalité ainsi que suffisantes pour les
controles relaxés, ou le systéme est régi par une équation différentielle stochastique
non linéaires avec sauts dans sa forme générale. Nous donnons les résultats, sous
forme de principe maximum stochastique global, en utilisant seulement 1’expansion
du premier ordre et I’équation adjointe associée.

Le contenu de cette thése a fait 'objet des publications suivantes :

S.Bahlali, A. Chala, A general optimality conditions for stochastic control pro-
blems of jump diffusions Appl. Math Optim. Vol. 65, N°1 (2012), pp. 15-29.

S.Bahlali, A. Chala, The stochastic mazimum principle in optimal control of
singular diffusions with non linear coefficients, Rand. Operat. And Stoch. Equ.,
Vol. 13, N°1 (2005), pp. 1-10.



Chapitre 1

Principe du maximum en controéle
stochastique pour des diffusions

singuliéres a coeflicients linéaires

Dans ce chapitre, nous allons.donner une démonstartion détaillée du principe
du maximum en contodle stochastique pour des diffusions singuliéres et a coefficients
linéaires. Ce résultat a été obtenu par Cadellinas-Haussmann [14] en utilisant le
principe de minimisation des fonctionnelles convexes Gateaux-différentiables (Voir
Ekeland-Temmam [21]).

1.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soit (Q, F, (ft)te[O,T} ,IP) un éspace probabilisé filtré satisfaisant aux conditions
habituelles, B = (Bt)te[O,T} un mouvement Brownien d-dimentionnel et on suppose
que : (Fi)icor = 0 (Bs; 0 < s <) est la filtration naturelle du mouvement brow-
nien.

Soit T un reel strictement positif, A; un fermé, convexe de R" et Ay = ([0, 00))™ C
R™,

On suppose que u et £ sont des processus (F;) —adaptés, B [0, 7] ® F-mesurable

et € est un processus croissant, continue a gauche avec limite a droite (caglad) avec



1. Principe du maximum en contréle stochastique pour des diffusions
singuliéres a coefficients linéaires 2

Considérons maintenant ’équation différentielle stochastique controlée suivante :

{ dr, = b(t,z,w)dt + o (20, u) dB + G (t) dE,

£(0) = 1, (1.1)

ol z( est une variable aléatoire Fy—mesurable et indépendante de B telle que :
E[| xo|™] < 0o; pour tout m > 1.
On suppose que b et o sont linéaires en leurs variable et sont données par :

b(t,z,u) = A+ Bu+ Cy, (1.2)
o(t,z,u) = D+ Eu+ F,

avec :

A0, T]xQ— LR"R"), B:[0,T] x @ — L (R*R"), C:[0,T] x Q —
R™ D :[0,7T] x Q — £(R”,£(Rd,R")), E:0,T]xQ— L R’“,E(Rd,R”)),
F:0,T)xQ— L (Rd,R”) ,G:[0,T] x Q — L(R™ R").

Ou L (E, H) est I'éspace des transformations linéaires de F dans H.

On suppose que A, B, C, D, E, F, G sont progressivement mesurables par
rapport a la filtration F;, uniformément bornées en (t,w) € [0,7] x Q et G continue.

Pour que I’équation (1.1) ait un sens, on suppose que :

T T T
P [0 (t, zp,u)]dt + [ | o (t,zp,u)]Pdt+ [ | G(t)]dE, <o p =1. (1.3)
/ / /

Pour cela il suffit de voir que :

T

T T
P /\Btut |dt<oo,/\Etut 2 dt < oo,/|G(t) |d¢, <00 p =1.
0 0 0
Les coefficients de ’équation d’état (1.1) étant linéaires, donc Lipshitziennes,

alors cette équation admet une solution forte unique donnée par :
t t t
xiu’g) =19 —1—/ (Aszs + Bsus + Cy) ds —|—/ (Dszs + Esus + Fy) dB; +/ G (s)dE,.
0 0 0
De plus cette solution est continue et vérifie pour tout m > 0 :

E { sup |xt|m} < 00.

0<t<T
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Définition 1 (Admissibilté) : Soit V un convexe de R" fixé, pour tout x € V,on
note par U la classe des processuses adaptés, mesurables (u, &) : [0, T] xQ — A; X Ag
et £ est un processus croissant, continue a gauche avec limite & droite (caglad) avec
&y =0 tels que :

xﬁ“’@ eV; pourtoutt € [0,T] ; P— ps.

Le couple (u, &) est appelé controle admissible et la solution v est appellée la
trajéctoire du systéme linéaire (1.1) controlée par (u,§) .
Puisque notre équation d’état est linéaire, il est évident que pour tout processus

(u,&); (v,m) et pour tout « € [0,1] on a :

a(u)+(A-a)(vn) _  (u,€)

x az(™® + (1 - a)z{""

; P — ps.
Remarque 2 L’ensemble U des controles admissibles est convexe.

On considére maintenant la fonction cotlit suivante :
T T
J () =E [g ) [ b [k dft} ,
0 0

avec: h: [0, T|xQ — CYY(VxA;R);9: Q— CHV,R); k:[0,T]xQ — Ay
tels que h et k soient (F;),-progressivement mesurables, g est Fr—mesurable et k
est continue en t.

On suppose que :

1) g et h sont continument dérivables en leurs variables.
2) b, 0 et G sont uniformement bornées en (t,w) € [0,77] x 2.
3) Pour tout (t,w) € [0, T] x 2 les fonctions h(t.,.) € CH (V x A;R)
et g(.) € C'(V;R) sont convexes.
Le probléme du contrdle optiimal consiste a minimiser la fonctionnelle J(.) sur

I'ensemble U du controle admissible c’est a dire trouver un controle (u,§) € U tel
que J(u,&) < J(v,n) pour tout (v,n) € U. C’est & dire :

J(u, &) = inf J(v,n),

(v,m)eU

on remarque que les fonctions h, g et k peuvent étre considérées comme suit :
h:[0,T)] xRExU —R;g:R—R; k:[0,7] — R,
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Remarque 3 Les hypothéses sur h et g implique que la fonctionnelle J est bien

définit pour chaque contréle admissible.

Proposition 4 Puisque h et g sont convexes, alors la fonctionnelle J est conveze.
De plus si pour tout (t,w) € [0,T] x Q les fonctions h(t,.,.) et g(.)sont strictement

convexes, alors J est strictement convexe.

Proof. Pour tout (u,&), (v,n) €U, on a:
T+ (1 =N (0m) = Blg(aforeNem)]

T
+E V h(t,x§ )+ (1= (wm) )\u+(1—)\)v) dt]
0

*EU FO(E -2

Puisque h et g sont convexes et x est linéaires alors, on aura :

T+ =N @m) < Brg(a?) +1-xg(«57)]
+E { /0 A (t, 28 u> L (1=Nh (t, 2 v) dt]
+E[>\/0Tk(t)d§t}+(1—>\)El/0Tk:(t)dnt].

Ce qui nous donne

JA(w,8) + (1 =A)(v,7) <A (u,8) + (1= X)J (v,n).

D’ou le résultat. |

1.2 Equation adjointe et processus adjoint

Le but du principe du maximum stochastique est de trouver des conditions né-
cessaire d’optimalité vérifiées par un controle optimal et pour cela, on se donne un
controle optimal (ﬂ; E) minimisant le cotit J sur ’ensembles des controles admis-
sibles U et soit T la trajectoire optiimal, ¢’est & dire la solution de ’équation d’état

assocoée a (ﬂ; f) )



1. Principe du maximum en contréle stochastique pour des diffusions
singuliéres a coefficients linéaires 5

On considére I’équation adjointe donnée par :

(1.4)

dpy = [hy (t, %, Us) — Afpe — Dfqe | dt + qd By,
pr = —gx(/fT)-

On cherche a trouver un couple (p, ¢) mesurable et adapté p : [0,7] x Q — R”
et ¢:[0,T]xQ— L (Rd, R”) solution de I’équation adjointe (1.4).

Ce couple est appelé processus adjoint ot couple adjoint associé & notre probléme
de controle.

On suppose que :

T
E {|ggc(’m\T)|2 +/ | P (t,’m\t,ﬂt)fdt] < 00. (1.5)
0

L’équation adjointe (1.4) est une équation différentielle stochastique rétrograde

linéaire & coefficients bornés, donc elle admet une solution forte unique donnée par :

T T
P = +/ (s,Zs,us) — Aips — Digs] ds + /quBs. (1.6)
t t
De plus cette solution est continue et vérifie :

E | sup [p(t)]*| +E[|q(t)"] < occ.

t€[0,T]

1.3 Principe du maximum

Puisque U est convexe et J : U — R est une fonctionnelle convexe definit sur U.
Alors on remarque que notre probléme du controle stochastique est un cas particu-
lier du probléme de minimisation d’une fonctionnelle convexe. Alors il est naturel
d’utiliser les résultats de la théorie de I’analyse convexe. Et pour cela, on peut ap-
pliquer & notre probléeme le théoréme classique de la minimisation des fonctionnelles

convexes suivant :
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Théoréme 5 Soit EE un éspace de Banach reflexif et H un convexe fermé non vide
de E. soit f une fonction de H dans R convexe et semi continue inferieurement
(SCI).

Soit le probleme de minimisation suivant :

inf f(u).

ueH

Si f est Gateauz-différentiable de différentielle f continue , alors siu € H, les
trois conditions sutvantes sont équivalentes :

1) u est solution de ce probléme.

2) <f/(u),v — u> >0 pour tout v € H.

3) <f'(v),u —v) >0 pour tout v € H.

Proof. Voir Ekeland-Temmam [21] ; prop 2.1 page 35. W

Définition 6 Pour tout couple adjoint (p,q), on définit le hamiltonien H : [0, T] X
R”xﬁ(Rd;R”) xV xA— R par:

H<t7p7 q,r, u) = —h(t, z, u) +ptb(t7 xz, U) + qt-0<t7 T, u)>
= —h(t,z,u) + p.(Asx + Bou + Cy) + ¢.(Dex + Eyu + Fy).
(1.7)

Maintenant on consideére les fonctionnelles :J; : U — R et Jo : U — R et

Js : U — R définies comme par :
T

Jl (U,g) =K /h(tv I‘gujé)vu»dt )

0

Ja (1,€) = B [g(a§9)]

Ja(u.) =B | [ ko)t
0
On remarque que J = J; + Jy + J3.
Puisque A(t,.,.) et g(.) sont convexes ,et 2(*¢) est affine en (u,¢), alors J; et

Jo sont convexes. De plus J3 est linéaire.
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1.3.1 Linéairisation des solutions

Pour tout (u, &) € U et soit () sa trajectoire. Soit Z“4 la solution de 1’équa-

tion différentielle stochastique linéaire associée a 1’équation d’état :
t t t
Z) = / (AyZ, + Bguy) ds + / (D Z, + Eyu,) dB, + / G(s)d¢,.  (1.8)
0 0 0

Proposition 7 Puisque lapplication (u,&) — Z) est linéaire, alors pour tout

(u,&);(v,n) €U , on a :

Z(uvg) _ Z(Vﬂ?) — x(“?&) _ x(l’ﬂ?)'

Proof. Soit (u,¢), (v,n) €U, on pose AZ = 28 — 7 et Ax = g8 — 2,
On a:

t t t
AZ — Az = / (A, Z9) + Byuy) ds + / (D529 + EBquy) dBs + / G(s)de,
0 0 0
t t t
—~ / (A, Z%" + Byy) ds — / (Ds Z(””)+Ev5) dB, — / G(s)dn,
0 0

‘ t
—xo_/(Ax”’:—i-Bus—i—C' DSU(U& +Eus+F)dB_/G(S)d£S
o 0

0

t
+xo+/<Ax”")+Bvs+C’ ) ds + Dﬂ?””+E”s+F)dBS+/G(S>dns'
0 0 0

Ce qui nous donne :
t t
AZ — Ax = / A (AZ — Ax)ds +/ (Ds (AZ — Ax)) dBs.
0 0
En appliquant I'espérence et I'isométrie stochastique, on obtient :
t t
E|AZ — Az|* < 2/ E|A, (AZ — Ax) \2ds+2/ E|Ds (AZ — Az) |*ds.
0 0
Puisque A et D sont bornés alors, on a :

t
E|AZ — Az)* < M/ E|AZ — Az|*ds.
0

Enfin par I'inégalité de Gronwall, on conclut M
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Soit (u,&) et (v,m) des controles admissibles avec trajectoires correspondantes
x(“ﬂg) et J;(VJ?)_

On suppose que :

1) 1l existe une variable aléatoire Y 2 — R et un processus mesurable Y :
[0,7] x Q +— R telle que :

T

‘}7)+/|Yt|dt < 0.

0

2) Pour tout (u,&);(v,n) €U et p € [0,1] on a::

V> 2 g, (a0 + p2i"9) = A(p).,
Y, > Zt(“’f).hm (t, :z:gl"") + pZt(“’g), vy 4 put) gy (t, :L'(V m—l—pZt(“’g), vi+pug) =T (p).

1.3.2 Dérivabilité au sens de Gateaux de La fonction cofit

Lemme 8 Jy, J,, et J5 sont Gateaux-differentiables avec différentielles Ji; J5 et J}

données par

T

(i (v.n), (u€)) = E / |28 a2, 0) + bt o) dt,
0

(s (0m), (&) = B|Zf") g™
T

(3 ), (0,6) = B { [ ke,
0

Donc, J = J, + Jo + J3 est Gateauz-différentiable avec une différentielle donnée

par :
T
(J" (v,n), (u, / Z(M o638 0 g hy (8, 20 v | dt | (1.9)
0

T
+E | 289 g, (247) + / k(t)de,
0
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Proof. 1) La dérivée de J; :
On va analyser la limite quand A | 0 de la quantité :

Jl (U + )\U>77 + /\5) B ‘]1 (Uﬂ?)

1 T A T
1 T T

— (B / ho(t, " + A28 v, 4+ A dt} ~E U btz o dtD.
F(B] [ 0 (b 220 04 ) A

Et comme A : [0,T] x Q — CH (V x U;R ); alors pour tout A € [0, 1] il existe

une variable aléatoire F;—mesurable 0* = 6* (w) sur V'intervalle 0, 1] telle que :

S (et 22809 0 3) = (1 ) ]

0
T
— / [zwh (t,xiv’”)+/\¢9AZt(u7§),vt+/\Ut)]dt

/ txt“] + N0 Z, () vt+)\ut> dt

On définit :

() = 5 Ch (04 My +26) = i (1),
B .

Puisque h et J; sont des fonctions convexes, alors leurs dérivées au sens de
Gateaux sont des fonctions croissantes en A, Donc I'(\) et Jj(\) sont des fonctions
croissantes en A , donc lﬁg J1(X) existe et égale & Ilngglo Ji (M) si Ax | 0 quand k T oo.
Et par la continuitie de h, et h, ce qui nous donne la continuitie de I" sur I'intervalle

(0,1). Si on considére pour toute suite (A\x) telle que Ay | 0 quand k ] cojon a :

T
Y>T (M) L T(0 / ug) D (U n),vt) + ut.hu(t,xgv’n),vt)} dt P — ps.
0
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Et en appliquant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue ;on obtient :

St A+ A) = Ji(v,n) S (v Agu,n + AE) — i (v, 1)
lim = lim
20 p) kToo A

= lim B [T (Ax)]

T
~E / [Zf“’g).hx(t,xiv’"),vt) +ut.hu(t,x§”’”)7vt)] dt.
0

Alors J; est un Géateaux -différentiable avec la dirévée donne par :
T
(J; (v,n), (u,&)) =B / {Zt(“’g).hx(t, 2 vy) 4 g b (t, 2, vt)} dt
0

2) La dérivée de Jy:
Et par une démenstration analogue;on definit la limite quand X | 0 de la

quantité :
; (Ja (v + M, + AE) = o (v,7)) = % (E [9 (af?““’"“g))] -B [9 (afgfg))])

Sl i) sl ()

Et comme g :  — C*(V;R );est Fr -mesurable ;alors pour tout A € [0,1] il
existe une variable aléatoire F,—mesurable §* = #* (w) sur l'intervalle |0, 1] telle que
preseque surement :

]‘ v u u u v u
3 (]E [g (:C(T ) + )\Z; ’é)ﬂ —E [g <:E(T ’5))]> = Z; ’g).gx (:E(T ) + )\QkZ; ’§)>
=A(N).

On definit alors :
BO) = 5 (a4 Xy +28) = (v,)
= E[A(N) ].
Mais g et J, sont convexes, alors A et.J;, sont des fonctions croissantes de A, donc
l)i\ll%l J5(\) existe et égale a ]£1Trono J5(Ag)si Ay | 0 quand k£ T oo . Puisque de g, est
continue, A est continue sur 'intervalle (0,1). soit (\z) une suite telle que Az | 0

quand k£ T oo, on a :

Y > A\ LA0) = Z;u’g).gm (ﬁgm)) ; P — ps.
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Et en appliquant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue ;on obtient :

1
hﬂf)l)\((]z(erM n+A) —Jo(v,m) = ]1€1rg1o/\—k(J2(v+)\ku N+ M) — Sz (v,m))

= HmE[A (M)

= E [Z;"’g) 9z (atgij ")ﬂ .

En fin on dit que :J5 est Gateaux -différentiable avec la différentielle donnée par :

(3 (0m). () = B |2 g, (a57) |

3) La dérivée de J3:
On sait que la fonctionnelle J3 est linéaire par rapport a &, donc sa derivée est
la méme fonction et est donnée par :

T

(5 (0.) - (u.€) ) =B /Mw@t

Finalement on conclut que J est Gateaux -différentiable avec la différentielle

donnée par :
(J'(v,n) . (w,6) =B Uo

'R [Zm&) o (vn))+/

Ceci prouve le lemme W

T
{Zt(’qu) hm(t7 x§v7n)7 Ut) + ut.hu (t; l“gvm), Ut)} dt:|

k(t)d,ft] .

T

0

1.3.3 Principe du maximum

Conséderons maintenant les semi-martingales 2(“¢) et p données par 1’équations

(1.1) et (1.4). En appliquant la formule de It6 a p.z(*%), on obtient :
peat® = poaltd +/ Ds. [ b(s, 28", ug)ds + o (8, 2" u8> dB, + G(s)d¢,

T
/ (u8) (5, T, Us) — Alps — D2qs) ds + q.d By]

s:vs , >ds
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Ceci nous donne :

t
Dt x%u 8= pg.x(u’é) +/ [ps-b(s, 2 u) + g0 (s,xgu’f),us)] ds  (1.10)

/ (s,Zs,us) — Alps — Diqs] ds

t

] Vug) + 22 .q,] dB, +/ G(s)d¢,.

0

On pose, pour tout (u,&) e U; t€[0,T]:

t
SEO(f) = / {p;.a (s,xﬁ“’ﬁ),%) + mi(“’g)-qs} dB,
0 t
RUO(t) = prag™® — / {932“’5).% (5, %5, Us) + pi-Bous + ‘-’E“} s
0

-/ ;pZG(S)dfs-

Ceci nous permet d’écrire I’équation (1.10) comme suit :

t

R4 (t) = po-xo + / (ps-Cs + qs. Fy) ds + G(w) (1).
0

Remarque 9 Si pour tout (u,&) € U ; S (t) n'est pas seulement une martingale

locale, mais aussi une martingale, alors on :
E [S™9(#)] = 0.

pour tout t € [0,T] on a :
E|[ R(u,é)(t)] =E [po.xo + /t (ps-Cs + ¢s. )ds} =E [R(ﬁf) (t)} :

Mais en générale ;5S4 (t) pas nésessairement une martingale, alors pour obtenir

des conditions nécessaires d’optimalités, on suppose que pour tout (u,&) € U, on a :

B [REDD) <B[ A9,
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ou d’une maniére équivalente :

T T
E |pr.2r — / (Zy-ho (5, T, Us) + P By Ty + qsEstl,) ds — /p;.a(s)dzs (1.11)
i 0 0
- T T
(ug) _ (u.€) PN * _ *
< E |pr.xzy (ms Dy (8, T, Us) + pl.Bs.us + qSESus) ds pi.G(s)dE,
i 0 0

L’inégalité (1.11) sera essentiellement utilisée pour obtenir le principe du maxi-

mum et qui est donné sous sa forme intégrale par le théoréme suivant :

Théoréme 10 Soit (ﬂ, E) est un contréole optimal minimisant le coit J sur [’en-
semble des controles admissibles. Si la condition (1.11) est satisfaite, alors il existe

un processus adapté p, donné par (1.4) tel que pour tout (u,&) €U, on a :

E UOT [ Hy (£, pr, go, To, ) - (g — )] dt + /DT (k(t) — G* (1) .pe} d (g . E)J >0,

(1.12)

Proof. Soit (ﬂ, E) une solution optimale pour notre probléme de controéle. Puisque
U est convexe et la fonctionnelle J (.) est convexe et Gateaux -différentiable alors,

en appliquant le théoréme5, on a :

<J’(ﬁ,g); (u, &) — (ﬂ,g)> >0, pour tout (u,&) €U .

Puisque on a :

(7@s0.9 - @8) = B [[(a"0 = 5) b (0.5070) + (w — 80) (e, 580 e

0
T
+E / k()d(E, — €,) + (:c&?’f) - §T> pr
0
Alors, en remplacant pr = —g, (Zr), on a :
T
0< E/ [<x§“’§> - @) g (6%, ) + (g — Te) -, B at)} dt
0

+E { / CR(Od(E — ) — (10— Gr)g @T)} . (1.13)

0
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D’aprés notre hypothése (1.11) on a :
T T
0 < E pT.x§1‘75) — / [wé“’é).hx (s,Ts,Us) + pi.Bs.us + quSus] ds — /p:.G(s)dfs
0 0
T T
—E |pr.2r — / [By-ha (5, Ty, ) + p.Be s + qs Byl ds — [ p*.G(s)dE,
0 0
Ce qui implique que :
T
0 < Blor (o) -2)| - | [5G0 (6, - €)

0
T

—E / [(xgu7§) - i‘\s) h:v (57 f& as) + p:Bs (us - as) + qSES (us - a8)] ds
0
En ajoutant cette derniére équation avec (1.13), on obtient :

T

0 < E [pT. (xéf“f) - Q?T)] —E /pi-G(S>d (55 —@)

0

[(xgu,i) — ’x\s) Dy (8, T, Us) + ph.Bs (us — Us) + qs By (us — ﬁs)} ds

{— (xg“@ - @) T (8,30, T) + (s — ) -hal(t, T, at)] dt

T

+E /k(t)d(é — &) — (fﬁg’o - 5T) pr
0

Ce qui nous donne :
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En posant le Hamiltonien H par sa formule, on a :

E UOT (= Hy (t, e, qo, T, 10y - (g — 1)} + /OT (k(t) — G* () .pe) d (5 —E)J >0,

Ceci prouve le théoréeme. W
Le principal résultat de ce chapitre est le principe du maximum pour des diffu-

sions singuliére et est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 11 Supposons que V=R".Soit <ﬁ, E) est un contréle optimal minimi-
sant le cout J sur l’ensemble des controles admissibles. Si la condition (1.11) est

satisfaite, Alors on a :

H (t,p(t),q(t), Ty, ue) < H (t,p(t), q(t), Ty, 0)  pout tout w €U ; dt —pp ; P — ps.
(1.14)

Proof. Soit (ﬁ, E) un couple optimal, d’aprés le théoréme du principe du maximum

sous forme intégrale (théoréme 10), on a :

E [/OT —Hy (t, pos o T, ) - (g — 1) dt + /OT (k (t) — G* (t) .py) d (5 —Z)J > 0.

Si on choisit £ = E on aura :

E/OT (— Hoy (£ pro o, B, ) - (g — )] dt > 0.
Et pour prouver (1.14), il suffit de prouver que :
—H, (t,pt, qi, Ty, Up) @ (u — Uy (w)) >0 Yu € Uy ; pour tout (¢,w) € [0, 7] x Q.
On définit pour tout v € U, 'ensemble A par :
A ={(t,w) € [0,T] x Q; —H, (t, ps, qi, Ty, uz) ® (u — g (w)) < 0}
On définit controle v : [0,7] x Q2 — A par :

N | (t,w) € AV,
Btw) =9 o (6
u(t,w) sinon.
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Alors ¥ est adapté et on aura :

E/O {—H, (t,pr, qu, B0, ) ® (3, (w) — Ty (w))} dt < 0.

Contradiction avec (1.14) ; & moins que (Leb ® P) {A"} = 0 pour tout v € A .;
Alors, pour tout v € A :

_Hu (t7pt7 qtv'&"\ta at) b (’U - at) Z O

Ceci prouve que © minimise la fonction hamiltonien —H sur I'ensemble U;, ce

qui nous donne :
H (t,p¢, i, Ty, ug) > H (t, py, qi, T4, u) pour tout u € U.
Ceci prouve le théoréme. W

Remarque 12 1) Si on suppose que E [R(a,f) (T)] > E [R™(T)], alors nous

obtenons des conditions suffisantes d’optimalité pour notre probléme de controle.

Remarque 13 2) Si on suppose que E [R(ag)(T)] = E[R®“(T)], alors nous

obtenons des conditions necessairses et suffisantes pour notre probléme de controle.



Chapitre 2

Principe du maximum en controéle
stochastique pour des diffusions
singuliéres a coefficients non

linéaires

Dans ce chapitre, nous allons généraliser le résultat du chapitre 1 et établir
un principe du maximum en contrdle stochastique pour des diffusions singuliéres
a coefficients non linéaires. Avec des hypotheéses et des conditions en moins, on ne

suppose plus que les coefficients du cotit sont convexes donc un cotit non convexe.

2.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soit | 2, F, (ft)te[O,T} ,IP’) un éspace probabilisé filtré satisfaisant aux conditions
habituelles, B = (Bt)te[O,T} un mouvement Brownien d-dimentionnel et on suppose
que : Ficor] = 0 (Bs; 0 < s < t) est la filtration naturelle du mouvement brownien.
soit T'> 0, A; un fermé convexe de R" et Ay = ([0,00))™ C R™.

On suppose que u et & sont des processus (F;) —adaptés, B [0, T] ® F-mesurable

et € est un processus croissant, continue a gauche avec limite a droite (caglad) avec
§o = 0.

17
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Considérons maintenant ’équation différentielle stochastique controlée suivante :

{ dr, = b(t,z,w)dt + o (20, w) dB + G (£) dE,, 2.1)

z(0) = xo,
ol x( est une variable aléatoire Fy—mesurable et indépendante de W telle que :
E[|zo|™ ] < c0; pour tout m > 1.

Avecb: [0, T] xR*"x Uy - R 0:[0,T] xR"xU; — My»qa(R) et G:[0,T] —
Msm (R) .

Il est nécessaire de définir I’éspace des controles admissible dans le cas des couples
et cette définition est donnée par.

Définition 14 (Admissibilté) : On note par U 'ensemble des processus mesrables,
adeptés (u, &) € Uy x Uy telle que :

T
E/ | v dt +B| ) < co.
0

Le couple (u, &) est appelé controle admissible et la solution (8 est appellée la

trajectoire du systéme (2.1) contrélée par (u,§) .

On note par Uy et Uy les ensembles suivants : Uy = {u:[0,T] x Q+— A} et
Uy ={£:]0,T] x Q— As}.
On considére maintenant la fonction cotit suivante :
T T
J(u, &) =& g(xT)+/h(t,xt,ut)dt+/ k(t)dg, |,
. 0
avec :

h:[0,T]xR¥x U — R, g: R — R; k:[0,7] — R des fonctions
mesurables.

On suppose que :

1) b, o, g et h sont dérivables en leurs variables et & dérivées continues
et bornées.

2) G et k sont continues.
2
B/E’fJG(s)dn‘ < 00.
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Le probléme du controle optiimal consiste a minimiser la fonctionnelle J(.) sur
I’ensemble U du controle admissible c’est a dire trouver un controle (u,§) € U tel
que J(u, &) < J(v,n) pour tout (v,n) € U. Clest a dire :

J.€)= o J(v.)

Remarque 15 1) Puisque les coefficients de [’équation d’état sont dérivables et
dérivées bornées, donc lipschitziennes, alors cette équation admet une solution forte
unique donnée par :

t t t

Ty :x0+/b(t,mt,ut) dt—l—/a(t,mt,ut) dBt—l—/G(t) d¢,.
0 0 0

De plus cette solution est continue et vérifie pour tout m >0 :

E l sup |xt|m} < 00.
0<t<T

2) Les hypothéses sur h et g implique que la fonctionnelle J est bien défini pour
chaque contréle admissible.
2.2 Reésultats préliminaires

Soit (%€ la trajectoire optiimal, c’est a dire la solution de I’équation d’état
associée a (u, &) .

On considére la perturbation suivante :
(w”,€%) = (u, ) + 6 (v,1) = (u+0v, & +0n) ; ¥ (v,7) €U. (2.2)

Soit 27 la trajectoire associée au controle (ue, 50) €U, est donnée par :

t t t
! :xo—l—/ b (s, 28, ul) ds—i—/ o (s,2%,u?) st—i-/ G (s)del.
0 0 0
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2.2.1 Estimation des solutions

Proposition 16 On a
E|x6—x‘2 < kb*. (2.3)

Proof. En remplacant 2° et z par leurs valeurs, on a :
t t
A / [b(s,2%,ul) —b(s,25,us) | ds +/ [ o (s,2%,u) — o (s, 25, u,)] dBs
0 0

+H/OtG(s)dn.

En passant aux ésperances, on a :

E}xe—xf < /E}b(s,xs,us)—b(s xs,u5| ds—l—/ ]E‘a s,xs,ug)—a(s,xs,us)’2ds

/OtG(s)dn

E}:Ug—a:!Q < /E‘b(s,xs,us)—b(s,xs,us)‘ d$—|—3/E}b s, x 8, )—b(s,xs,us)|2ds
0

2

+6°E

Cequi nous donne :

t
+3/ E’a s,xs,ug)—a(& S,us)| ds—|—3/ E{U(s, s»Us)_U<S7$S,uS)|2dS
0

/OtG(s)dn

Puisque b et o sont lipschitzienne en x et en u, on a :

2

+30°E

2

t ¢ ¢
E}xe—x‘ggﬁ/E|uz—us|2d8+6/E{xi—ms|2d8+36’2E'/ G (s)dn
0 0 0

Puisque u? = u, + v, alors on obtient :

¢
]E|x9—3?‘2§6/ E‘x(z—xsfds—i-Mf,
0

/OtG(s)dn

ou :
2

t
M = 662/ E |v|* ds + 360°E
0
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2
Puisque E |v|° < oo et E ‘fOtG(s) dn’ < 00, alors on a :
M? < k6>
Ce qui implique que :
2 ! 2
E‘xe—x| §6/ E}xﬁ—ws‘ ds + k6>
0

En appliquant I'inégalité de Gronwall, on conclut. W

2.2.2 Linéarisation de I’équation d’état

On considére x et 2¥ les trajéctoires associées réspectivement aux controles (u, €)
0 ¢0
et (u & ) .
On pose :

1
Z = él_r)r(l)a (27 —2). (2.4)

Proposition 17 7 vérifie [’équation linéaire suivante :

dZt = [ b:r (ta T, ut) Zt + bu (t, T, U/t) Ut] dt
+ [ 0. (t, 2, up) Z + 0y (¢, 24, up) v] dBy + G (t) dny, (2.5)
Zo = 0.

Proof. En faisant le dévellopement de Taylor avec réste intégrale au point (z, u)

et a 'ordre 1 des fonctions b (S o u(’) et o (s i u(’) ,on a:

1
b(t,xg,ue)—b(t,x,u) = /d)\bm[t,:z:+)\(x9—:c),u—i-/\((ua—u))} (:z:e—ac)
0

b [ A G =) A (0 - )] (),

o (t,wo i) — o (tou) = /0dm[t,x+A(x9_g;),UH((ue_u))} (2 — )

—l—/Old)\av[t,x+)\(m‘9—x),u+/\((u9—u))] (f — ).



2. Principe du maximum en contréle stochastique pour des diffusions
singuliéres a coefficients non linéaires 22

ce qui nous donne :

(o —a) — /Ot/old)\bx[s,m+)\(x9—:p),u—l—)\((ue—u))] (+" — o) ds
+/Ot/01d)\bv[s,x—i—)\(x@—x),u+)\((u9—u))] (uf — ) ds
+/0t/01d>\ax s+ A (e — )t A (o — )] (o — 2) dB,
/t/ldm s+ A (2 — ) 1+ A (o — )] (u” — ) dB,

+9/G

Puisque u’(t) — u(t) = Ov, alors on a :
(2 —2) = //d)\bm[s,a:—i-)\(xg—x),u—l—)\(ev)] (2% — ) ds
0 Jo
t el
—I—//d)\bv[s,x—{—)\(:z:e—x),u+/\(6?v)}91}d5
0 Jo
t 1
+//d)\ax[s,x—l—)\(xe—x),u—l—)\(%)} (27 — 2) dW,
e
/ / Aoy [s,2+ A (27 — ) ,u+ X (0v)] QudW,
0 Jo

+0/OtG(s)dn.

En divisant par 6, on obtient :

%(ma—x) = /t/ld)\bw [s,2+ A (2% —2) ,u+ A (V)]

//d/\bv (5,0 + A (@ — @) ,u+ A(0v)] vds
+/O /0 Ay [s,0 4+ A (2 — 2) ut A(00)]
/Ot/oldxo—v [s,2+ A (2% — 2) ,u+ A(0v)] vdB,
+/0tG(s)d77.

En passant a la limite, on obtient le résultat.. W

(:c‘9 — :c) ds

| =

(x9 - a:) dB,

S
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2.3 Principe du maximum
Puisque (u, &) est optimal, alors on a :
J (u,€%) — J (u, &) > 0.

Ce qui nous donne :

T T
Bly (o) — g o]+ [ [0 (ooud) = it a8 [ k0a(€-€) 20
0 0
(2.6)
Proposition 18 S7 on pose
o 1
70 = ] (:L’f — 1) — Zy, (2.7)
alors on a :
E|7|" — o. (2.8)

Proof. En passant aux différentielles dans (2.7), on obtient :
~ 1
dzg = g (dxy — dx) — dZ.
En remplacant dzy, dx et dZ par leurs valeurs, on a :

[ To+b (t, 2, ue) dt + o (t, 2, ue) dB; + G (t) dfﬂ

|~

dzy =
xo+b(t,z,u)dt + o (t,x,u) dB; + G (t) d€]

[
by (t, we, ue) Zy 4 by, (t, 4, up) vg] di
o (t, e, up) Z + 04 (t, 24, up) 0] dBy — G (t) dn,.

_ 1

0
— |
— |
Ce qui nous donne :

1 1
dry = 7 [b (t,ace,ue) —b(t,z,u) } dt + 7 [ o (t,xe,ue) -0 (t,x,u)] dB; (2.9)
— [be (t, g, ug) Zy 4 by (E, g, ug) vy | dt — [ 04 (6,24, up) Z + 04 (E, 4, ug) 0] dBy.
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Par le développement de Taylor avec réste intégral aux points (z,u) et 'ordre 0

des fonctions b (t,xg,ue) et o (t,J?g, u(’), on a :

b(t,xg,ua)—b(t,:c,u) = /Oldkbm [t,:c—l—)\(q;"’_a:) u+)\((u —u))] (ﬁ_:c)

+/01d)\bv o4 A (2 — o) a4 A (o — )] (6 — )

0(t,$97u6)—0(t7$,u) = /Od)\ax [t,x+)\(m9_:p) u+/\((u —u))] (x —m)

+/Oldm o+ A (2 — 2) w4 A (o — )] (4 — ).
En remplacanat ces deux quantités dans (2.9), on obtient :
i — [/Old)\bx[t,a:+)\(:v9—x) w42 ()] xe—w)]dt
UoldAbu[t,erA(a:@—x) u+ A ((u =) HU}dt
- Uoldm t2 4 (2 — ) ut A (o — )] (29 — )] i,
+ [/Oldm a2 67 = ) e A (0 = )] 0] s

— [bx (t, Ty, ut) Zt + bu (t, T, Ut> Ut] dt — [O'r (t, T, Ut) Z + oy (t, T, Ut) Ut] dBt

= D

En remplagant (x — x) =0(xg+ Z) et (u — u) = Av et en passnt aux éspe-

rances Carrees, on a :

t
E|z]* < kz/E
0

t
+h B
0

+07,

2
dt

1
/ dXb, [tz + A (2% — ) ,u+ o] Ty
0

2

dt

1
/ do, [tz + A (2 — x) ,u+ \v] T
0
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ou p’ est donnée par :

t
pezk/E
0

2

1
/d/\{bm [s,x—i—/\(:z:g—m),u—i-/\ﬁv]—bx(s,xs,us)}Z dt
0

t 1 2
+k:/ E / d\ {bu [3,93+)\ ($9 —:E) ,u+)\90] — b, (s,xt,ut)}v dt
0 0
t 1 2
—l—k/E/d)\{ax[t,x—i—)\(xe—x),u—i—)ﬁv}—ax(t,xt,ut)}Z dt
0 0
t 1 2
—H{:/ E / d\ {au [t,x—i-/\ (x9 —:(:) ,u—l—)ﬁv] — oy (t,:ct,ut)}v dt.
0 0

Puisque b, et o, sont continues et en passant a la limite quand 0 tends vers 0
on a:
limp? = 0.
jiy” =0
Puisque b, et 0, sont bornées, alors (2.9) devient :

t
E |z5|* < sz/ E|79|? dt + p°.
0
En appliquant I'inégalité de Gronwall, on conclut.. W
Pour obtenir le principe du maximum, il suffit de calculer les quantités [ [ g (x?p) —g (mT)}
T
et E/ [h (t, Y, ue) — h(t, xs, up) } dt. D’ou la proposition suivante :
0

Proposition 19 On a :

1

gE [9 (x?r) -9 (xT)} 0 Elg. (z7) - Z7], (2.10)

1 T T
5E/ (B (t, 2, ul) — b (t, 2, u,)] dt — E/ [ho (t, 4, u0) Z 4 oy (t, 24, ug) 0] dt.
0 - 0
(2.11)

Proof. 1)Montrons (2.10).
En faisant le dévellopement de Taylor avec reste intégrale au point x et a 'ordre

1 de la fonction g (:U@T) ,ona:

g (:UGT) —g(zr) = /gw [QJT + A (x?p — JJT)] (x?p — :z:T) d.
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N 1
Puisque 2¢ = 7 (mf — :L't) — Z;,on a:

Ce qui nous donne :
1
g (27) —g(ar) = /gm (27 + 20 (30 + Z,)] 0 (7 + Z,) d).
0

Donc :

1 1
1 - - ~
7Blo (4) - o(or)] =B [ g [or + 20 (& + 20] ZMB [ . [or 420 (3 + 2,)] Fax
0 0
Puisque g, est bornée alors en faisant tendre 6 vers 0, on obtient le résultat.

2) Montrons (2.11)

De la méme maniére, en faisant le dévellopement de Taylor avec reste intégrale

au point (z,u) et a Pordre 1 de la fonction h (¢, 2}, uf) , on a :

1

ho(t,af uf) —h(t zp,u) = /hm [t + A (25 —ar) ,u+ A (uf —w)] (2% — 27) dA

t
0

1
+/ﬁ$hx+A@§—mqm+A@£—mﬂQﬁ—uﬂd&
0
c’est a dire :

1
hta),u)) —h(t,z,u) = /hx[t,x—l—/\(x@T—scT),ujL)\ﬁv] (2% — 27) dA
0

1
+/hx [t,2+ A (2% — 27) ,u + Mv] Gvd.
0
Le résultat sera obtenu de la méme maniére que précedement et en utilisant les

mémes arguments. W
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En utilisant les résultats de la proposition précedente dans (2.6), on obtient :

T T
E[g. (z7) .- Zr ]+E/ [ he (e, ug) Z — hoy (6, 24, ug) U] dt+E/ k(t)dn > 0.
0 0

Pour obtenir le principe du maximum, il suffit de calculer E| g, (zr).Zr| et

T
E/ [ he (2, up) Z + hy, (8, 24, ug) 0] dE.
0
On consideére I’équation linéaire associée a (2.5) :

dq)(t) = ba: (t, Ty, Ut) q)tdt + Oz (t, Ty, Ut) (I)tdBt7
®(0) = I,

Cette équation étant linéaire a coefficient bornés alors elle admet une solution
forte unique. De plus la solution ® est inversible et son inverse ¥ vérifie I’équation
suivante :

AV = [=by () W () + ¥ (t) 05 () 0 () | dt — 0, (1) ¥ (¢) dBy,
U(0) = 1.

Pour vérifier que W est 'inverse de @, on vérifie que ¥ = ¥® = [; en appliquant

la formule de Ito.

En suivant la méthode de la résolvante des équations différentielles ordinaires

linéaires, on pose a(t) = W(t)Z(t) et par la formule de It6 on a :
doy = [V () by (t) v — 0, (1) U (t) oy (t) v | dt + U (t) 0, (t) vd By + ¥ (t) G (t) dn,.

On pose :
T
Y= (D)g. (ar) [ @) 0 u) ds,
0

B,=E[Y/F |- /0 B (5) hy (5,70, 1) ds.

On remarque que E (g, (z7) Zr] = E[ ®(T) 9. (x7) ar] = E[ arfy]. Donc pour
calculer E [g, (x1) Zr |, il suffit de calculer E [arf ].

Puisque Y est de carré integrable , et F; = 0 (Bs;0 < s <t),et BE[Y / Fi] est
une martingale de carré intégrable, alors par la décomposition de It6 on peut réecrire
E[Y/ F] sous la forme :

E[Y/ m:E[m/Ot@(s)st,
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t
o () (s) est un processus adapté tel que E/ 1Q (5)” ds < oc.
0
Ceci nous permet d’écrie (3,, sous une forme adapté a notre probléme
t T
B, =E[Y] +/ Q (s) dB; —/ O (s) hy (8,25, us) ds,
0 0
ce qui nous donne :

dp, = —® (t) oy (ta T, Ut) dt +@Q (t) dB;.

En appliquant la formule d’It6 a a3, et en passant aux espérance, on obtient :
T
El(arfy) ]| = E / [ pebe ()0 — puoe (£) 0 (1) 0+ Q (£) W (£) 0y (£) 0] dit
0

T T
B[ h()Zdt+B [ pG @),
0 0
ou p; est donnée par :
pe="V"(t) B, (2.12)
Puisque E| (arfy)] = E| g. (1) Z7], alors par (2.12), on obtient :

0 < E/O [ pebe (£) 0 — pros (£) 00 () v + Q (£) W () 0y (£) ] dt

T T T
+E/ nGdn, — E/ ho (t, T, up) vdt + E/ E(t)dn.
0 0 0

On pose :
Ky =Q )V (t) —pos (1)

Ceci nous donne :

0 < E / b (6) & K (6) — o (£ 20, 10)] it (2.13)

+E /OT (p:G + k (t)) dn,.
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2.3.1 Equation adjointe et processus adjoint

En remplacant ¥*(¢) et 3, par leurs valeurs dans (2.12), on obtient la formule

du processus adjoint p et qui est donnée par :

T

p(t) = B[V ()" (T)g.(x(T)) | Fi] + \Il*(t)/@*(s)hx(s,x(s),u(s))ds. (2.14)

t

Pour obtenir ’équation adjointe vérifiée par le processus adjoint p, il suffit d’ap-

pliquant la formule de It6 a p(t) = ¥*(¢)5,, ce qui nous donne :

{ —dp(t) = [ b} (t, x(t), u(t)) p(t) + o7 (¢, x(t)) K(t) + he (¢, x(t), u(t))] dt — K(t)dBy,
p(T) = g2(2(T)),
(2.15)

ou K est donnée par :

K(t) = U ()Q(t) — o (¢, x(t)) p(1),

et GG vérifie I’équation suivante :

]cxs)dfzs — B | & (1)g.(e(T)) + / @ (s)ha(s, 2(s), u(s))ds | Fy

_E |o*(1) )+ / B (5)ha(s, 2(s), u(s))ds

La forme intégrale solution de 1’équation stochastique rétrograde (2.15) est don-
née par :
T

p(t) = gu(2(T))— / [0 (1, (t), () plt) + 0% (1, (8)) K (t) + o (1, (t), u(t))] di-+ / K(t)dB,.

t
Remarque 20 1) [l est intéressant de voir que la solution de l’équation rétrograde

(2.15) est donnée par (2.14) .

Remarque 21 2) L’équation (2.15) est une équation rétrograde linéaire o coeffi-

cient bornés, donc elle admet une solution forte unique.
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2.3.2 Principe du maximum

On définit le hamiltonien par :
H(t,p, K,z,u) = —h(t,z,u) + p.b(t,z,u) + K.o(t,x,u).

L’inégalité (2.13), nous permet d’énnoncer le théoréme du principe du maximum

sous sa forme intégrale et qui est donnée par.

Théoréme 22 Soit (u,§) est un controle optimal minimisant le codt J sur len-
semble des controles admissibles, alors il existe un processus adapté p, donné par
(2.15) tel que pour tout (w,n) €U, on a :

B [/0 [ Ho (t, pes Ky e, ue) - (ug — wy)] dt +/0 {k(t) + G* (t) .py.d(n—&),| >0.
(2.16)

Proof. On pose v =u —w et 1 = £ — 1, ceci nous donne :
T
0 < E/ [ pibu (1) + Koy, (1) — hy (24, ug)] (uw — w) dt
0

+E/0 (G + k(1) d (5 — €),.

En remplacant le hamiltonien par sa valeur, on obtient le résultat. W
Le principal résultat de ce chapitre est le principe du maximum pour des diffu-

sions singulieres et est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 23 Supposons que V=R".Soit (u, &) est un contréle optimal minimisant

le coit J sur l’ensemble des controles admissibles. Alors on a :

H (t,p(t), K(t),z,we) < H (t,p(t), K(t), 5, u)  pout tout w € U 5 dt—pp ; IP—ps.
(2.17)

Proof. Soit (u, &) un controle optimal, d’aprés le théoréme du principe du maximum

sous forme intégrale (théoréme 21 ), on a :

E {/0 Hy (t,pe, Ky, xe,ug) - (ug — wy) dt + /0 (k(t)—G"(t) .pt) .d(&—m),| >0.
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Cette inéquation est vraie pour tout (w,n) € U. Donc elle est vraie pour n = .

Si on pose n = &, on obtient :

E/OT [ Hy (t,pe, Ky, g, ug) . (ug — wy)] dt > 0.
Et pour prouver (2.17), il suffit de prouver que :
H, (t,ps, Ki, x4, up) @ (up — wy (w)) >0 Yu € Uy 5 pour tout (t,w) € [0,77] x €.
On définit pour tout v € U, 'ensemble A" par :
A’ ={(t,w) € [0,T] x Q; —H, (t,ps, K¢, x4, up) @ (u — wy (w)) < 0}
On définit controle v : [0, 7] x Q@ — A par :

si (t,w) € A,

Ttw) =9
U(t,w) = »
u(t,w) sinon.

Alors v est adapté et on aura :

E/O L Ho (£ pry g o, us) @ (5, (w0) — e (w))] dt < 0.

Contradiction avec (2.17), sauf si (dt ® IP) {A"} = 0, pour tout v € A .; Alors,
pour tout v € A :

Hu (tapta C_It7/$\t,at) i (U - ut) 2 0.

Puisque u minimise la fonction hamiltonienne —H ( ot maximise H )sur ’en-

semble Uy, alors :
H <t7pt) qi, Tg, ut) Z H (tupta qt, Ty, U)) pour tout u € U
Ceci prouve le théoreme. W

Remarque 24 Les résultats du premier chapitre ont été généraliser sans supposer
le principale hypothése du premier chapitre. De plus, on ne suppose plus que les

coefficients de la fonction codt convexes.

Remarque 25 Puisque la principale hypothése du premier chapitre n’est pas utili-

sée, il est intéressant de voir si les conditions nécessaires sont aussi suffisantes.



Chapitre 3

Principe du maximum du second
ordre en contréle stochastique

pour des diffusions singuliéres

On considére un probléme des controles stochastiques sur lesquelles domaine des
controles pas convexe, les coefficients ne sont pas linéaires, et on essai d’établir un
principe du maximum en utilisant souvent les variations dans la partie absolument
continue du controle de plus la perturbation convexe dans une terme singuliére. Ce
résultat est la généralisation de principe du maximum dans les controles singuliers
établit par Peng [36].

3.1 - Formulation du probléme et hypothéses

Soit (Q, F, (ft)te[O,T} ,]P) un éspace probabilisé filtré satisfaisant aux conditions
habituelles, B = (Bt)te[o,T} un mouvement Brownien d-dimentionnel et on suppose
que : (F)yepr = 0 (Bs; 0 < s <) est la filtration naturelle du mouvement brow-

nien.
Soit 7" > 0, A; un fermé convexe de R" et Ay = ([0,00))™ C R™.

Uy c’est la classe des processus adaptées mesurables u : [0,7] x Q — A;.

32
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Uy cest la classe des processus adaptées mesurables & : [0, 7] x Q — A,, telle
que & est un processus croissant, continue & gauche avec limite a droite (caglad)
avec £, = 0.

Considérons maintenant I’équation différentielle stochastique controlée suivante :

(3.1)

dact = b(@xt,ut) dt—l—a(t,xt,ut) dBt +G(t) dgt?
z(0) = xo.

Ou x( est une variable aléatoire Fy—mesurable et indépendante de B telle que :

E[ |zo|™] < c0; pour tout m > 1,

avec b: [0, T] xR" x Uy — R™; 0 : [0, T] x R" x U — Myxq(R) et G:[0,T] —
Mixm (R).
Il est nécessaire de définir I’éspace des controles admissible dans le cas des couples

et cette définition est donnée par.

Définition 26 (Admissibilté) : On appelle un controle admissible c¢’est un couple
des Fy—adaptées (u,§) € Uy x Uy telle que :

E

sup | u(t)]* +| le2] < oo0.
te[0,7)

Le couple (u, &) est appelé controle admissible et la solution (8 est appellée la

trajectoire du systéme (3.1) contrélée par (u,§) .

Et on note de plus par U 1’ensemble des tout les controles admissible.

On considére maintenant la fonction cotit suivante :

J(u,&) =E [g(:vT)+/0Th(t,xt,ut)dt+/OTk:(t)dft} ,

avec :
h:[0,T] xR¥x Ay — R; g:RY — R; et k:[0,7] — A, des fonctions
mesurables.
Hypothése H 3 :

On suppose que :
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1) b, o, g et h sont deux fois continuments dérivables en x, et leurs
dérivées sont continues en (x,u) et uniformement bornées.
2) b, o sont bornées par C (1 + |x| + |u|).
3) G et k sont continues, et G est bornée.
Le probléme du contrdle optiimal consiste a minimiser la fonctionnelle J(.) sur

I’ensemble U du controle admissible, ¢’est & dire trouver un controle (iZ,E) €U, tel
que J(ﬂ,g) < J(u, &) pour tout (u,&) € U. Clest a dire :

J(@,€) = inf J(u.€).

Remarque 27 1) Puisque les coefficients de [’équation d’état sont dérivables et
a dérivées bornées, donc elle sont Lipschitziennes, alors cette équation admet une

solution forte unique donnée par :
t t t
:cgu,é‘) =z + /b (5, xg“’f), us) dt + /a (5, xg“’f), us) dB, + /G (s)d¢
0 0 0
de plus cette solution est continue et vérifie pour tout m > 0 :

E { sup \xt|m} < 00.
0<t<T

Remarque 28 2) Les hypothéses sur h et g implique que la fonctionnelle J est bien

défini pour chaque controle admissible.

3.1 Reésultats préliminaires

Soit 28 = 7 1a trajéctoire optiimal, c’est a dire la solution de I’équation d’état
(3.1) associée a (u,§).

On considére la perturbation suivante :
y B ( f()—l—@( /é )) Sitelr,7+40],
bh0,80) = (@0, Em+o(nw-£m))  Dailleus, 32

avec 0 < 7 < T est fixé, 0 est strictement positive et suffisament petite, v est une

variable aléatoire F,—mesurable et 7 est un processus non décroissante avec 1y = 0.
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Soit 2% la trajéctoire associée au controle (u(’, 59) € U, 2% c’est la trajéctoire qui

est donnée par :

t t t
xf:xo+/ b(s, ! u)ds—i—/ (s, 2%, u?) dB, —i—/ G (s)del.
0 0 0

-~

Comme (u, &) est optiimal, alors on a :

0<J(u,€%) — J(@,¢). (3.3)
Soit :
o= J(u4€%) - Il €), (3.4)
Ty = J(’,€) - J(@,¢). (3.5
Alors 'inégalité variationnelle (3.3) devient comme suit :
0< 11m 9J1 + 11_I>n QJQ (3.6)

Soient xf, (&) sont les trajéctoires associants réspectivement pour (ue, 59) et

(UH,E). Pour simplifier les calcules, on note par :

ou f est notée pour les fonctions suivantes : b, b, by., 0, 04, Tpzy by By, €6 By

Lemme 29 Sous l’hypothéses H 3, et la définition de la perturbation (u‘),fe) , ON

a:
limE | sup ‘xe (t) — o | = 0,
0—=0  |4efo,17 |

(2 —~ 2_
ImE | sup ’:U(“ (1) — 7, = 0.
0—=0  |¢efo,1) |
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Proof. En remplacant 2% et 2’9 par leurs valeurs, on obtient :
. t
20 (1) — 200 — / b (5,20, u2) — b (5,009, u0) ] ds
0
t
—I—/ [0 (s,xﬁ,ug) -0 (s x(“ 5) )} d By
0
t ~
—1—9/ G(s)d(n—f) :
0 S
En passant aux espérance au carée, on trouve :

ds

Y CR S S ) S

2
+3/ E‘ s,xs,ug) -0 (s m(“ 5)7%)

/OtG<s>d(n—E)$2

Puisque b et o sont Lipschitziennes en x, alors :

=2 - 2
E |z’ (t) —xiue’é)‘ < 3/ ‘b s, ul) — b(s,a:(“é)’g) u9>

ds

+30°E

~ 12 t ~ 12
E ‘xe (t) — xguf’,g)‘ < 6/ E )xe (s) — xgug’g)‘ ds + 30°E
0

ou
2

M! = 36°E

t(n=1),

t
Puisque E '/ G (s)dn| < oo, alors on a :

0

M < k6.
Ce qui implique que :

~ 12 t ~ 12
E|z? (t) — xﬁ“e’“‘ < 6/ E ‘xe (s) — 291 ds + k6?,
0

)

2

En appliquant I'inégalité de Gronwall, le résultat sera établit en utilisant I'in-

égalité de Buckholder-Davis-Gundy. W
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Lemme 30 Sous I’hypothéses H 3, on a :

0 (4) — (u’f)
i [0 =20 0

— ()] = o, (3.7)

E[l20)°] < oo,

ot z est la solution de l’équation différentielle stochastique contrélée linéaire

swivante :

z(t):/Otbx(s)z(s)ds+/0tax(s)z(s)st—i—/OtG(s)d(n—E)s. (3.8)

Proof. Soit :

En remplassant 29 (¢), 2’9 (t) et z (t) par leurs valeurs, on aura :
1 t PN t
Y (1) = —/ <x6 (5) — z("9 (s)) ds — / z(s)ds
0 Jo 0

= %/Ot <b€ (s) — b(ug,@ (5)) ds — /Ot by (s)z(s)ds
+% /0 : <09 (s) — oD (S)> B, — /O o, () z (s) dB..

En appliquant le dévellopement de Taylor avec un réste intégrale d’ordre 1 au

point 2("© pour les fonctions b’ (s) et 0¥ (s) on a :
B (s) — b9 (s)

1 -
= / dAb, (s,x(ue’g) (s)+ A [xe (s) — 2"
0

()]’ (9) - (2 (5) =" (9))
o’ (s) — o) (s)

= /01 dA\o (s,aj(ug’g) (s) + A [xe (s) — x("9) (s)] ! (s)) : (xe (s) — 28 (s)) :
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Alors 47 (t) devient :

S0 = 5 [ (@@= @) s [ ss)as
- 3 / [0 (5599 () 4 A [ = a9 ()] 0 9) (3 6) — a0 () s
- [0 [ o200 a8
w5 [ ] o (5599 () 42 [ ) 2009 (9] ) () 209 () a2
_ /0 t /O 1d)\bz <s,x<u9@ (s) + A {lﬁ (s) — 2’9 (s)] uf (3)) o (s) ds
" / / DA (5,099 (5) 4 A [o? (5) — 20D (9] (5)) o (5) 4B, + 47 (1),

~

ot p? (t) donnée par :
()
- / t [ / N, (5,209 (5) 4 A [o0 (5) — 207D (9)] 0 (5)) — b (5,7 (5)  T(5) 2 <s>] s
+f Ji D (5,509 (5) 4 A [o? (5) 207D (9)] 0 (5)) - 0 (5,7(5) T(5) 2 ()] as.
En passant a 'ésperance on obtient :

2

/1 dAb, <s, (0" 9) (s) + A [xo (s) — 28 (s)] ,ul (s)) 47 (s)] ds

0

Bl ()| < 3/OtE

t
[ B
0

+3E !,09 (1)

2

ds

[ a0 6 42 [ 6) =29 )] ) 9

‘ 2

Comme b, et o, sont bornées, alors on a :

E |y (t) ‘2§6C’/OtE}y9(s) *ds + 3B " (1) |
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De plus les coefficients b, et o, sont continues et bornées, et en appliquant le

lemme 26 et théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a :
. 0 2 o
élir(l)E‘p t) |"=o0.
Alors par le lemme de Gronwall on obtient :
E|y’ (t)‘2 < 0exp (6CT) = 0.
Finalement on obtient (3.7) par l'inégalité de de Bukholder-Davis-Gundy. H

Lemme 31 Sous l’hypothéses H 3, [’éstimation suivante est vérifiée :

E | sup (a:(“e@ () = F (1) — a1 (1) — (t)f < o6, (3.09)

te[0,T]

ot x1 (t), z2 (t) sont solutions des :

1 (t) = /0 (bs(s)z1(s)+b"(s) —b(s))ds (3.10)
—I—/O ( 0y (8)x1(s)+0%(s) =0 (s)) dB,,

+/Ot (0% (s) — 04 (s)) 1 (s) dBs 3.11)
" /ot <% (s) 22 (s) + %O-mx (s)z1(s) 21 (8)) dB,.

Proof. Tout d’abord on montre que :

E

sup |z (t)|2] <9, (3.12)

te[0,7)
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E

sup |zg (t)|2] < Co°. (3.13)
t€[0,T]

En effet, en utilusant I'ingalité (a + b)* < 2a% + 2b% on a :

El|z (t)) < 4/0E|bx(s,x(s),u(s))xl(s)|2d5

2

De la définition de u’ (s) on a :
t
Blos (07 < 4 [ Bl b (.0 (), u(s))a (5)ds
0
t
41 [ Bl o (5.0(5) (o) (5) ds
OT+9
BT (6)0) (s F () (o)) (5) s
7—7'—i-0
+4/ E | a(s,f(s),v)—U(S,E(s),u(s))xl(sﬂzd&
Alors d’apres I’hypothése H 3 on a :

t 740
Elo () < 8M/ E |z, (s)\2ds+8/ c(1+ sup B|o: (s)|2> ds
0 T

0<t<T

t
< SM/ E |21 (s)|*ds + 8¢ (1 4 K) 0.
0

Par les inégalités de Gronwall et Bukholder-Davis-Gundy on obtient (3.12) .
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De la méme maniére on a :

BleaF < 6 [ Bl b (s (). (o) 22 () ds
+6/OtE\ b(s,%(s),u’ (s)) = b(s,Z(s),u(s)) 1 (s)|" ds
#3 [ Bl b5, (). ()1 (5) 2 () ds
+6 [ Bl 0w s (5) () 32 () s
+6/OtE\ o (5,7 (s),u’ (5)) — 0 (5,7 (s),u(s)) 21 ()| ds
#3 [ B o (00 () () 1 () () s

D’aprés 'hypothéses H 3, et la définition de u? (s) et (3.12) on a :

t T+6 t
E |z, (1) < 6M (2/ E|x2(s)|2ds+2/ 9ds+/ 92ds)
0 T 0

t
< 12M/ E |os ()2 ds + 6M (2 + T) 6°.
0

Par les inégalités de Gronwall et Bukholder-Davis-Gundy on obtient (3.13).
On pose

Alors il est clair que
() A~ ~(?.8) ~
x (t)—Z(t)—x (1) —2a(t) =2 (t) =T (t) — a1 (t) — 22 ().

Les relations (3.12) et (3.13) vont nous permettre de démontrer la relation (3.9) .

Pour la simplicité des calculs on pose x3 = x1 + 2.
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En appliquant le dévellopement de Taylor avec un reste intégrale d’ordre 2 au

point  pour les fonctions b (¢, + x3,ug) et o (t,Z + x3,up) on a :

b(£T () + 23 (8),ug (1) = b(HT (), up(t)) + by (8,7 (£),ug (£)) a3 (1)

—l—/o /o dAdOb,, (1, + N3 (t) ,ug (t)) x5 (t) x5 (1),

o(t,x(t)+xs(t),up(t)) = o(t,z(t),ug(t)) + o0, (t,Z(t),up(t)) xs(t)

+ /0 /O ANdOT o, (t, T + N3 () ,ug (t)) 23 () 23 (1) -
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En passant aux intégrales on obtient :
/Utb(s,f(s)—f—xg(s),ug(s))ds—l—/Ota(s,f(s)+x3(s),u@(s))dBS
= /t (s,7(s),uq(s))ds+ Otb (s,Z(s),uq(s)) z3(t)ds
/ / / 0D, (5,7 (5) + M3 (5) ,ug (5)) 25 (5) 3 (5) ds
#6760 <>>ds+/t (5, (5), 0 (5)) 3 (1) ds
// / A0, (5,7 (5) + M3 (5) g (5)) s (5) 5 (5) dBBs
- /0b<sx<s> <>>ds+/0 by (5,3 (), u (5)) a5 (£) ds
/Ot buw (5,3 () , 1 (5)) 3 (5) 3 (s) ds

t

N | —

+

o (s, (s),u(s))dBs+ /0 0. (8,2 (s),u(s))z3(t)dBs

+
S—

+
DN | —

/0 Our (8,7 (), ug (5)) x(s) 23 () dBs

+

+

[D(s,Z(s),ug(s)) —b(s,7(s),u(s))]ds

_|_

[ by (5,7 (8),up(s)) — by (s,7(s),u(s))z3(s)ds

~+

-

_|_

S T T o T

S— —

+
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En remplacant x3 par sa valeur on obtient :

N()+$1()+$2()—m0+/ ds+/29

0

/ 9+ (s ())ds+/ (5, (5) + 3 (s) ,ug (s)) dB,,

ot I'? (s) et X% (s) sont données par :

() = 1/0 bow (8,7 (5),u(8)) (22 (s) z2 (s) + 221 (5) 22 (8))

2
(). ug(s)) —b(s,Z(s),u(s))]z2(s)
//d)\d@ va (8, T (8) + MNxg (s),ug (s))
(s), U(S))( ()+x2())(331(8)+$2(8))]>

27 (s) = 1/0 %m(Sﬁ(S)W(S))(@(S) 2 (8) + 221 (5) 22 (5))

2
) ug (s)) = o (s, (s),u(s))]za (s
)

//d)\dQ Our (8,7 () + Nx3 (), up (s
—040 (5,7 (5),u (8)) (21 (5) + 2 (5)) (21 (5) + 22 (5)) ],

ce qui nous donne :

o?“‘:’g’ (1) = F(t) — 21 (t) — 22 (1)
_ /0 b (5,5 (5) 0 (5)) = b0, 7 () 21 (5) 2 ) g ()] ds

[ (5770 ) 0009) = 05,7+ ) 422 6) v 5)]

t t
+/ I’ (s)ds+ | %°(s)dB,.
0

=]
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En passant ’ésperance au carrée on obtient :

B0 -0 -5 (0 -0 )]

2

< S/OtE ’b (s,%’(ue’g) (s),up (s)) —b(s,7(s)+x1(s) +22(8),up(s))| ds

2
‘ds

+3 /OtE ‘a (s, 70 (s), ug (s)) — o (5,7 (8) + 21 (8) + 22 (), ug (5))
+6/OtE\B"(s)|2ds+6/0t1@\29(s)|2ds.

Puisque b et ¢ sont Lipschitziennes alors :

E ‘5(“9@ () —F (1) =2y () — 22 (0)]

2

< 6K /0 B ‘35(“9@ (5) — 7 (5) — 21 (5) — 22 (5)| ds

t t
+6/ E| B"(s)|2ds+6/ E| 5 (s)|" ds.
0 0
Puisque b, et b,, sont bornnées alors :

E| B’ (s)

* < 2ME| x5 (s) 23 (5)]* + 8B| 21 () 3 (5)|* + 4ME | a5 (s)[?
+2ME (21 (s) + x5 (5)) . (z1 (s) + 22 (5)) |°.
Par (3.12), (3.13) et inégalité de Cauchy-Schwartz on a :
BIB(s) "< C (0" + 0% +0VD) =0 (0).
De méme maniére et puisque o, et o,, sont bornnées on a :

E [ (s) }2§C<04+02+0\/5) — o (6).

Ce qui nous donne :

B (0 =70 — o (0 2 (0)]

2
‘ds

< 6K /Ot E ‘?ﬁ(“g@ (5) — 7 (s) — 21 (5) — @2 ()
+ 0 (0).
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Alors par le lemme de Gronwall on obtient :
0 2
E|7" Y (t) =7 (t) — a1 (t) — 22 (1)| < o0(8)exp (6CT) = o (8).
Finalement on obtient (3.9) par l'inégalité de de Bukholder-Davis-Gundy. H

Remarque 32 Les équations (3.10) et (3.11) sont appellées réspectivement équation

variationnelle du premier ordre et du second ordre.

Remarque 33 On introduit [’équation (3.11) car si on utillise seulement ’équation
(3.10) on aura l’estimation suivante :

E | sup )g‘“g@ 0 =7t - ()]

te[0,7

<COH=010).

Lemme 34 Sous l’hypothéses du lemme 28, on a :
J R T T R
lim - = B [2 (T) g, (7 (T) }+E/ () by (t)dt+E/ k() (n—¢) . (3.1
- 0 0 t
Proof. En appliquant le dévellopement de Taylor avec un reste intégrale d’ordre 1

1[.9 .
au point " (t) pour les fonctions h (t,2° () ,ug (t)) et g (z%) on a:

Bt (1), (1) = ht, 20 g )

+ /O i, (t, 20 (£) + A [aﬁ (t) — 2@’ (t)] ulf (t)) . <x9 (1) — 2@’ (t)) |

g(=7) = g(w(ue’g) (T))

1 N ~
+ / g, (209 (T) + A |2 (T) = 209 (T)
0

| I
N——
N
&
S
~
~
N—
|
H/\
S
)
m)
S
~
SN—
N——

Alors on peut réecrir la fonction J; comme suit :

B (W) — I g)

~

= [E

0 6
/T /1 Ny (t,x(ue’@ (£) + A [xe (1) — L€ (t)} Y (t)) ‘ <x9 (t) —ex(ue,ﬁ) (t)

/ A\gy <x(“9’E) (t) + A [me (t) — m(ueg) (ﬂ]) . <x9 (t) —;,;(uef) (0)]

+E/0Tk(t)d(n—2)t.

+IE
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Ainsi g, et h, sont des fonctions continues et bornnées, et d’apres (3.2), (3.7)

et le lemme 26 et par passage a la limite quand 6 tend vers zéro on en conclure.

Lemme 35 Sous I’hypothéses du lemme 28, on a

2 < E{gx@m) (21 (T) + 22 (T)) + / e (1) (2 <t>+x2<t>>dt]

g [gm E@)ar (D (T) + [ has ) B 1) dt]

T

E [ (W) —h(t) )dt+o(0). (3.15)

S—

Proof. D’aprés le définition de la fonctionelle Js, on a
Ty = J’.€) - J(@¢) (3.16)
T o~
_ E/ [h <t, 20 (1), ug (t)) CR(F () ,a(t))] dt
0
(u? &) ~
1B g (+ (1)) — g @ (1))] .

En appliquant le dévellopement de Taylor avec un reste intégrale d’ordre 2 au

point x (t) pour les fonctions h (¢, z + x3,up) et g (z + x3) on a :

Bt () + 25 (0 up (1)) = h(ta (), g (8)) + ho (b (£) g (£)) s (2)
+%hm (£, g (1)) 25 (£) s (1) + 0 (6)

g@(T)+23(T) = g (156 (7)) + ga (x (T')) w5 (1)

+59ae (2 (1)) 23 (t) 23 () + 0 (0).

Ce qui nous donne :

I

= =
\‘@F
8
—
=
+
8
w
=
~
g
>
=
|
>
)
=
~—
S
=
~—
~—

+ + +
8
\.C‘F
8
=
<
>
—~
~
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9@ (T)+23(T)) —g(x(T)) = gu(x(T))25(T)

+%9m (a (1)) 23 (T) 25 (T) + 0 (6).

Donc on peut réecrire (3.16) comme suit :

0 < E/O [l (8, (t) + a3 (£) ug (t) — h(z (£) ,u(t)) ]dt
+B[ g (2 (T) +a3(T)) — g (x(T)] +0(0),

d’ou :

0 < ]E/O [h(t,x(t),u@(t))—h(:p(t),u(t))]dt+E/0 ha (t 2 (£),u (t)) 25 (£) dt

oE / s (8,2, (1)) 5 (1) 3 (1) dt

1E / o (b2 (1) stp (8)) — B (2 (8) 0 (8)) ] s (8)

1

4B / oo (62,0 (1)) — P (010 () ] (£) 2 (2)

VB lg, (2 (1)) 23 (1) |+ L8[ g (2 (1) 23 (6) 23 ()] + (9
= o(0)+a(T) —i—E/O [h(t,z (t),ug (t)) —h(z(t),u(t))]dt
+Blg, o (D) o (T) 00 (1) | [ (62 (80 0)) (o1 (0 + 0

4B / B (2,0 () 2 (6) 22 (1) dt + S g (2 (1) 2 ()2 ()], (3.17)



3. Principe du maximum du second ordre en controle stochastique pour
des diffusions singuliéres 49

o a(T') est donnée par :

a(T) = E/O [ (2,2 (), ug (1)) = P (2 (£) w0 () ] (21 (8) + 2 (1)) dlt

+%E /0 s (o (8) (0 () 2 (8) + 0 (£) 0 (1) + 9 (8) 2 (£))]

38 [ U o 0) 0 () = e (12 0, 0] 1 0) 22 0) (01 0) -2 ()
498 g (0 () 3 ()23 (T)) + 3 | g 2 (1) 2 (T) 1 (7)

5B [ger (2 (1)) 23 (T) 2 (T) ]

De la définition de uy et 'hypotheses, on aura :
%04 (T) < El2z1(T) 22 (D) +E[ 22 (T) 21 (T)] + E[ 2 (T) 22 (T)]
T4+60 T
+/ E [z (t) +xo () | dt + /0 E[ (z1(t) + 2o (t)) (z1 (t) + 2o (2))] dt

+/0 E[xl(t)a:Q(t)]dtJr/o E[:Ug(t)azl(t)]dtJr/O B[ 2 (t) 22 ()] dt,

1
ot K = max {MT, 50} . Par (3.12), (3.13) et l'inégalité de Cauchy-Schwartz

o (T) < KO (VB +0) + K0 (20V0+ 0+ 6*) + K0vB + K6* =0 (0).

En remplagant « (7") par sa valeur dans (3.17) on en conclure. W

3.2 Principe du maximum du second ordre

Le principe du maximum généraliré sera établi essentiellement & partir du lemme
31 et lemme 32 et les relations (3.14) et (3.15)
Mais dans ce cas on a deux estimations a faire. C’est-a-dire dans (3.14) on calcule

en premiére I’éstimation du premier ordre :

B |=(1)g. (1) + / () h, <t>dt},
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et :

T

E |g. @ (T)) (21 (T) + 22 (T)) + / e (1) (1 (£) + 2 (1)) dt | .

puis dans (3.15) celle du second ordre :
B [gas (1) (01 ()22 (1)) + [ o (0) o1 6) 1 1)

ft,z(t),u(t)) et

Notation 36 Pour la simplicité des calculs, on note : f(x) =
? h? h$7 h$x7 g? gCC? et gl‘ﬁ'

fP(z)=f(t,x(t),ug(t)) pour f =b, by, by, 0, Ou, Oue

3.2.1 Principe du maximum du premier ordre

L’éstimation du premier ordre consiste a calculer la partie ot on a les dérivées du
premier ordre dans (3.14) et (3.15) . C’est-a-dire les quantités E [z (T) g, (x (T)) | et

Elg. (Z(T)) (z1 (T) + 22 (T)) |, Les quatités E [/0 z (t) hy (1) dt} et B [/0 hy () (z1 (t) + 22 (2)) dt

se simplifiera dans les calcules.

On consideére I'équation linéaire associée aux équations (3.10) et (3.11) :

dq)l (t) = bac (t) (I)l (t) dt + Oy (t) (1)1 (t) dBta
o, (0) = I,

Cette équation est linéaire et a coefficient bornés, donc elle admet une solution

forte unique. De plus la solution ®; est inversible et son inverse ¥, vérifie :

4, (1) = [ 0% (1) 01 (1) 0, (£) — by (£) Wy (D] dt — 0, (1) @, (1) B,
T, (0) = I,.

Pour vérifier que ¥, est I'inverse de ®1, on vérifie que ®,¥; = U;$; = [; en
appliquant la formule de It6. De plus, ®; et ¥, satisfaits :

E | sup |®4 (t)]2

t€[0,T]

+E

sup |, (t)\2] < 0. (3.18)
t€[0,T]
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En suivant la méthode de la résolvante des équations différentielle ordinaires
linéaires, on pose :

ap (t) = Uy (t) (zq (t) + 2o (1)), (3.19)

Bi(t) = Wi(t)z(1). (3.20)

Par la formule d’It6 on a :

doy (t) = d(P1 (1) (21 (8) + 22 (1))
= (d¥y (1)) (21 (t>+$2(t))+‘1’1()( ((z1 (1) +22(1))))
+ (U1 (1); (= 1() 2 (1)) d
= U t)[ (@) —b()+(¥) ()—bx(t))xl(t)]dt
—0o, (1) ¥ ()[ (0° (t) = o (1)) + (05 (t) — 0 (1) 21 (1)) dt
Uy (t) m<) 1 (t) @y (t) dt
+0, () [ (o7 ( ) + (02 (t) — 0, (t)) 21 ()] dBy
1
(

+2\I’1 t)U;cx() 1 (t) 21 (t) dB:.

De plus :

dpy (t) = d(Vi(t) 2 (1))
= (U (1) 2 (1) + 01 (t) (dz (1) + (W1 () 5 2 (1)) dt
)d

- W0GOA0-9)
On pose :

X = 809 @GO+ [ Bk (s (3.21)
Yi(t) = E[X1/ F] - t(ID’{ (s) hy (s)ds. (3.22)

On remarque a partir de (3.19), (3.20), (3.21) et (3.22) que :

Elz(T) g, @(T)] = E[®1(T)g. (@(T)) 5 (T)]
= B[ (T)Y1(T)], (3.23)
Elg. (7)) (21 (T) +22(T)) | = E[®71(T) gx (7(T)) ar (T) |

= Elay(T)Y1(T) ]. (3.24)
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Donc pour calculer les premiers termes E [z (T') g, (Z (7)) | et E[g, (x (1)) (x4 (T) + 22 (1)) |
de I’éstimation du premier ordre, il suffit de calculer E (3, (T) Y1 (T) Jet E oy (T) Y1 (T) |.
Puisque F; = 0 (B,;0< s <t), X; € L2(Q,F,IP) et E[X; / Fi] est une martin-

gale de carré intégrable, alors la décomposition de It6 nous donne :
t
E[X: /) F|=E[X; ] —|—/ Q1 (s) dBs,
0

ol Q1 (s) est un processus adapté tel que EfOT Q1 (s)]* ds < 0.

Donc on peut utiliser une formule de Y; (t) mieux adaptée a notre probléme :

Yi(t) =E[X; ] —I—/ Q1 (s)dB;s — / &7 (8) hy (s) ds.
0 0
Et par suite on aura :
AV (t) = — @} () he (1) dt + Q1 (1) dB,.

En appliquant la formule d’It6 & 3, (t) Y7 (t) et ay (t) Y1 (t) et en passant & 1'és-

perance on obtient :

E (8, (1) Y1 (1) =E[2(T) .9, (z(T)) ]ZE/O 2 (t)G(t)d(n—ﬁ)t—E/O he (t) 2 (t) dt,
et :

E(a (Y1) = Elg (@(T)) (21 (T) + 22 (T)) ]

58 [ (Ob (00 On (O

+%E /0 01 (8) 0un () 21 () 21 (£) dE — /0 h (1) (1 () + 22 (£)) dt,
p(t) = ¥@)Ya(t) ; piel’(0,T];R"), (3.25)
) = Vi)Qi(t)—otOpi(t) ;5 @ €L*([0,T];R™). (3.26)
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En définissant le Hamiltonien H par :
H(t,x(t),u(t),p(t),qt) =h(t)+ +Zaz g (1),

ou o, (t) et ¢ (t) notent réspectivement la i“™ colonne de matrice o et q.

Et en remplagant E[ 2 (T') g, (Z(T))] et B[ g, (Z(T)) (z1 (T) + 22 (T))] par ses
valeurs, on peut réecrire (3.14) et (3.15) comme suit :

m 5 = B[R0+ On 0 dn-9], (3.27)

5 < E/ CH (L () up (£)p1 (1) 1 (8) — H (6F (1) () pa () ()] dt

+%E /0 3 (8) How (6,3 (8), 8 (1) pr (1) , 1 (£)) 21 (8) dit (3.28)

+%E[ T (T) guw (@ (T)) 1 (T)] + 0 (6).

Cette inégualité est appellée inégualité variationnelle du premier ordre.

3.2.2 Principe du maximum du second ordre

L’éstimation de second ordre consiste a calculer la partie ot on a les dérivées du
second ordre dans (3.28). C’est-a-dire les quantités :
1. . . [, U
3B (1) 92s @ () (DB [ 1 () Har (63 (.30 p1 (1) (6) (8.
0

Comme nous nous trouvons devant un cas non linéaire, on ne peut pas appliquer
directement la méthode du premier ordre. Dans ce cas on doit d’abords linéariser la
quantité a estimer et pour cela on pose Z = xjx; et par la formule d’Itd on obtient :

dzZ(t) = [Z(t)b; (1) + by (1) Z (1) + 04 () Z (t) 07, (t) + Ty (£)] di
+[Z(t)os(t)+ 0, (t) Z(t) + Ay (t)] dBy, (3.29)
ou les T'y (t) et Ay (t) sont données par :
Lo(t) = o (t) (Vf () b(t)) ( (t) = b( o
+(o’(t)— o))} )+ (o’ (t —a(t)).(ae(t)—o(t)) :
Ag(t) = a1 (1) (0 () o (t) ) ( () —a(t) )i (t).



3. Principe du maximum du second ordre en controle stochastique pour
des diffusions singuliéres 54

On remarque que :

E/OTFg(t)dt < E/()T(ae(t)—a(t))(ae(t)—a(t))*dt
+o(6), (3.30)

T
E / Ao (t)dB, < o). (3.31)
0
On considere I’équation linéaire associée aux équation (3.29) :

d®, (t) = [ b (t) @,
+[P2(t) 0
D, (0) = I

~—~

t) + @2 (1) 3 (1) + 0z (t) P2 (t) 07, (1)] dt
(t) + 05 () P2 (1) dBy,

8] %

Cette équation est linéaire et & coefficieant bornés, donc elle admet une solution

forte unique. De plus la solution ®, est inversible et son inverse W, vérifie :

d¥y (t) = [ (0z(t) +05(1) V2 (t) (0 (t) + 05 ()" — Va2 () 0} () — ba (1) V2 ()] dt

=0, (1) W2 (1) 03 (8) — [ V2 (8) 07, () + 00 (8) U2 ()] B,
B, (0) = I,

Pour vérifier que ¥, est I'inverse de @5, on vérifie que P,V = Uydy = [; en
appliquant la formule de It6. De plus, ®5 et ¥, satisfaits :

E | sup |®s (1)’

te[0,7

+E

sup |, (t)|2] < 0. (3.32)
te[0,7

En suivant la méthode de la résolvante des équations différentielle ordinaires
linéaires, on pose :

as (t) = Uy (1) Z (). (3.33)

Par la formule d’Ito, on a :

dag (1) = d(Vy(t) Z (1))
Z



3. Principe du maximum du second ordre en controle stochastique pour

des diffusions singuliéres 55
On pose :
T
Xo = B0 (@ (M) + [ 03 He () (3.34)
Yo(t) = E[Xy /) F]— / D3 (s) Hyy (5) ds. (3.35)
0

On remarque a partir de (3.33), (3.34) et (3.35) que :

E[ 2] (T) gao (2 (T) 21 (T)] = B[®5(T) gaa (2 (T)) a2 (T') | = Efaz (T) Y2 (T) ].
(3.36)
Donc pour calculer le premier terme E [ 23 (T') gur (Z (T)) 21 (T')] de 1’éstimation
de second ordre, il suffit de calculer E [as (T') Y2 (T') |.
Puisque F; = 0 (Bs;0 < s <t), Xy € L2(Q, F,IP) et E[Xy / F] est une mar-

tingale de carré intégrable, alors la décomposition de It6 nous donne :
[XQ / Jf;g - XQ / QQ

ol (Y2 (s) est un processus adapté tel que Efo Q2 (s)]* ds < co.

Donc on peut utiliser une formule de Y5 (t) mieux adapté a notre probléme :

t t
Yo(t) =E[Xy ]+ / Q2 (s)dBs — / D7 (s) Hyyp (s) ds.
0 0
Et par suite, on aura :
AV () = —®} (£) Hy () dt + Q (1) dB,.

En appliquant la formule d’Ttd6 a «s (t) Y2 (t) et en passant a ’ésperance on
obtient :

Elax (1) Y2 (1) | = E[Z(T)gw (T (1))]
_E /O Tr (0 (t) — 0" (£)) pa (£) (o () — 0" (1)) dt
E / H () (02 (1) dt,

p(t) =W (t)Ya(t) 5 po€L? ([O,T] ; R (3.37)
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En définissant la hamiltonien H par :

H(tx(t),u(t),p),q()) =h(t)+p(t)b(t)+zai(t)qi(t),

ou o; (t) et ¢; (t) notent respectivement la i“™ colonne de matrice o et q.
Et en remplacant E[Z (T) g.. ( (T)) ] par sa valeur, on peut réecrire (3.28)

comme suit :
Jo < ]E/O [H (tv i‘\(t) » Up (t) » D1 (t) )41 <t>> - H (t,/l‘\(t) 7a(t) » D1 (t) ) 41 (t))] dt

+%E /0 Tr (o (t) — 0" (£)) pa (£) (o” () — 0" (1)) dt. (3.38)

Cette inégalité est appellée inégalité variationnelle du second ordre.

3.2.3 Principe du maximum

En utilisant la définition de ug, 'inéquation variationnelle (3.38) , nous donne :

B (3.1)

+%E /T Tr(o(t,z(t),v)—c" (t,Z(t),u(t))p2(t) (o (t,Z(t),v)— " (t,ZT(t),u(t)))"dt.

En faisant tendre 6 vers 0, on obtient finalemant :

2 < B (,30),00 ()6 () —p ()0 (13(0), ()] (3.40
3B (T (0 (1.3 (7)) (7.3 () 0)) s (1)

—E[H (7,2 (r),u(r),pi (1), (7)) = pa (1) 0" (7,7 (1) ,u(7))]
—%E [Tr (o (r,2 (1), u(r)) o (1,2 (1), u (7)) p2 (T)],

Yo € U , P ps ; dt pp.
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Remarque 37 Les formules explicites des processus adjointes py et po sont calculés

a partir de (3.25) et (3.37) et sont données par :

p1(t) =E[¥] ()P () 9. (x(T)) / F] + V7] (t)/ D1 () ha (5,2 (s),u(s))ds,
t (3.41)
et :

p2(t) = B () P5 (1) gua (2 (T') / Fi] (3-42)
+05 (t)/t D5 (8) Hea (5,2 (5),u(s),p1(s),q1(s)) ds.

En appliquant la formule d’Itd pour les processus adjointes p; dans (3.25) et po
dans (3.37), on obtient alors le premiér et le second order de I'¢quations adjointe

qui sont des équations déffirentielle stochastiques rétrograde, donnée par :

{ —dpl (t) — I{j (I/L'\ (t) 7a(t) y D1 (t) yd1 (t)) dt — Q1 (t> dBt’ (3.43)
p(T) = 9. (Z(T)),
et
—dps (t) = (03 (1) p2 (t) + p2 () bz (t) 4 07 (1) p2 (t) 02 (£) ) i
(03 (D)@ (t) + a2 () 0 (1) ) (3.44)
+ Heo (T (1), u(t),p1 (), qu (1)) dt — g2 (t) dBy,

P2 (T) = gau (2 (1)),
ol ¢q; (t) est donnée par (3.29) et ¢y est donnée par :
nxn d
t) = U3 Qs () +p2(t)o, () + oy ()p2(t) si=1,...d.
On peut maintenant annoncer le résultat principal de ce chapitre qui est le

théoréme du maximum généralisé.

Théoréme 38 Soit (ﬁ, E) est un controle optitmal minimisant la fonction de cott
J dans U, et soit T notée la solution optimal. Alors il existe unique paire processsus
adaptée :
(plv Q1) S ‘62 ([O’ T] ;RnXd) )
nxn nxn d
(p27q2) € £2 ([O7T] 7R x ) X (‘C2 ([OaT] 7R X )) )
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solutions respectives des équations rétrogrades (3.43) et (3.44) tels que l’inégalité

variationnelle soit vérifiée

EH (7,2(r),v,p1 (1), @1 (7)) = p2 (1) 0" (1,2 (7) ,u(7)) | (3.45)

—i—%E Tr(o(r,z(1),v)o (1,2 (7),v))p2(7) ]
< BH(r,2(7),u(r),p1 (1), 1 (7)) =pa (7)o" (1,2 (1), U (7)) ]
%E [Tr (o (r,2(7),u(r)o(r,2(7),u(r)))p2 (1) |,
Yo €e U , P ps ; dt pp,
IP{vt € [0,T],Vi; (k; + Gf (t)p1 (t)) = 0} =1, (3.46)

d
P {Z L(kirarm )2098 = 0} =1 (3.47)
i=1

Proof. A partir (3.6), (3.27) et (3.40), on a pour tout F;—mesurable v, et pour

tout processus décroissant n avec 1, = 0

T
B[ K0+ G On@dn-g), ),
0
Yo € U , P ps ; dt pp.
Si on pose 1, = Et on obtient (3.45). D’autre part, si on choisit v = u; et

en utilisant la méme démenstration du théoreme 4-2 [I4], on en conclut (3.46) et
(3.47). m

Remarque 39 Sion pose que G = k = 0, alors on retoure au principe du maximum
de Peng [306].



Chapitre 4

Les conditions générales
d’optimalitées pour un probléme
des contrdles stochastiques relaxé

des diffusions de Poisson

Notre but dans ce chapitre est de dériver les conditions nécessaires ainsi que
suffisantes d’optimalité pour les controles relaxés, ou le systéme est gouverné par
une équation déflirentielle stochastique non linéaire avec diffusion de Poisson dans
la forme générale. Nous donnons les résultats, sous forme de principe maximale
stochastique globale, en utilisant uniquement 1’expréssion du premier order tout
d’abord et ’équation adjointe associée.

Le probléme du contréle relaxé trouve son intérét en trois points essentiels. Le
premieér est que nous pouvons utiliser la propriété de convexité de I’ensemble des
controles relaxés pour obtenir les conditions d’optimalité, sans I'aide de ’expansion
du second ordre et avec des hypothéses minimales sur les coefficients. Le seconde,
c’est que le probléeme des controles relaxé est une généralisation de la stricte. En effet,
si g (da) = 6, (da) est une mesure de Dirac concentrée en un seul point v; € U, alors
on obtient un probléme de controle stricte comme un cas particulier de la controle
relaxé. Le troisiéme intérét concerne l’existence d’une solution optiimal. Nous pou-

vons avoir I'existence d’un controle optimal relaxé et de ne pas avoir existence d’une

99
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solution optiimal stricte (voir I’exemple ci-dessous sur les pages 76-78).

Pour atteindre I'objectif de ce chapitre et établir les conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité, nous procédons comme suit.

Tout d’abord, nous donnons les conditions d’optimalité pour les controles relaxés.
L’idée est d’utiliser le fait que I’ensemble des controles relaxés est convexe. Ensuite,
nous dérivons les conditions nécessaires d’optimalité en utilisant la voie classique
de la méthode de perturbation convexe. Plus précisément, si I’on désigne p par un
controle optimal relaxé et ¢ est un élément quelconque de R, puis avec € > 0 et
suffisamment petite pour chaque ¢ € [0,7], on peut définir une perturbation de

controle comme suit
pe =ty + 0 (q — py) -

Nous obtenons ’équation variationnelle de ’équation d’état, et I'inégalité varia-

tionnelle suivante
0<T (W) =T (n).

En utilisant le fait que les coefficients b, f et h sont linéaires par rapport a la
variable de controle relaxée, les conditions nécessaires d’optimalité sont obtenues
directement dans la forme globale. Pour cloturer cette partie du chapitre, nous
montrons sous hypotheses supplémentares minimes, que ces conditions nécessaires

d’optimalité pour les controles relaxés sont aussi suffisantes.

4.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soit 7' un nombre réel positif, U un ensemble non vide de R* et (2, F, (), ,IP),
un éspace probabilisé filtré satisfaisant aux conditions habituelles pour laquelle
d-demensionelle mouvement brownien W = (W;)_ ) est définie. Soit 7 un fixe
(F:) —processus de Poisson sur un sous-ensemble © non vide fixe de R™. On désigne
par m (d) la mesure caractéristique de 7 et par N (df,dt) la mesure de comptage
induite par 7. On définit alors N (df, dt) =: N (d6, dt) —m (df) dt. Nous notons que
N est une mesure de martingale de Poisson avec caractéristique m (df) dt, Nous sup-

posons que(F;) est la IP—d’augmentation de la filtration naturelle (ft(W’N)> définie
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par Vt >0

(A") o 0<s<ove| [ [ N, 0<s<i acs@) v
0JA

4.1.1 Probléme des controles strictes et des controles re-

laxés

Définition 40 (Admissibilté) On appelle un contréle admissible est un processus

Fi—adaptées v,= (v;) € U telle que :

E

sup | ve]?| < 0.
te[0,7

Et on note de plus par U ’ensemble des tout les controles strictes admissible.
Pour toute v; € U, on considére maintenant 1’équation différentielle stochastique

controlée avec un terme de saute suivante :

dx} =0b(t,zy,v)dt + o (t,x},v) AW, + / f (t, xy_,0, vt) N (do,dt)

©
" (0) =¢,
(4.1)

ou & est une variable aléatoire Fy—mesurable et indépendante de B telle que :
2
E[ €] <o,
avec

b:[0,T| xR"xU — R",
00, T] X R" x U = Myxa (R),
f:0,T|xR*"x 0O xU — R",

On considére maintenant la fonction cotit & minimiser qui definit de &/ dans R
par :

J(v) = E {g (22 + /T Bt v) dt] , (4.2)

0
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ou :

g:R"—= R,
h:[0,7] x R" x U — R".

Le controle stricte est dite optiimal s’il verifie

J (u) = inf J (v). (4.3)

veld

Hypothése H 4 :

On suppose que :

1) b, o, f, g et h sont continuments dérivables et leurs dérivées sont
continues en T .

2) by, 0, €t fr sont bornées par C (1 + |z| + |ul) .

3) f est bornée par C (1 + |x| + |u| + |6]) .

4) g, et h, sont bornées par C (1 + |z|), avec C' est une constante

positive.

A partir des hypothéses ci-apres, pour tout v € U, I'équation (4.1) & unique
solution forte et de plus la fonctionnelle .J est bien definit de U a valeur dans R.

L’idée pour se relaxer le probléme du contréle strict défini ci-dessus est d’in-
tégrer 'ensemble U des controles stricts dans une catégorie plus large qui donne
une structure plus adaptée topologiquement. Dans le modeéle relaxé, le processus v
valeur dansU est remplacé par un processus ¢ valeur dans IP(U), ot IP(U) désigne
I’éspace de mesure de probabilité sur U muni de la topologie de la convergence
stable.

Définition 41 Un controle admissible relazé est un processus a valeur dans IP(U),
progressivement mesurables par rapport o (F;), de telle sorte que pour chaque t,

1j0,4.q est Fy—mesurable, et tel que

E
te[0,7)

sup /|a]2qt (da)] < 00.
U

On note par R l’ensemble des contréles relaxés.
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Chaque controle relaxé peut étre desintegré que q (dt, da) = ¢ (da) dt, ou ¢; (da)
est un processus progressivement mesurable & valeur dans un ensemble des mesures
de probabilité IP(U). L’ensemble U est injectée dans R des processus relaxés par
lapplication F' : v € U——F, (dt,da) = 6,,(da)dt € R, avec I, est la mesure
atomique concentrée au point unique v. Pour plus détails voir [22] et [23].

Pour tout ¢ € R, on considére I’équation déffirentielle stochastique relaxée pour

des diffusions de Poisson suivante :

daf = / b(t,z},a)q (da)dt + / o (t,zf,a)q (da) dW;
U U
q (4.4)
+/9/Uf (t,xt,,e,a) q¢ (da) N (df, dt) ,
ry= &

La fonction de cotit dans le cas relaxé sera donnée par :

T
T@=8loh)+ [ [nitatwa ). (45)
0o Ju
Le controle relaxé i est appelé optiimal s’il vérifie

J (p) = inf T (q). (4.6)

qER

Par l'introduction des controéles relaxés, on remplace 1’éspace U par un éspace
plus large IP(U). On a gagner 'avantage que 1’éspace IP(U) est convexe. En outre,
les nouveaux coefficients de 1’équation (4 — 4) et la fonctionelle de cott (4 — 5) sont

linéaires par rapport aux variables de controle relaxés.

Remarque 42 Si ¢ = 0,, est une mesure atomique concentrée au point unique
v, € U, donc pour toute t € [0,T] on a x?=2a" et J (q) = J (v).

On obtient en suite le probléeme des controles ordinaires. Alors on conclut que le
probléme des contréles ordinaires est une cas particuliére de probléme des contréles

relaxés.

Donnons maintenant un exemple qui montre que 'existence d’un controle opti-

mal stricte n’est pas assuré et nous avons I’existence d’un optimal relaxé.
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Example 43 Soit U un ensemble des processus (F;), —adaptées v = (vy), & valeurs
dans U = {—1,41}. Pour chaque v € U, on considére EDS a un dimension
dxy = (x} + v) dW; ~|—/ v N (df,dt) ,
e
x5 = 0.
Le probléme est de minimiser, dans l’ensemble U des contréles ordinaires, la

fonctionelle suivante
T
J(v)=E [(x’}f — / (2 (V)% + 4avv, + (2m (©) + 1) vp) dt| .
0

On note que m (©) est une constante qui ne dépend pas de la variable 0.
On considére une suite des controles ordinaires suivantes

E+1
n

T 0<k<n-1.

Y

k
o= (=" si ST <t<
n
Alors, par les calcules standards, on a

T
[J ()] < — — 0,

ce qui implique que

Il n’existe cependant pas de contréle u € U de telle sorte que J (v) = 0. Si tout
cela n’aurait été le cas, alors pour tout t; u, =0 € U. Par conséquent, une solution
optitmal n’existe pas dans la classe U de contréles stricts. Le probléme est que la
suite (v}), n’a pas de limite dans l'éspace de controles stricts. Par conséquent, il n’y
a pas de contréle strict optiimal pour cet exemple.

Montrons maintenant que la version relaxée de cet exemple admet une solution

optismal. Le systéme dans le cas relaxé est gouvernée par I’ EDS suivante

daf = / (27 + q) g (da) AW, + / / ag; (da) N (d6, dt),
U (C] U

1‘0:0,

avec une fonctionelle de coit relaxé donnée par

J(qQ)=E {(qu)z _ /OT /U [2 (20)? + 42%a + (2m (©) + 1) a2] ¢ (da) dt} .
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Si nous identifions controle strict v} (défini ci-dessus) avec la mesure de Dirac
up (da) et soit gy (da)dt = dun (da)dt, on obtient une mesure dans Ux [0,T].

1
Alors, la suite (g, (da) dt), converge stablement vers 5 (01 + 0-1) (da) dt, de plus, la

1
solution relaxée optiimal est donnée par p = 3 (01 4+ d_1). En effet, nous avons

T
|J (q |<E/ /aqt (da) dt—>E/ /aQ;Lt(da)dt
n—oo U

cequi implique que
f (da)dt =T.
05 [ [t

T
:E/ /aQ,u(da)dt:T.
o Ju

J (p) = inf F (q).

geER

De plus, on a

Ce qui montre que

1 1
Alors, le controéle relaxé optitmal de notre exemple c’est 3 (01 +0_1). Mais 5 (61 +0-

est un mesure de probabilité dans U, alors p € R et on a l’éxistence de solution

optimal dans l’éspace R des contréles relazés.

4.2 Conditions nécéssaires et suffisantes d’opti-

malité pour les controéles relaxés

Dans ce paragraphe, on étudie le probléme {(4.4),(4.5),(4.6)} et on derive les
conditions nésessaires et suffisantes d’optimalité pour les controles relaxé. et comme
I’ensemble R est convexe, alors les méthodes classiques pour établir les conditions
nésessaires d’optimalités pour les controles relaxés est d’utiliser une méthode de
perturbation variationelle convexe. Plus précisement, soit p est un controle optimal
relaxé et z* solution de (4.1) controlée par . alors, pour tout ¢ € [0,7], on definit

la perturbation de controéle relaxé comme

g =ty +e (g — ),

)
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ou € > ( assez petit et ¢ est un élément arbitraire de R.
On note par z§ est la solution de (4.4) associer avec p. Par 'optimalité de y,

inégalité variationelle sera donnée par la formule suivante
0< T W) =T n). (4.7)

Lemme 44 Sous l’hypothése H 4, on a

limE

e—0

sup |7 — x| ] (4.8)
te[0,7)

Proof. Soient x° et x* les trajéctoires associées réspectivement aux controles u® et
u° alors :
t

E[\ —xt|} < 3B //b(tx a) 1 (da) — // (t, 5, 0) 1, (da)| ds

t

+3E / l /U o (t 25, a) it (da) — /U o (120, 0) i, (da)} iB,

2

138 / / ) [ / f (5.0, 0.0) 5 do) — | Fsantan, <da>} N (a9, ds)

2
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Par définition de p°, I'inégalité précédente sera donnée par

2

EDE—@|}§ &mn/AﬁMJ“”@M@_%M@)“

+6E / /U b(t,z5,a) ks (da) — /U b(t,xs,a) 1 (da) st
+66°E ] /U o (t,xs,a) (¢s (da) — pg (da)) : ds
+ml7é @%m@u@iéa@%@@u@ws

2

m (df) ds

+62°E //
+6E /’/@/U f(s,24-,0,a) (s (da) — pu, (da)) 2

Mais b, 0 et f sont uniformement Lipschitisiennes par rapport a x, alors :

[ Fai s~ [ 0.0
U

m (df) ds

E |25 — ) <CE/ |25 — 2t > ds + Ce2.

En appliquant I'inégalité de Bukholde-Davis-Gundy et lemme de Gronwall, on
obtien le résultat. W

Lemme 45 Soit T solution de l’équation linéaire ( s’appelle équation variationelle)

dxt [ U e (2t a) (da)xt—i-/Ub(t,mf,a) (g (da)—ut(da))] dt

[ U% (t,x}, a) p, (da) T +/ o(t,zf,a) (q (da) — p, (da))] AW,

/.
/

U

+

fo (t 22,0, a) py (da) T, N (dO, dt)
U

/ (t,2%,6,a) (g (da) — g, (da)) N (d6), dt)

U

SR
@

o —
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Alors, on a
i 2
limE |~+—% —%,| =0. (4.9)
e—0 g

Proof. Pour la simplification, on pose

g _ M
xe .=t - Tt g, (4.10)
Alors, on a
/ /b s, x5, a) us (da) — /b(s,:p’;, a) p, (da) | ds
0

U

+
™ | =
N

/a s, x5, a) s (da) — /0 s,xt a) pg (da) | dWy

U

U

+g/ / /f 573:379 a/ ,us da /f ,mg,e CL IUS (da) N(ds7d9)
0o Je

/ / o (8,75, a) g (da) Tods — / /O’x s,k a) pg (da) T, dWi

/ / / f (3,238, @) s, (d) &N (ds, df)

_/Ot /b<s,xs,a>qs<da>—/b<s,xf:, @) 1, (da) | ds

—_

—/Ot _/b(s,xs,a)qs(da)—/b(SJ?éL, )Ms(dCL)- dW,

/0/ /f (s,2%,0,a) qs(da)—/f( 2.0, a) pg (da) | N (ds,db) .
o LU

U
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Alors, en utilisant definition de p et on prend ’espérance, on obtient
1 pt
B|X;|* < CE/ / /|b$ (s, 2" + aX (XE + 7,) , a) X.|? 1, (da) dsda
0 JoJ
1 gt
—|—C’E/ / / 02 (s, 2" 4+ aX (XS +T,), a) X, 1, (da) dsda
0 Jo J
1t
B [ [ [ 10+ an (X5 45),0) XiJ? 1, (da) dsdadm (3
ado Jo g
+CE (af)
Comme les dérivées b,, o, et f, sont bornées, on a
t
B|X: < CE/ X2 ds + CE |ag]?, (4.11)
0
avec o est donnée par
o = / / / syt + e (XS 4+ Zg) ,a) (25 — 2) (g5 (da) — pg (da)) dAds
+ / / /Uz (s,2t + Xe (X: +75) ,a) (25 — %) (¢s (da) — p, (da)) dAds
oJo Ju
t 1
[t he (62 7 ) (02 = ) (g () = g () dAN (@8,
/ / / (s,xt + Xe (XS +75) ,a) — by (5,28, )] Tsp, (da) dAds
+ / / / [0, (s, 2% 4+ Ne (XS + Z5) ,a) — 0 (5,28, a)] Tsp, (da) dAds
oJo Ju
t 1
+ / // / [fe (8,2 4+ XNe (XS 4+ Zs) ,a) — fo (s,28,0,a)] Tsu, (da) dAN (db, ds) .
o JeJo Ju

Appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, (4.8), et comme le coéfficients b,,

o, and f, sont bornées et continues et par le théoréme de convergence dominée, on
obtient

limE |of|* = 0.
e—0

On obtient le résultat en appliquant lemme de Gronwall dans (4.11). ®
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Lemme 46 Soit p est un contréle optitmal relaxé minimisant la fonction de cout

J dans R et x}' est une trajectoire optimal. Alors, pour tout ¢ € R, on peut ecrire
0 < Elg, (z5) 27 —|—E/ / (t,x}, a) Ty, (da) dt (4.12)

+ ]E/ /h (t, 2}, a) (u, (da) — q; (da)) dt.
o Ju
Proof. Par utilisation du formule (4.10), on peut écrire

0 <

=
=)
&)
'ﬁ./
|
s
—
8
RS

+
&

) ER ? R

QI\

h (s, xS a)ua(da)—/h(s ', a) pg (da) | dt,

U

I
<)
(=)

+
&=
O\ﬂ O\’ﬂ ’Q D\ﬂ

~N®
|
Q
—~
8
~NT

h(s,z¥ a)p (da)| dt

Y R

~—
>
0
8
20
=
=
w M
c°
2
=
S~

[ st da) ~ [ (st (do) | .

+
&

0 < E[g(xeT

/h t,x5,a) p, (da) — /h s, a) pg (da) | dt
LU

Q\

h(s,z5,a)q (da) /h s, x5, a) g (da) | dt.
U

Alors

T

0 < B[g. (24) 2] + B / ho (20 a) Fodt
0

‘E / 0 / (et ) (d0) = () e+
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avec p° est donnée par
1
< =F / g (2 4+ Ne (X5 + Fr)) XA
0
T 1
+ E/ / / hy (t, ) + Xe (X7 + 7)), a) X[ p, (da) dAdt
0 0 U

1
VR / (g0 (a8 + Ae (X5 + F1)) — gu (a)] FrdA
0

T 1
+E / / / B (£, 28+ Ae (X5 + 70 a) — ho (2% a)] Fapt, (da) dAdE.
0 0 U

Appliquant inégalité de Cauchy-Schwartz, (4.8), et comme le coéfficients b,, o,
and f, sont bornées et continues

et par le théoreme de convergence dominée, on obtient
limlE [p°|> = 0.
e—0

D’ou la démonstration. W

4.2.1 Inégalité variationelle et équation adjoint

Dans ce sous-paragraphe, nous introduisons le processus adjoint qui nous permet
d’otenir l'inégalité variationnelle de (4.12) : Les termes linéaires en (4.12) peuvent
étre traités de la fagon suivante. Soit ® la solution fondamentale de 1’équation li-
néaire

4D, = / bx(t,xf,a)q)tut(da)dwr/ o (t, 2}, a) P, (da) dW;
U U

+/ / fo (6, 21,6,a) @y, (da) N (d6, dt)
(S) U
Oy = I,

Cette équation étant linéaire & coéfficients bornés, alors elle admet une solution

unique et forte. De plus la solution ® est inversible et son inverse ¥ vérifie I’équation
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suivante :

( dv, = / (t,x),a) U0k (¢, 2}, a) p, (da) dt

U
/ by (t, x4, a) Uyp, (da) dt — / o (t, 2, a) Uy, (da) dW,
/U U

.

En outre, ® et U vérifies

_I_

toay,0,a) U, fr (t.),0,a) p, (da) N (df, dt)

© U

[,
/ t,2,6,a) Uupsy (da) N (d6, dt)

_I_

\I]():

\

E | sup |®)°| +E | sup |¥,*| < oco. (4.13)
te[0,7) t€[0,7]
On introduisons les trois processus
ﬂt = \Ijt’.ft, (4.14)
T
Xi=@ig, @h)+ [ [ @b (b o), (do) (4.15)
o Ju
t
Y, =E[X /FA] —/ / O%h, (t, 2%, a) u, (da) ds. (4.16)
o/ U
On utilise (4.14), (4.15) , et (4.16) , pour obtenir
E[ BrYr]| =E][ g. (2F) 27 . (4.17)

Depuis g, et h, sont bornées, alors par (4.13), X est de carré intégrable. Par
conséquent, le processus (B [X / F]),, est une martingale de carré intégrable par
rapport & la filtration naturel du mouvement brownien W. Puis, par la théoréme de

représentation de It6, nous avons

+/;QSdWS—/;/U[‘I>Zh (s, 2%, a) p, (da)] ds,

T
avec () est un processus adaptet tel que E / |Q,5|2 dt < oo.
0
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En appliquant la formule d’Itd sur 5, et en suit sur 3,Y; et utilisant (4.17), on

peut réecrire 'inégalité (4.12) comme

T
0<E / (6,2, o ', P QI (8)) — H (2, i I, PEL QY (0))] d.
0

ou le Hamiltonien H est définit de [0,7] x R*XIP(U) x R™ X M,,«q (R) x R™ &

valeur dand R par

H (ta T,y Gty Pty Pt7 Qt (9)) = /
U

+ /UPtU (t,24,a) g (da)
* /@/Uf (tv Ty, 07 CL) Qt (0) 4y (dCL) m (d@) )

et (p*, P*, Q" (0)) est un triplet de processus adapté donnée par
= WY, p' e L2([0,T];R"),

Pl =iQ; — / pioy (ot a) py (da), P* € L2 ([07T] 5Rm<d) , (4.18)

/ / tat 0,a) py (da), Q" (0) € £2([0,T] x O;R")

et le processus () satisfie

t T
[ @aw.=slore. @y [ [ a0 d 7]
0 0 U
T
8|0 )+ [ [ ot a .
0 U

Le processus p* est appelé le processus adjoint et les formules (4.15), (4.16) et

h(t,zy,a)q (da) + /Uptb (t,z¢,a) q (da)

(4.18) sont données éxplicitement par

T
=F [\IftCI)}gx (xh) +/ / U, drh, (5,2 a) p, (da) ds /.7-}} )
t U

En appliquant la formule d’It6 sur le processus adjointe p* dans (4.18), on

obtient I’équation adjoint, qui est EDS rétrograde linéaire, proposée par
—dp}; = (t,zy, C,Itaptapf;“aQt (0)) dt — P/dW;
/ Q! (0) N (db, dt) (4.19)

Pr = Gz xT
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4.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité pour les controles

relaxés

A partir de I'inégalité variationnelle, nous pouvons maintenant énoncer les condi-

tions nécessaires d’optimalité, pour le probléme de controle relaxé {(4.4) , (4.5),(4.6)}.

Théoréme 47 ( Conditions nécessaires d’optimalité pour les controles relazés).
Soient p un controle optiimal relaxé minimisant la fonctioinelle J dans R et x}' no-

tée trajéctoire optitmal correspondante. Alors, il éxiste un triple de processus adapté
(p", P, Q" (0)) € L2 ([0, T);R") x £ ([0, T];R™?) x L2([0,T] x ©;R"),
solution de EDS rétrograde (4.19) tel que

H (ta x?a Mt7pga Ptu7 Q? (9)) = q é%{U) H <t7 xﬁa qtapga Ptua Q? (0)) ) pp (4'20)

Proof. A partir de I'inégalité varianionnelle, on a

T
0<E / H (b, g, gl P QU (8)) — M (s, s P QU (6))] .
0

Soit t € [0,T]. Pour € > 0, on défini le controle relaxé

. ) g on [tit+¢g],
& i, otherwise.

Etant évidente que ¢° est un élément de R. Donc, par apllication d’inégalité

précédente avec ¢; et en dirivant par ¢, on obtient

t+e
0<B|1 [ (st P2 O)) — s P2 ().

€J ¢

En plus, Soit € tend vers 0, on trouve

0 S E [H (t7 37?, quva? Ptuv Qf (9)) - H (ta SIZ’?, :U’tapf7 Ptﬂ7 Q# (9))] :

Soit A un élément arbitraire de o—algebre F;, et

T = qla+ pla-a.
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C’est claire que m € R. En appliquant 'inégalité précédent sur m, on trouve
0 S E[]-A {H (ta l’él, Qtapyv Pt'ua Q? (9>) o H (t7 xf? /1’t7p¢7 Ptu7 Qf (0))}]7 VA S ft’
ce qui implique que

0 <E[H (2, g, pi, B Q4 (0)) = H (&, 2,y 0, PEL Q7 (0)) [ Fil.

La quatité a 'interieure d’ésperance conditionelle est F;—mesurable, et qui nous

termine la démonstration. W

4.2.3 Condition suffisante d’optimalité pour les controdles

relaxés

Dans ce paragraphe, on va étudier lorsque la condition nésessaire (4.20) devient

suffisante.

Théoréme 48 (Condition suffisante d’optimalité pour les controles relaxés). On
suppose que les fonctions g (.) et H (t, ., qi, i, Py, Q1 (0)) sont convezes. Alors . est
une solution optimal du probléeme {(4.4),(4.5),(4.6)} s’il vérifie (4.20).

Proof. Soient 1 un élément de R (candidat pour étre optimal) et ¢ un élément
quelconque de R.
Pour tout ¢ € R, on a

J(pw)—J(q) = Elg(af)— g(27)]

+E/OT [/Uh(t,x/;,a)u(da)—/Uh(t,xg,a)q(da)] dt.

Comme g est convexe, on a
g(zh) — g (2%) < go (o) (2 — 2) .
En remarque que p. = g, (z/.) , donc on peut écrire
J(p)—J(q) < Epf (o — )]

+E OT /Uh (t, 2%, a) i (da) — /Uh(t,xg,a)q(da)] dt.
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En appliquant la formule d’'Tt6 a p}’ (z}' — x}), nous obtenons

J (1) — T (9)

T
<E / M (6t g, g, P QL (0)) — H (2, qv, bl P QY (6))) it
0

T
_E / Ho (£, 2, 1y, p", PP QM (0)) (2 — o) d.
0

Comme H est convexe sur x et linéaire sur u, donc par utilisant Le Gradient
généralisée de Clarke pour H éventuelement a (xy, i,) et condition nésessaire d’op-
timalité (4.20) , est suivre

0> H(t,zy, e pi, P QY (0) — H (2, g, pi s B Q7 (0))
- H:p (t7 l’?, Mtapyv Pt'ua lej (9)) (%g - LCg) :

En combinaisant les deux inégalités précédentes, on obtiendra
J(p) =T (q) <0.

La démonstration est terminée. W

Remarque 49 Si dtj, (da) = dté,w (da) alors on retrouve les résultats du principe

du mazximum ordinaire obtenue par.

Remarque 50 Si Q) = f =0, alors on obtient les résultats obtenus par S.Bahlali
[2].

Remarque 51 1/ L’optimalité suffisante pour des contréles stricts sont prouvés
sans assumer soit la convexrité de U ou de celle de H dans v.

2/ Les théorémes limites pour les controles relaxés réstent des points ouvertes.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intérésés aux conditions necessaires d’optima-
lités vérifieés par des controles optimaux. Nous avons établis trois résultats nouveaus
concernant ce genre de problémes dans le cas des coefficients non linéaires pour des
diffusions singuliéres et des diffusions de Poisson et finalement pour des équations
défferentielles stochastiques doublement progréssive-rétrograde avec ensemble des
controles admissibles convexes.

Pour conclure ce travail, nous allons présenter quelques problémes ouverts dont

les solutions constituent des extenssions naturelles de nos travaux.

Problem 52 Le probléme des contréoles singuliér trouve directement des applica-
tions en économie, gestion et surtout en mathématique financiére, il serait trés in-
teressant de voir application directe des trois pirincipes du mazximum établis dans
ce travail dans ces domaines. De plus, on peut voir une autre forme de généralisation
du principe du maximum relaxé singulier dans le cas ou le coefficient de diffusion
o dépend explicitement du terme controle relaxé ainsi on essaie de généralise le

résultat obtenu dans [J|] pour passage a la limite.

Problem 53 De plus une autre branche réste ouverte concernant [’application des
nouveaux méthode de Bahlali [§] sur le probléme des systémes gouvernés par des
équations différentielles stochastiques doublement progréssive-rétrograde pour obtenir
des conditions nécessaires d’optimalités pour des controles relaxés et du passage a
la limite pour le cas stricte et trouver une généralisation des résutlats obtenus par

[8] avec des conditions faibles.

Problem 54 Comme il est intéressant d’étudier les problémes des contrdles avec
contrainte, ce genre de probléeme trouve des applications en finance, quand on impose

une condition de non banqueroute ot de non faillite pour une entreprise.

Problem 55 Lien entre le principe du maximum et [’équation de Hamilton-Bellman
Jacobi, en contréle stochastique on sait que si les donnés sont assez réguliéres alors
le processus adjoint peut étre défini comme la dérivée de fonction de valeurs qui est

une solution de [’équation de Hamilton-Bellman-Jacobi. 1l serait interessant de voir
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quel genre de résultat peut-on obtenir si ces hypothéses ne sont plus satisfaites( Voir
X.Zhou [41] pour plus de détails.

Remarque 56 Dans cette thése [’aspect numérique pour la résolution des problémes
de contréle stochastique n’a pas été abordé. Il existe d’excellentes références traitant

cet aspect dont le plus récent est 'ouvrage de Kushner-Dupuis. [3])].
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