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Introduction générale

Georges Green (1793-1841), mathématicien anglais, né et mort & Sneinton (preés de
Nottingham). A travers une recherche effectuée sur la formulation mathématique de la
théorie de I’électricité et du magnétisme, Green fut considéré comme l'initiateur a I'in-
troduction de la théorie du potentiel. Boulanger de métier, il s’initia seul aux mathéma-
tiques, principalement en lisant les travaux de Poisson, ce qui explique l'originalité de
son approche des phénomenes physiques. A 1’age de quarante ans, il entra a Puniversité
de Cambridge, ou il soutient sa thése en 1837.

En 1828, Green publia un travail intitulé "An Essay on the Application of Mathe-
matical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism", qui passa inapercu du
monde mathématique jusqu’a sa rédition par Lord Kelvin en 1846 dans le "Journal fiir
Mathematik". On y trouve la formule de Green, ainsi que la fonction de Green (ainsi
dénommeée par Riemann) qui est devenue un des concepts fondamentaux de la théorie
des équations aux dérivées partielles. En 1832 et 1833, Green publia des articles sur les
lois de I’équilibre des fluides, sur les lois de 'attraction dans un espace n-dimensionnel ot
il a introduit les fonctions appelées en nos jours les fonctions ultrasphériques et a utilisé
pour la premiére fois le principe de Dirichlet.

On appelle fonction de Green en physique ce que les mathématiciens appellent au-
jourd’hui la solution élémentaire ou fondamentale d’une équation différentielle linéaire
a coefficients constants, ou d’une équation aux dérivées partielles linéaire a coefficients
constants.

Ces « fonctions » de Green, qui sont le plus souvent des distributions, ont été intro-
duites, comme on vient de le dire, par Green en 1828 pour les besoins de 1’électromagné-
tisme. Elles ont été utilisées ensuite par Neumann en 1877 pour la théorie du potentiel
Newtonien dans un espace a deux dimensions, puis en 1882 par Kirchhoff pour I’équation
de propagation des ondes dans un espace a trois dimensions, et enfin par Helmholtz en
acoustique.

Par la suite, elles sont devenues un outil puissant en théorie quantique des champs
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apres que Feynman les a popularisées en 1948 sous le nom de propagateur dans sa for-
mulation en intégrale de chemin de I’électrodynamique quantique.

Les fonctions de Green jouent alors un role important dans la solution de nombreux
problémes dans la mécanique quantique et de la théorie de I’état du corps solide. La
méthode de la fonction de Green se situe donc au cceur de nombreuses techniques ana-
lytiques et numériques telles que les méthodes singuliéres des équations intégrales, les
méthodes des éléments finis, etc...

En général, le terme "fonction de Green" se référe & une fonction, associée a un
probléme aux limites bien déterminé. Dans ce sens, des milliers d’articles ont été pu-
bliés dans un large éventail de revues utilisant la méthode de la fonction de Green : en
physique théorique et en mathématiques appliquées. Cependant, parmi ces articles, peu
ont fait I'objet d’un calcul analytique exact sans recours aux calculs numériques et aux
approximations.

Puisque, la plupart des problémes pratiques ne peuvent pas étre traités exactement,
il est nécessaire de développer des techniques d’approximatons qui nous conduisent de
s’approcher au mieux du résultat exact avec une préalable précision. La technique d’ap-
proximation la plus importante et habituelle pour résoudre les problémes en mécanique
quantique et la théorie des perturbations dans le formalisme de Schrédinger. Elle nous
offre une méthode efficace pour calculer les solutions approximatives de nombreux pro-
blémes qui ne peuvent pas étre résolus en utilisant exactement 1’équation de Schrodinger.
Comme dans la mécanique quantique standard, la méthode des perturbations peut étre
développée aussi dans le cadre de I'intégrale du chemin de la mécanique quantique.

Depuis 1970, le développement perturbatif de 'intégrale de chemin a été utilisé pour
donner les fonctions de Green exactes du potentiel fonction-delta, du potentiel de Cou-
lomb non-relativiste et de quelques problémes non relativistes avec conditions aux limites.
Aussi 'approche de perturbation a été utilisée avec succes pour dériver la fonction de
Green pour le potentiel du carré inverse.

Dans cette thése, nous allons commencer d’abord par apporter quelques nouveaux



résultats relatifs au calcul des fonctions de Green construites directement & partir des
équations différentielles décrivant quelques problémes de mécanique quantique. Puis en
deuxiéme lieu, nous allons ajouter quelques contributions de la technique des perturba-
tions dans le formalisme de 'intégrale de chemin.

Au passage rappelons quelques travaux qui sont étroitement liés a notre sujet. Certains
ont traité le probléeme de Kirchhoff-Poisson de la plaque circulaire mince. Le bord de
la plaque étant supposée de telle sorte que les valeurs limites sont égales a zéro. La
fonction de Green est également étudiée dans le probléme du domaine annulaire circulaire.
La fonction de Green a été également étudiée pour le domaine elliptique. Le probléeme
quantique relatif a la dispersion en deux dimensions a été également traité.

Dans notre travail, nous avons reporté plusieurs résultats relatifs au calcul de la
fonction de Green pour les problemes des potentiels continus par morseaux, avec de
nouvelles conditions aux limites, qu’on rencontre en physique quantique : le potentiel
saut de Heaviside en D=1, le potentiel saut (et puits) sur un disque en D=2 puis le
potentiel sur la sphére (états liés et de diffusion) en D=3. En mécanique quantique, si le
potentiel est constant dans un domaine et est égale a zéro a l'extérieur (ou vice versa),
la solution de I’équation de Schrodinger et la dérivée de la solution sont continues sur la
frontiére. Spécifions encore nos problémes : I’équation de Schrodinger, prend deux formes
différentes selon que ’on est a 'intérieur ou a ’extérieur du domaine. Ce type de probléme
correspond & la mécanique quantique pour I’étude d’une particule soumise & un potentiel
qui est une constante a l'intérieur du domaine et est égale & zéro a l'extérieur.

Ainsi notre travail se compose de deux parties. Une premiére partie consacrée aux
équations différentelles dans laquelle nous présentons : la théorie générale des équations
différentielles ordinaires, la construction des fonctions de Green pour ce type d’équations
différentielles, puis quelques applications aux potentiels de Heaviside, le potentiel sur
un disque et le potentiel sphérique. En seconde partie, nous présentons la technique des
perturbations avec la théorie des équations intégrales associées. Nous avons utilisé cette

technique pour calculer la fonction de Green pour la sphére dure et le puits infini a deux



dimensions.

En explicitant : dans le premier chapitre nous présentons la théorie générale des
équations différentielles ordinaires d’ordre n, la construction de la fonction de Green
pour ce type d’équations, la construction de la fonction de Green pour les équations
différentielles du second ordre puis on s’intéresse & la fonction de Green pour les cas
importants en physique relative aux opérateurs auto-adjoints.

Au second chapitre, intitulé "application au calcul de la fonction de Green", nous
présentons le calcul de la fonction de Green relative au probleme du potentiel de Hea-
viside, du potentiel barriére finie & deux dimensions, du potentiel puits fini et enfin une
application du potentiel sphérique.

Au troisiéme chapitre, nous avons présenté la méthode de la théorie des perturbations
adaptée a la mécanique quantique en présentant une interprétation physique aux termes
de la série de perturbation. Nous avons présenté également le role du propagateur de
Feynmann et sa relation avec la fonction de Green ainsi qu’avec la fonction d’onde,
solution de I’équation de Schrodinger, et nous avons terminé ce chapitre par I’élaboration
de I’équation intégrale gouvernant la fonction de Green. Il s’avére que cette équation
appartient au probléme de Wiener-Hopf de deuxiéme espéce.

Au quatriéme chapitre, nous avons développé la théorie des fonctions sectionnellement
analytiques qui a été d’abord appliquée au problémes de Hilbert avec succés puis nous
I’avons appliqué pour la résolution de notre probléme de Wiener-Hopf.

Au cinquiéme chapitre, nous avons construit la série des perturbations et calculé ses
termes moyennant la théorie développée au chapitre 3. Nous avons trouvé que les termes
successifs de la série sont reliés par une formule intégrale que nous avons pu résoudre et
sommer la série pour ainsi construire la solution de Green pour trois types de potentiels
a deux dimensions : le probléme d’une barriére finie, le probléme d’un puits fini et le
probléme d’un puits infini.

Nous avons cloturé ce travail par une conclusion et des perspectives.



Premiére partie

METHODE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES



Introduction

Les fonctions de Green fournissent une méthode générale pour résoudre les équations
différentielles soumises & des conditions aux limites appropriées. Elles sont largement
utilisées en mécanique quantique. Nous rencontrons souvent, dans divers domaines des
mathématiques, de la physique et l'ingénierie, les termes utilisés : «résolutive», «noyau
résolvant", "fonction de signal", "fonction de réponse du point", ou "fonction de trans-
fert". Ce ne sont que les fonctions de Green dans la définition généralisée. Quand on
se rappelle que de nombreux problémes en physique théorique et physique appliquée en
fin de compte réduire de trouver la sortie pour une entrée donnée, on peut comprendre
pourquoi les fonctions de Green sont aujourd’hui trés populaires dans de nombreux do-
maines - I’hydrodynamique, 1’électrodynamique, 1’acoustique, ’élasticité, la mécanique
quantique, a 1’état solide de la physique, la physique des particules élémentaires, et ainsi
de suite. Leur utilité est encore en croissance progressive aujourd’hui, comme diverses
techniques numériques continuent a se développer pour les calculs impliquant des fonc-
tions de Green. Aussi, nous avons remarqué qu’il ya généralement plusieurs fonctions de
Green associées a la méme équation. Ces différentes fonctions sont distinguées 'une de
I’autre par les conditions aux limites. Il est donc important, lors du calcul de la fonc-
tion de Green de ’équation différentielle linéaire de spécifier les conditions aux limites.
Avant d’attaquer notre probléme concernant le calcul de la fonction de Green, inclure des
travaux qui sont étroitement liés & notre probléme. Dans P'article [48], Pauteur traite le
probléme & deux dimensions d’une mince circulaire Kirchhoff Poisson-plaque. La fonction
de Green est également étudié dans [1, 6] en deux dimensions pour un potentiel continu
par morceaux. Dans les articles [16],[40],[47],[49],[37],[38],[60] la fonction de Green a
été étudié pour le domaine elliptique. Le probléme quantique par rapport a la diffusion
en deux dimensions a également été traitée dans les articles [2],[5],[19],[54], mais dans
ce travail, le probleme du traiter le comportement asymptotique des solutions. Les ar-
ticles [36],[39],[42] [51],[59],[64] ont traité le probléeme de la fonction de Green[49, 35],

mais dans le contexte de rapprochement. Aucun de ces ouvrages cités, et aucun de nos



connaissances, La fonction de Green pour un potentiel continu par morceaux ont été
calculés en trois dimensions.

Dans le premier chapitre nous présentons la théorie générale [62] des équations diffé-
rentielles ordinaires d’ordre n, la construction de la fonction de Green [35] pour ce type
d’équations, la construction de la fonction de Green pour les équations différentielles du
second ordre, quelque notion sur les fonctions de Bessel [61], puis on s’interesse a la fonc-
tion de Green pour les cas importants en physique relative aux opérateurs auto-adjoints
[52].

Au second chapitre, intitulé "application au calcul de la fonction de Green", nous pré-
sentons le calcul de la fonction de Green relative au probléme du potentiel de Heaviside,
du potentiel barriére finie & deux dimensions, du potentiel puits fini et enfin une applica-
tion du potentiel sphérique. Les conditions aux limites choisies sont utiles en mécanique
quantique dans les problémes de diffusion et aussi pour les états liés. En mécanique quan-
tique, si le potentiel est constant & 'intérieur d’un domaine et est égal a zéro a ’extérieur
(ou vice versa), la solution de I’équation de Schrodinger et la dérivée de la solution sont
continues sur la frontiére du domaine. Ce type de probléme correspond a la mécanique
quantique pour I’étude d’une particule est soumise a un potentiel qui est une constante

positive a I'intérieur du domaine et est égal a zéro a I'extérieur.



Chapitre 1

FONCTION DE GREEN DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES

Dans de nombreuses applications, la dynamique d’un systéme peut étre modélisée
par des équations différentielles ordinaires [8, 32]. Par exemple, on rencontre ces appli-
cations en mécanique [17] (en utilisant la loi de Newton), en astronomie (le mouvement
des planétes ou celui des galaxies), en dynamique atomique et moléculaire, en chimie des
réactions chimiques, en électronique des circuits intégrés, en biologie, au développement
de populations, etc.... Il est bien connu que la théorie des équations différentielles est
intimement liée & la théorie des opérateurs [65]. Dans ce chapitre nous allons présenter
quelques rappels sur la théorie générale [62] des équations différentielles ordinaires d’ordre
n, puis la théorie des équations différentielles ordinaires du second ordre. Nous avons mis
également ’accent sur la constructon des fonctions de Green associées a ces équations
différentielles. Ce chapitre constitue alors la base des applications que nous allons pré-
senter au deuxiéme chapitre. Avant d’entamer ce chapitre rappelons que ’ensemble des

définitions et théorémes sont inspirés de [8, 32].



1.1 Théorie des équations différentielles d’ordre n :

Une équation différentielle ordinaire est donnée par une relation de la forme :

F(z,y,9.y", ...,y(m)) =0 (1.1)

ouz eR et y,v,y", ..., y"™ eR™. La fonction F est définie dans un ouvert de f x R*m+1),
On dit que I’équation diftérentielle est d’ordre m, ou m est 'ordre de dérivations la plus
elevée qui apparait dans I’équation. Une fonction ¢ : I — R" (ou [ est un intervalle

dans R) est une solution de (1.1), si elle est de classe C"™ et si
F(z,0(x),¢@),¢" (2),..0" (z)) =0, pour tout el (1.2)

Pour une équation différentielle de la forme (1.1), il est en général tres difficile d’ob-
tenir des résultats sur I’éxistence ou 1'unicité de la solution. Nous allons donc nous res-
treindre a la situation ot I’équation peut étre résolue par rapport a la dérivée d’ordre m,

y(™ . Nous écrivons alors

Y™ =g (z,y, 9y, y™Y) (1.3)

Considérons le probléeme de Cauchy

{y’z_f (z,) (1.4)

et ’ensemble

A= {(,y) R xR, [z — xo| < a,[ly — wol| <0} (1.5)

Theorem 1 : Soit
f:A—=R"



si f est une fonction continue et Lipchitzienne, alors le probleme de Couchy admet

une solution unique sur

I =[xy —a,20+ 0], ol « =min(a,b/M) et M—(ma)xAHf(xy)H (1.6)
T,y)€

L’équation différentielle linéaire :

Definition 2 : Une équation différentielle d’ordre m est dite linéaire si elle est de la
forme
dmy dm—ly dy
- < 4 = 1.7
@) T )T @ Y g @y =g@) ()
ou les fonctions réelles py ( po # 0),p1.... . Pm—1,Pm €t g sont continues sur l'intervalle

ouvert I.

D’autre par 1'équation (1.7) s’écrit

d™y A1y dy

Lyl =po(x 2) e TP (%) et e P () P (0) y = g (2) (1.8)

ou L est l'opérateur linéaire d’ordre m défini par I’équation (1.8). Pour obtenir une

solution unique de (1.8), il est nécessaire de donner m conditions initiales

Yo =y (x0),vs =Y () vy =" (10), 0y ys” =y (20) ou zoel  (1.9)

Theorem 3 : Si les fonctions po,pi... Pm—1,Pm €t g sont continues sur l'intervalle ou-
vert I, l’équation (1.8) admet une solution unique y = ¢ (x) satisfaisant les conditions

initiales (1.9).
Theorem 4 : Soit [’équation différentielle homogéne

dm dmfl

Ll = () Y4 py (0 o

dr + DPm (I)yzo (1'10)

)
dm1+ +pm1()

st les fonctions po, 1., Pm—1,Pm Sont continues sur l'intervalle ouvert I, si les fonctions

Y05 Yy s Ym—1, Ym Sont des solutions de l’équation(1.10) et si la Wronskien W (Yo, Y1, - Ym—1, Ym) 7
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0 pour au moins un point de I, alors toute solution de I’équation (1.10) peut étre exprimée

comme une combinaison linéaire des solutions Yo, Y1, ---, Ym—1, Ym-

1.1.1 Construction de la fonction de Green :

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations diffé-
rentielles. On considére ici le cas particuliérement important pour la physique, d’équa-
tions différentielles du second ordre et on commence par des équations différentielles aux

dérivées ordinaires.

La forme générale : Soit I’équation différentielle d’ordre m

L(y) =po (@) y"™ +p1 (@) 4™ D + .+ 1 () y + P () y = 0 (1.11)

ou les fonctions pg (), p1 (2),. .. ,pm (x) sont continues sur [a, b], po (z) # 0, sur [a, b] avec

les conditions aux limites

Vi (y) = ay (a) + My (a) + .. + o™ Dy D (a) + By (b) +

BOY (B) + ...+ V=D (p) =0, k = 1,2, ..., m. (1.12)

Les formes linéaires V 1,..., V ,,_1, en fonction de y (a), y ' (a), ..., y ™V (a), y (b),
y "(b),..,y ™Y (b) étant linéairement indépendantes. Supposons que le probléme aux

limites homogene (1.11) - (1.12) admet la seule solution triviale y (z) = 0.

Definition 5 : On appelle fonction de Green (ou fonction d’influence) du probléme aux

limites (1.11) — (1.12) la fonction G (x,() construite pour tout point ¢ , a < <b

Les propriétés de la fonction de Green : Cette fonction jouit des quatre propriétés

suivantes :
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1/ G (z,() est continue et posséde des dérivées continues par rapport a x jusqu’a
l'ordre (m — 2) inclu pour a < z < b.

2/ Sa (m — 1)-iéme dérivée par rapport a x présente au point z = ¢ une discontinuité

de premiére espece, le saut ayant la valeur , l.e
po (2)
oG oma 1
_ = 1.13
Oxm—1 (C‘Jr7 O Oxm—1 (C—’ C) Do (C) ( )

3/ Dans chacun des intervalles [a, () et (¢, b] la fonction G (z, () considérée comme une

fonction de x est solution de 1’équation (1.11)
L(G)=0 (1.14)
4/ G (x,() verifie les conditions aux limites (1.12) :
Vi(G)=0,k=0,1,2,...m (1.15)

Theorem 6 : Si le probléme aux limites (1.11) — (1.12), n’a pas de solution autre que la

solution triviale y (x) = 0, l'opérateur L a une fonction de Green G (x,() et une seule.

1.2 Equations différentielles linéaires du 2°"° ordre

Les équations linéaires du second ordre jouent un role fondamental en mécanique et en
physique. On les rencontre soit directement, soit comme intermédiaire dans la résolution
des équations aux dérivées partielles linéaire du second ordre. Elles ont dans certains
cas, pour solutions particulieres, des fonctions élémentaires (polynomes ou autres), mais
leur solution générale est rarement simple, et ces équations conduisent & introduire et
a etudier de nouvelles fonctions, appelées quelquefois fonctions spéciales. Nous verrons
en outre que, a ces équations, on associe souvent des conditions aux limites d'un type

différent des conditions de Cauchy, qui établissent un lien entre les problémes posés et
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ceux de la théorie des fonctions orthogonales.

Les équations différentielles linéaires du second ordre sont d’une importance cruciale
dans I’étude des équations différentielles pour deux raisons principales : la premiére est
que les équations linéaires ont une structure théorique riche qui sous-tend un certain
nombre de méthodes systématiques de solution. En outre, une partie importante de cette
structure, et ces méthodes sont compréhensibles & un niveau mathématique assez élé-
mentaire.

Afin de présenter les idées clés dans le contexte le plus simple possible, nous décrivons
dans ce chapitre les équations du second ordre. Une autre raison d’étudier ces équations
linéaires de secondes ordre, c’est qu’elles sont trés importantes dans le domaine de la
physique mathématique. D’ailleurs, on ne peut pas aller plus loin dans le développement
de la mécanique des fluides, de la conduction de la chaleur, du mouvement des vagues
et des phénomeénes électromagnétiques sans savoir résoudre les équations différentielles

linéaire de deuxiéme ordre.

Probléme des valeurs propres attachées a une équation différentielle linéaire

du second ordre : Considérons 1’équation différentielle ordinaire du second ordre

% <aj—i) +(b=A)y=0 (1.16)

ot a, b, ¢ (c >0 ) sont des fonctions continues de x et A un parametre. Nous allons
supposer que ce probléme admet des solutions pour certaines valeurs du paramétre \, et
nous allons présenter en revue leurs plus remarquables propriétés. Dans I’espace E, nous

définissons un opérateur A par

Ay = 4 (a—i) + by (1.17)
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Si a, b, sont réels, 'opérateur A est réel. Mais nous ne savons pas d’avance si les valeurs
de A telles que
Ay = Ay, y # 0, ceR, et yeE (1.18)

sont réelles. Si elles ne le sont pas, les solutions y (z) sont complexes. Nous allons donc
considérer ¥ comme un espace vectoriel sur le corps des complexes. Dans cet espace,

nous définissons deux produis scalaires

1

1
(y1,v2) /yl Z, (Y1, Y2) /C ( )dz (1.19)
0

0

Le second est bien un produit scalaire, parce que ¢ (z) est une fonction continue réelle

positive. Ils sont tels que

(y1,92) = (cy1,y2) = (Y1, cya) - (1.20)
Voici les propriétés fondamentales des solutions de I’équation (1.16)
Theorem 7 : Dans l’espace E, 'opérateur A tel que
d dy
Ay = — by
Y= dx ( dx) *
est hermitien relativement au produit scalaire (., .) .

Theorem 8 : Si \ est tel que l’équation Ay = Acy ait une solution non nulle dans F,

alors \ est réel.

Theorem 9 : Siyy,ys sont deux solutions de l’équation Ay = Acy, correspondant aux

valeurs propres distinctes A, Ay alors y; et yo sont orthogonales pour le produit scalaire

(R

14



Equations homogeénes a coefficients constants : Une équation différentielle ordi-

naire du second ordre est de la forme

d’y dy
dz? = (%’,y, %) (1.21)

L’équation (1.21) est dite linéaire si la fonction f est de la forme

dy

P ) = 9@ 4p@ 5 +ato)y (1.22)

Les fonctions g, p et ¢ sont dépendantes de = et ne dépendent pas de y. Dans ce cas,

nous réécrivons généralement 1'équation (1.21) sous la forme

y' +p @)y +a(2)y=g() (1.23)
Theorem 10 : Considérons le probléme de la valeur initiale :

{y”+p(fr) v +a(@)y =g (1.24)

Yo=Y (xo) ) Yo = y’(xo)

ou p,q, et g sont continues sur un intervalle ouvert I. Ensuite, il y a eractement une

solution y = ¢ (x) de ce probléme, et la solution existe sur tout l'intervalle I.

Theorem 11 :(Principe de superposition) si yiet yo sont deuz solutions de [’équation

différentielle

Lyl=y" +p(x)y +q(x)y=0 (1.25)

alors la combinaison linéaire

C1Y1 + C2Y2

est ausst une solution pour toutes les valeurs des constantes cy, cs.

Theorem 12 : Supposons que yyet yo sont deux solutions de [’équation différentielle

(1.25) et que le Wronskien W (y1,y2) n'est pas nul au point xo ot les conditions initiales
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Yo =y (z0), yo = ¥ (x0) sont définies, alors il existe un choiz des constantes cy,cy pour

lesquelles la fonction ciyy (x) + cays (x) satisfait a (1.25) avec ces conditions initiales.

Theorem 13 : Si f et g sont des fonctions différentiables sur un intervalle ouvert I et
siW (f,q)(xo) #0 pour zq de I, alors [ et g sont linéairement indépendantes sur I. De

plus, si f et g sont linéairement dépendantes sur I, alors W (f,g) = 0 pour tout = de I

Theorem 14 d’Abel : si yiet yo sont des solutions de l’équation différentielle (1.25),
le Wronskien W (y1,y2) (x) est donné par

W n.00) (1) = cexp |~ [ ()]

ot ¢ est une certaine constante qui dépend de y; et yo, mais pas de x. En outre, W (y1,y2) ()

est nul pour tout x de I (si ¢ =0) et soit non nul sur I (sic#0).

Theorem 15 : Soit
p(r)=ar* +br+c (1.26)

le polynome caractéristique de

ay” + by +cy=0 (1.27)

alors

a) si p(r) = 0 a des racines réelles distinctes r; et 7, alors la solution générale de
(1.27) est

y = clerlm + 0267‘21‘

b) si p(r) = 0 a une racine double 1, alors la solution générale de (1.27) est

r1T

y=(c1+cox)e
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c) si p(r) = 0 a des racines complexes conjuguées 1 = A +iw et 13 = A — iw ( ou

w > 0), alors la solution générale de (1.27) est

y = ™ (¢ coswa + icy sinwr)

Equations non homogénes

Méthode des coefficients indéterminés : Revenons maintenant a 1’équation non
homogéne

Liyl=y"+p@)y +q(@)y=g(x) (1.28)

ol et g sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert /. L’équation homogéne
) )

correspondante est (1.25).

Theorem 16 : SiY; et Yy sont deuz solutions de [’équation non homogéne (1.28), alors
leur différence Y1 — Ys est une solution de ’équation homogéne correspondante (1.25), et

si en outre, y; et ys sont des solutions de [’équation. (1.25), alors
Y1 — Y5 = cy1 + coypo, ol ¢y et co des constantes arbitraires

Theorem 17 : La solution générale de I’équation non homogéne (1.28) peut étre écrite

sous la forme

y(z) = ¢(z) = cryr () + cay2 () + Y (2) (1.29)
ot yy et yo sont de solutions des 'équation. (1.25), ¢1 et co des constantes arbitraires, et
Y est une solution particuliére de l’equation (1.28).

Fonctions de Bessel :

En mathématiques, et plus précisément en analyse, les fonctions de Bessel, décou-
vertes par le mathématicien Suisse Daniel Bernouli, portent le nom du mathématicien

Allemand Friedrich Bessel. Bessel développa 'analyse de ces fonctions en 1817 dans le
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cadre de ses études du mouvement des planétes induit par I'interaction gravitationnelle,
généralisant les découvertes antérieures de Bernouli. Ces fonctions sont des solutions

canoniques Y (z) de 'équation différentielle de Bessel

d? d
xzd_xz + m% + (2= a®)y=0 (1.30)

Modélisation dans un domaine circulaire : Divers phénoménes physiques

portent sur le disque
D= { f(z;9)eR* 2° +y° < a,aeRy } (1.31)

comme le déplacement vertical © d'une membrane circulaire ou la propagation de la
chaleur u dans un disque, sont modélisés par une équation aux dérivées partielles portant

sur la fonction u(z;y;t); (z;y)eD ; te R décrivant I’évolution temporelle de I'observable u

S ule 1) = ihoe + Ol y)u(r, .1 (1.32)

avec une condition sur le bord
0D = {f(ac; YeR?2? + 12 =a } (1.33)
par exemple la condition dite de Dirichlet
u(z;y;t) = 0; (23 y)edD (1.34)

Dans ’équation (1.32), C(z,y) est une constante indépendante de t et le laplacien A est

Popérateur différentiel A = 92 4 92 en coordonnées cartésiennes, soit

A =110, (rd,) +r 20 (1.35)
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en coordonnées polaires (7; ) avec (z = rcos ;y = rsinp). Les solutions de 1’équation

(1.32) sont du type R(r)®(p)T'(t), telles que :

T(t) = exp(—iEt/h)

D(p) = exp(ip)

vérifient e

d (,.dR 3 dT
L (et el 1h%-
dr ( dr) 44t C(r,p) = —2—4L

rR P2 T (1.36)

Les variables r, ¢, étant indépendantes, les membres de ’équation précédente sont alors

égaux a une méme constante F, d’ou les deux équations

iheL
—dt _ _9p 1.37
T (1.37)
d (..dR d2e d (. dR &2
w (rs) | @z o |z (%) i
= -2F ar s ars 4 9F| = — 1.38
rR + P2 < rR + P ( )
_ d:I’; — n2
4 (pdR)
r? | Al L 9ER| = n’R (1.39)
T
d (,.dR 2
= (rs= R
dr (rdr) —|—2ER — nQ (140)
T T
L’équation (1.39) s’écrit
d’R _,dR 9 o
o %—i—(?E—nr )R = (1.41)
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soit pour la fonction y(t) = R(t = rv2E) 'équation différentielle (1.41) s’écrit
'+t + (1-n*t%)y =0 (1.42)
I’équation (1.42) est dite équation de Bessel d’ordre n. Pour n entier, la fonction de Bessel

J,, est définie par une série et est solution de I’équation différentielle (1.42)

Definition 18 : Soit n entier, la série

+o0 1 k ¢ n+2k
=3 W (5) (1.43)

k=0
est absolument convergente pour teC et est solution de I’équation différentielle (1.42)

pour tel. La fonction J,, est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre n.

Proposition 19 : Les fonctions de Bessel J, ; n > 1 vérifient les relations de récur-

Tt () 4+ s (£) = 27an ) (1.44)
Jn-1 (t) — Jnt1 (75) =2J, (75) (1-45)

de plus, J§ = —Ji.

Theorem 20 : La famille des fonctions de Bessel (J,) n > 0 est caractérisée par l'une

des deux représentations suivantes

1) les J,, sont donnés par la fonction génératrice

J(x,t) =exp((x — 1/x)/2) = Jo (t) + Z Jo (t) [+ (—271)], t>0 (1.46)

2) la fonction J, est donnée par la série entiére (1.43). De plus, la suite (J,) n > 0

vérifie la relation de récurrence

t Tt (8) = 20, (1) — tTsr (2). (1.47)
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La fonction J,, a comme comportements asymptotiques aux bornes de 'intervalle (0; 400)

T (8) " 7. () 2\ st Lo T (1.48)
n t—0 2”?1" n t—+o00 Tt COS 2”71' 1 .

Remark 21 : Pour teR et en prenant la variable 0 telle que x = €, la relation (1.46)

s’écrit comme un développement en série de Fourier

+oo
et = N g, () ™, DR (1.49)
Ainsi
1 27 1 ™
I (t) = —/eitsme_medé? = —/COS (tsinf — nh) do (1.50)
2m m
0 0
d’apres (1.50) on a
J_n(t) = Jp (1), et J,(=t)=(-1)"J, (1), VieR (1.51)

lorsque n non entier égal a v, la fonction J_, est une solution de I’équation (1.42), et

linéairement indépendante de J,.
Proposition 22 : Soit v un réel, I’équation différentielle (1.42)
Yyt + (1= y =0 (1.52)

a deux solutions linéairement independantes J,,, Y, .Cette seconde est appelée la fonc-

tion de Bessel de deuxiéme espéce. Elles sont définies par :

+oo (_1)k " v+2k
T () = kX_; KT (v 4k + 1) <§> (1.53)

Y, (t) = J, (t) cosvm — J_, (t) (154)

sin v
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Les développements asymptotiques de J,, Y, sont

I () ~ % <cos (t _ %1/77 _ %)) (1.55)
% <sin <t - %wr - %)) , t— 400 (1.56)

Theorem 23 : Soit [’équation différentielle

2

<5
2

'+t — (1407 y =0 (1.57)

les solutions de l’équation (1.57) sont appelées fonctions de Bessel modifiées. Une est finie
a lorigine est notée 1,,(t), et lautre est infinie notée K, (t). Ces fonctions sont reliées par

la relation
Ky(t> T (I—u(t) B Iy(t)) (158)

2sin vm

Propriétés :
1) Les fonctions I,(t) et K, (t) vérifient les relations de récurrence (1.44),(1.45), (1.51)
2) Dans le cas argument des fonctions de Bessel J, (t) et H, o (t) est imaginaire, on

obtient
i)

ott la fonction HY) (t), (i = 1,2) s’appellent fonctions de Hankel ou fonctions de Bessel

de troisiéme espeéce, elles sont définies par

HWY (t) = J, (t) +1iY, (1), HP (t) = J, (t) — iY, () (1.60)

3) Les Wronskiens des fonctions de Bessel précédentes

vv

W (J,),Y, t)=2/rt, W, (),K, (t)=2/t, W (HD @), H? (t)) = —4i/nt

4)Les développements asymptotiques (m entier positif) sont
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et

i1 ()= G (o0
lim K, () — 4 [n(5) +7,m =0, (1.62)
. 9 (2)" £ 0.
lim I, (t)%Lt{l—l—()(l)] (1.63)
o™ N i '
lim K,, (t) — L [1 +0 (1)] (1.64)
aoe ™ N x '

HD (1) =1 \/%exp [z (t - % - %)] (1.65)
H (1) = \/% exp [—i <t - % - %)} (1.66)

1.2.1 Construction de la fonction de Green pour les équations

différentielles du second ordre

Forme genérale : Soient po, p1, ps trois fonctions continues sur [a, b] telles que :

po ()" +p1(2)y +p2(2)y =0 (1.67)

{aoy (a) + a1y (a) + agy (b) + asy (b)) = 0 (1.68)

boy (a) + b1y’ (@) + bay (b) + by (b) = 0
Nous dirons que le probléeme est régulier si en plus des conditions précédentes
1) [a,b] est un segment borné sur lequel po(x) ne s’annule pas,
2) le probléme homogene (1.67) — (1.68) admet pas d’autre solution que y = 0.
Pour tout probléme régulier (1.67) — (1.68) il existe une unique fonction G(z, &) ap-
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pelée fonction de Green qui est entierement déterminée par les 4 propriétés précédentes.

Remark 24 : Sias, as, by, et by sont nuls, on dit que ces conditions sont séparées.

construction de la fonction de Green

On construit la fonction Green sur la base de deux solutions non proportionnelles y, et

y, de ( 1.67 ) de la fagon suivante :

a(Q)y1 (x) +0(¢)y2 (x), pour z €[a, ¢

c(Q)y1 (z) +d () y2 (x), pour x €](, b] (1.69)

6.0~ {

tels que les réels a( ¢), b(¢ ) , ¢(C ) et d( ¢) sont des fonctions a déterminer a partir des
conditions aux limites. La recherche de G (x,y) se fait comme elle a été presentée dans

le cas générale (équations différentielles d’ordre n) dans le sous-paragraphe (1.1.1).
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Chapitre 2

APPLICATIONS AU CALCUL DE
LA FONCTION DE GREEN

Dans ce chapitre nous allons traiter trois cas a savoir : le potentiel saut de Heaviside

[1], le potentiel sur le disque [9] et le potentiel sur la sphére [10].

2.1 Potentiel saut de Heaviside (D=1)

Soit I’équation différentielle

A
S LV -E) V()= 2.1
(~gm V- E) v =0 (2.1
telle que
O;six <0
. 2.2
v ={p e (2:2)

qui est une fonction continue par morceaux. En mécanique quantique cette fonction est
considérée comme un saut de potentiel. L’équation précédente dans le cas stationnaire

s’écrit

2mdx?

( = d2+V—E)\I/(x):0 (2.3)
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1) dans le cas ( z < 0, y < 0), la derniére équation se transforme en 1’équation

>

qui admet deux solutions indépendantes
U, (z) = exp (ikx) ; Uy () = exp (—ikz); ou k* = 2mE. (2.5)

La fonction de Green correspondante et qui respecte les conditions aux limites du pro-

bléme de mécanique quantique est construite a partir de ces solutions et est definie par

A(y)exp (—ikx) + rA(y)exp (ikx) ;2 <y

pr— 2-
R 0> 0>y (26)
La continuité de la fonction de Green au point (z =y )
Gi1(Wy)—Gia(y—,y) = 0=
(B (y) +rA(y)) exp (iky) — A(y) exp (—iky) = 0 (2.7)

La discontinuité de la premiére dérivée de la fonction de Green au point (r =y ) est

définie par

dG 11 (YY)  dG 11 (Y-, y)

dz dx = 1=
(B(y) +rA () exp (iky) + A (y) exp (~iky) = = 29)
De (2.7) et (2.8), on obtient
B(y)+rA(y) = 5 exp (~iky) (2.9
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et de (2.7) et (2.8) on obtient

Ay) = % exp (iky) .

En remplagant (2.10a) dans (2.9)

B(y) = ﬁ (exp (—iky) — rexp (iky))

et dans le systéme (2.6) on obtient

k ik k L
G <xy>={2”“exp(z y) exp (—ik) — ok exp (iky) exp (ik) s o <y

21k (exp (—iky) — rexp (iky)) exp (tkz) ;0 >z >y

s expik (y —x) — F-expik (x+y) ;2 <y
sexpik (x —y) — gz expik(z+y) ;0= 2 >y

Gi(zy) = {

Enfin Pexpression de la fonction de Green dans le cas (z < 0, y < 0) est

1 : )
G (2,9) = 5 [expik o — gl = rexpil ( + )

oll 7 est une constante & determiner par les conditions aux limites.

2) Dans le cas (x > 0, y > 0 ), ’équation différentielle (2.3) s’écrit

d*v
F + 2m(E ‘/E))\I/ 0

Elle admet deux solutions indépendantes

Uy (2) = exp () ; Wa (2) = exp (—pz) 5 ot p* = 2m(E — V%)

(2.10a)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

La fonction de Green correspondante & ces solutions et respectant les conditions dictées
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par la mécanique quantique

A(y)exp (ux) ;0 <z <y

Gaoo(x,y) = 2.17
2260 = {3 ) ey () 1 s 2> 210
La continuité de la fonction de Green au point (z =y )
Goo(Wr,y) —Gop(y—,y) =0 <=
B (y)exp (—py) — (A(y) —rB(y))exp (uy) =0 (2.18a)

La discontinuté de la dérivée premiere de la fonction de Green au point (z =y )

dG o5 (y+y) _ dG 22 (y-.y)

dx dx =l
—B(y)exp (—py) — (A(y) —rB (y)) exp (uy) = % (2.19)
De (2.18a) et (2.19) on obtient
A) =B (5) = —5- exp (=) (2.20)
et de(2.18a) et (2.19) on obtient
B (1) = —5-exp (1) (2.21a)
donc
Ay) = ;—j (exp (—py) + rexp (uy)) (2.22)

En remplagant les résultats (2.21a), (2.22) dans le systéme (2.17) on trouve

31 (exp(—py) + rexp (uy)) exp (uz) ;0 <& <y
— 55 exp (1) (exp (—pa) + 1 exp (ux)); @ = y

Gap(z,y) = { (2.23)
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71 (exp (—puly —x) +rexpu(z +y)); 0 <z <y
G s (z,y) = {2” ) (2.24)
—s(expu(y —z) +r expu(z+y); x>y
Enfin 'expression de la fonction de Green dans le cas (z > 0, y > 0) est
—1
G (,y) = 5~ lexp(—p |z —y|) +rexpp(z+y)] (2.25)

24

ol r est une constante a déterminer d’apres la continuité de la fonction de Green au point

(0,0)

G11(0,0) =G 22(0,0) (2.26)
c-a-d
! (1—)—_1(1+) (2.27)
ik T T '
donc
p+ ok
— 2.28
U—s (2.28)
et
1 'k
Gi1(x,y) = 5k [exp ik |z —y| — K i_ Zk expik (z + y)} (2.29)

ki lez exp u (z + y)] (2.30)

—1
Gap(z,y) =5 {exwlx—yHZ_z

2p

3) Dans le cas ( < 0; y > 0 ) la fonction de Green s’écrit comme

Gra (2,y) = a(k,p)h(y) z (z) (2.31)

ou

z(x) = ¥y (z) = exp (ikx) (2.32)

qui est solution de I’équation (2.4), et
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h(y) = Vs (y) = exp (—py) (2.33)

qui est solution de I’équation (2.15). D’aprés la continuité de la fonction de Green au

point (0,0) c-a-d

G 11 (0,0) = G12 (0,0) (2.34)
d’ou .
a(k, p) = u_fsz (2.35)
et '
Gz (z,y) = M_Elfk exp (ikx — py) (2.36)

4) Dans le cas (y < 0; x > 0 ) la fonction de Green se détermine de la méme maniére

du cas précédent

G (w,y) =B (k,p) g (y)d(z) (2.37)

ou

9(y) =" (y) =exp(iky), et d(z)=Vs(x)=exp(—pz) (2.38)

sont les solutions des équations (2.15) et (2.4) respectivement. D’apres la continuité de

la fonction de Green au point (0,0) c-a-d

G 52 (0,0) = Gy (0,0) (2.39)
on a
—2u
= 2.4
d’oul
Gai (z,y) = __ /;k exp (iky — px) (2.41)
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2.2 Potentiel sur le disque (D=2)

Soit le probléme aux valeurs propres
HU = EV (2.42)

on H désigne l'opérateur hamiltonien, F I’énergie (valeur propre) et ¥ fonction de r et

0 et la fonction propre de 'opérateur H. Celui-ci est donné par

H= —%A +V (r,0) (2.43)

et
Vo, si,0<r<a
0; si ,T>a

Vir,0)= { (2.44)

qui est une fonction indépendante de la variable angulaire 6. Géometriquement cette
fonction peut étre considérée, a I'instar du cas d’une seule dimension, comme une barriére

de potentiel & deux dimensions. La fonction de Green associée a ce probléme s’écrit comme
— .
— Y —
G(T,T‘;E): E Gy (r,r) e!0=9
!

telle que Gy (1, 7)) est la fonction de Green radiale que nous allons construire.
Le cas 0 <Vy< E

Dans ce cas, I’équation (2.42) s’écrit

1
<—§A+V—E) U =0 (2.45)
ou bien
(%—FE)\I!:O; si, ">a
. | (2.46)
(5—%+E)\I/:O; si,0< r<a
comme

”? 10 102
L=ort o T (247
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Le premier cas (r,r’> a ) (r et r’ a I’extérieur du disque)
soit I’équation
(82 19 162

on utilise la méthode de séparation de variable et on pose la séparation
U (r,0) = Uy (r) Uy (0)

En remplacant dans I’équation (2.48) on obtient :

9?2 10 1 02
<w+;5+r—2w+25)> Wy (r) ¥y (0) =0

et en divisant I’équation précédante par ( Wy (r) Wy (6) # 0 ) on obtient

U, (6) (;— + ;d%) U, (r) + O WY (0) + 2B, (r) T, (6)

=0
Uy (1) Wy (6)
c-a-d :
2
(&+14)w () L1%0) oy
Wy (r) r ¥a 6) _
ou bien
P2 (L4 1d) g (r) 2
<dr2 Tdr) L 9Ey? g 22 (0) 0
Uy (r) v
L’¢quation pour Wy (0) :
w3 (6)

= 1P & WY (0) + Py (6) = 0

U, (0)

(I réel) qui admet une solution générale de la forme

\112 (9) = 02€i10
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(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)



et I'autre équation est

d? 1d
7"2 (W + ;5> \111 (’f’) - l2\111 (7“) — 2ET2\111 (7”) (256)
ou bien
d>U dv
2 1 1 2 2
il 2Er? — U, = 2.
dr2+rdr+( r l)1 0 (2.57)

qu’est I’équation de Bessel, qu’on résoud par la méthode d’ Abel. En divisant par ( r?)

&, 14 2
Ly 1y (2E—T—2) T, =0 (2.58)

on obtient

dr? r dr

avec les conditions aux limites

Uy (a) = Ay; et By = lim Wy (r) bornée (2.59)

r—-+00

Le probléme étant bien défini, la construction de la fonction de Green est immédiate [9]

Yi (pr) Jy (pr)

2J,(ka)—raJ(ua) Iy (ka) V' (10) kY () i ()] ,
- e e LT ()| (), 0 < 7 < v
G () = —

Yy (pr) Ji (pr)

2J;(ka)—maJ;(pa)[pd;(ka)Y)(na)—kY; (na)Ji(ka)) ,
+ [ T i) [n (ke Ty ua) K (e ke ! (W)} Ji(pr), r<r<a
(2.60)

le deuxieme cas (0 <r < r’<a) (r et r’ a l’intérieur du disque)

Y, (kr) J; (kr)

2 ()~ ()l Jy 10V s (ha) Vi ()T ()] /
- + [ o (ko) i u) i (ko) k) i) ! (’W)] Ju(kr), a<r<r
G (r,r) =

Y, (kr) J; (kr)

2J;(pa)—mady(ka)[kJ;(pa)Yi(ka)—pY;(ka) Ji(pa)] .
+ [ ST ha) s i) (k) - Cha) )] ! (kﬂ] Ji(kr) < < oo
(2.61)

le cas : 0< < a<r <oo (r’alintérieur et r a I’extérieur du disque)
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Y (ka)
Jl (ka)

GV () = |V (kr) — Ji(kr) | i (pr)

4
Tk (ua) Jilka) — i (k) J; (ua)]

Jy (k) Jy () (2.62)
le cas : 0<r <a <r' < oo :(r alintérieur et r’ a ’extérieur du disque)

G2 (r,r) =Y, (kr) Jy (pr) —

Y (ka) N 4
Jy(ka)  malkJ, (pa) Ji(ka) — pd; (ka) J; (pa))

Ji(pr) (2.63)

2.2.1 Le cas 0< E <V,

Dans ce cas i/ devient un nombre imaginaire pure p' = ip

W=1i\2(E—=Vy)=in (2.64)

alors les fonctions de Bessel ce transforment en

Jo(pr) = I (pr) (2.65)

Yi(ur) — Ki(ur) (2.66)

En résumant tous les résultats dans les différentes régions maintenant, on trouve

0<r<r<a (retr’alintérieur du disque)
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Ky (pr) I (pr) —

—2Jy(ka)+mal;(na) kK (pa) Ji(ka)—ipdy (ka) K7 (pa)) 2
G (1) = _{ rali () i) T b ph G T 1 (1) T () O<rsr

Ky (pr) I (pr) —

—2J(ka)+mal;(pa) kK (pa)Ji(ka)—ipd;(ka) K7 (pa)] .
Al G T ua) T (ko) g Gha e L () L), s <a
(2.67)
0<r<a<r<oo (r’alintérieur et r a ’extérieur du disque)
Y, (k) 1
G* (1 : = |Y; (kr) — - Jy (kr) | I,
rr = [0 = (5 ~ w7 0ka) e 7)) 07
(2:68)
0<r<a<r<oo (ralinterieur et r’ & ’exterieur du disque)
Yy (ka) 4
GY2 (1 = |Y; (kr) — - Jy (kr)| 1,
@7 = Y~ (s~ o T 70k~ G Tg) ) 1
(2:69)
a<r<r<oo (retr’al’extérieur du disque)
Y (kr) Jy (kr') —
21, () +wady (ko) b1y (50) Vi (ka)—ipsYi (ka) T (1) .
G2 (1:r,1) = { T (ha) KT, (ua) s )Ry T Gyt (RT) T (K1) asrTsT
Y (kr) Jy (kr) —
20 (pa)+mady(ka) [kl (pa)Y)(ka)—ipY;(ka) I (pa)) .
l Mﬂa«fl(ka;[kfl(ual)J}'j(ka)l—iqu(:a)ll'z(ﬂa)l] =i (k) Ji (k). T( . T)< )
2.70
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2.2.2 Le puits de potentiel (D=2)

Considérons le potentiel défini par

0:s1,0<r<aqa
= A 2.71
vir) {VO; si,T > a (2.71)

Pour calculer la fonction de Green pour ce probléme, il suffit de reconsidérer les
solutions obtenues dans la premiére section et de faire le changement entre les constantes
{1 < k. Dans ce cas E devient inférieure a Vg (E < Vp) et p devient égal a \/2(Vy — E).
Par example dans le cas 0 < r < "< a le potentiel V (r) égal Vj a extérieur du disque,

la fonction de Green devient le ceoffition

Y (kr) Jp (kr) —
[2Jz(ua)+7sz(ka)[sz(ua)Y'z(ka)—uYz(ka)J’z(ua)} J, (k’r’)} J(kr),0 <7 <7

Gl’l (l r T‘)) _ wad;(ka)lkJ; (pa)Ji(ka)—pd;(ka)J;(pa)]

Y (kr) Jp (k) —

[zn(Ma)+mJl<ka>[le<ua>Y'z(ka)—M(ka)Ja(ua)} J
\

T R ledi (1) Ji (ba)—a o) Ty ()] L (’”)} Ju(kr), r<r<a

(2.72)

et r et r’ & extérieur du disque (r >1">a ) :

Yy (pr) Ji (pr) —

—2Ji(ka)+mad;(pa)[pdi(ka)Y](pa)—kY; (pa)Ji(ka)] .
[ () o, ua) Ty e o (o) )] ! (W] Ji(ur), a<r<r

G*(l:r,r) = —
Yy () Jy (pr) —

—2Jy(ka)+ma, (ua) [, (ka) Y (ua) ~kY, (ua) Jy(ka) :
| [ ra (o) (1) Ty ko)~ ko) )] ! Wﬂ Ji(ur), 1< <oo
(2.73)

remarque : Le spectre est donné par les poles de GM (1 : 7,7 .

r & intérieur et r’ & extérieur du disque
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Y (na) 4

G2’1ZZT,T:|:Y r—( — - - >J T‘:|J kr
(err) = Y06 =\ G aa) ~ wa s Gaa) TiCka) — s Gha) T )] ) (470 1 (67)
(2.74)
r’a ’intérieur et r a extérieur du disque
Y (pa) 4
Gl’zl:r,T:[Y r—(l — - - >J T}J kr
o) = [0 = ua) ™ v o G JiCka) — g G 7 Gua]) 7)1 )
(2.75)
posons
o — 2J; (pa) + wad; (ka) [kJ; (pa) Y7 (ka) — pY; (ka) J; (pa)) (2.76)
was (ka) [k, (ua) Ji (ka) — i (ka) J; ()] |
2J(pa) Ji(pa) € _ 1 _Ji(pa)
_ FadGhapd ) R ey (Yir (ka) — 35V ("“’)) Y (ka) <1 aqu_l(ua)> 277
Ji(pua) Ji(pa) ‘
kqul(? (pa) (Jl 1 (ka) — Jl ka) ) ( éMf(w))
Si nous faisons p tendre vers +oo c-a-d quandVj tend vers +oo (infinite well), nous
obtenons
Ji (pa)
L0 2.78
i (1) (278)
puis :
Yi (ka)
= 2-
(0751 Jl (ka) ( 79)

et la fonction de Green, & 'infini devient :

[Y} (kr) — J(:Z) Ji (kr’)] J(kr),0<r<r

GY (1) = { (2.80)

[Y} (kr) — Yl ]m Jl (k?")] J(kr),"<r<a
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G*(l:r7) = 0 O0<r'<a<r (2.81)
G (1) = 0 O<r<a<r

G**(:r7) = 0 rr' >a

Ce resultat est un probléme bien connu dans la mécanique quantique, d’une particule
se déplacant dans un puit infini & deux dimensions. Le spectre, est alors donné par les

racines de ’équation J; (ka) = 0.

2.3 Potentiel sur une sphére molle (D=3)

soit le probléme aux valeurs propres
HU = EV (2.82)

on H désigne l'opérateur hamiltonien, £ I’énergie (valeur propre) et ¥ la fonction propre,

fonction de r et 6 et

H (r,0,0)G = 50 (0—0)5 (9 — )3 r 1)

N 1
H:—§A+V(r,9,g0)

et
Vo, si,0<r<a

2.
0; si,r>a (2:83)

V(r,&,gp):{

38



2.3.1 Lecas 0 <Vy< E

donc I’équation (2.82) s’écrit

1 1
S\ - F = — — 2.84
(2 +V )G TQ(S(?“ ) (2.84)
ou bien
{(%—{—E)G(T,T‘)):_TLQ(S(T—T)), Si,T>a/ (285)
(%—I/bjLE)G(r,T’):—%zé(r—r');si,0§ r<a .
comme
92 20 1(+1)
A=ga e (2.86)

Le premier cas (r, r’> a ) (r et r’ a I’extérieur de la sphére) :

soit I’équation

+ QE) GH22 (r, 1) = _25 (r—7) (2.87)

dr? ~ rdr r2

r2

(d2 2d 1(+1)
_l’_

ou bien

d*GY22 (r, 1)) dG"22 (r,r))
2 ) )
T 72 + 2r o +

(2Er* —1(1+1)) G"** (r,r) = =26 (r — 1) (2.88)

qu’est I’équation de Bessel. La fonction de Green G est construite a partir des solutions

de cette équation

4 (73@) + (2B —1(1+1))y =0

dr dr
qui sont Jy 1 et Yy, 1, donc
G122 (r,7) = { C(r) [Yﬂ% (kr) — 5J1+% (kr)} a<r<r

D (r) Jyy 1 (kr) " <r < oo
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d’apres la continuité de la fonction de Green au point r = 7°

GY22 (1 1) — GM2 (r_ 1) = 0 < C (1) YH% (k)

—[D () + BC (1)) Jip1 (kr) =0

2

(2.89)

et la dicontinuité de la dérivée premiere par rapport r de la fonction de Green au point

r = 1 on trouve

d ) d , 2 ,
%Gu,z (1), 1) — %Gu,z (r_,r) = > — C (7 YH% (k)

— (D) +6C () iy () = —

7TJH—% (kr)

r

C(r) =

T [Yl+§ (kr) —}-BJH% (k)

D (r) = .
Gh22 (r,7) = ﬁ{ [YE% (kr) — ﬁJH% (k”'>] Jz+% (kr) a<r<r
" [YH% (kr) + BJH-% Uﬁﬂ Jiy1 (k) r<r<oo

lecas: 0 <7 <r<a(retr’alintérieur de la sphére)

(rP0)) + (2% (B = Vp) = 1(1+ 1)) U1 =0

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

L’équation (2.94) admet deux solutions indépendantes J;, 1 etY; 1 et la fonction de

Green correspondante est
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A(r) 1 (pr) 0<r<r
G (7, 1) = { g (2.95)
B (1) Vi (ur) = oy (ur) r<r<a
d’apreés la continuité de la fonction de Green au point r = 1°
GM (1) =GP (1) = 0 = B (1) Vi1 ()
—[A() +aB ()] Ji1 (pr) =0 (2.96)

et la dicontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point

r=r1r"ona
d , d , 2 ,
5G1,1,1 (1) — EGLM (r_,r) = 2 <~ B (1) Y (1)
, 2
—[A@) +aB ()] Sy (0r) = i (2.97)
—mJ 1 (ur
B(r) = —H?j () (2.98)
- [Yﬂ% (pr) + CVJH% (/“")]
A(r) = - (2.99)
Donc
Yo (pr) +adia (pr)| Jipa (pr) 0<r<r
GM (r ) = —Z{ i 9] (2.100)
U Vi () = adig ()] iy ) r<r<a

Pour déterminer les coefficients « et (3, nous utilisons la continuité de la fonction de

Green et la discontinuité de sa dérivée au point "= r = a c-a4-d on résoud le systéme :
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G (0, @) = G"¥2 (ay, a) & = Ve (na) = oy (p0)] Ty (pa)

— |Viuy (ka) = By (ko) iy (ka) (2.101)
et
d 1,2,2 d 1,1,1 2 , ,
G2 (as,0) = G (am,a) = S e k [YH% (ka) = 81,1 (ka)| Jy 1 (ka)
, , 2
1 [Yiy () = iy (10)] iy (na) = = (2.102)

Apres quelques simplifications nous obtenons le coefficient « :

2y (ka) + wadyyy (ua) [V, (na) Ty (ka) = pdy g (ka) Yy (ua)]

o= +
radyyy (na) (kg (00) Jiyy (ka) = pdiyy (ka) iy (o)
kJH% (ka) [Yﬂ% (ka) J/l+% (ka) — Jl+% (ka) Y/l+% (l{;a)]
Jivy (na) [kJyyy (na) Ty (ka) = il (ka) Ty (a)
la forme la plus simple est
114y (ka) + Tady,y (na) |KY:yy (na) Jiyy (ka) =y (ka) Yy (na)] 109
a = .

madyy (ua) (ki (1a) Ty, (ka) = oy (ka) Ty, ()|

de la méme maniére, nous trouvons le coefficient

; 4Jl+% (na) + 7raJl+% (ka) [NYH% (ka) J,l+§ (pa) — leJr% (ua) Y,H% (k:a)] (2.104)

wadyy (ka) [,y (ka) iy (na) = ki, (ua) Ty (k)|

Enfin, la fonction de Green a 'intérieur de la sphére et en dehors de la sphére sont données
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par

1,1,1 __r T
G () = =¥ () Jey (o) + 2

4,y (ka) + wad;,y (ua) [KYy, 3 (ua) Ty, (ka) = i,y (ka) Yy (na)
mady,y (1) [y (na) Jisy (Ka) = g (ka) Ty g (ua)

Jiii (pr’) Jip1 (ur), 0<r<r (2.105)
T T
G (1) = _;/YH% (pr) Jl+% (pr) + p

L1,y (Ka) + madyy (pa) [V g (na) Jipy (Ka) = g (ka) Vi ()]
mady,y (na) (kg (na) iy (ka) = iy, y (ka) Ty, (ua)
Jip1 (pr) Jiii (ur), r<r<a (2.106)

G2 (ror) = 7 Vi (k) iy (k) =

L1,y (pa) + 7a,yy (ka) [1nYiey (Ka) Jipy (50) = kg (na) Yy (k)]
madyyy (ka) |1y (ka) Tiyy (ua) = kg y (ua) Ty, (ko)

Jl+% (kr) Jl+% (kr'), a<r<r (2.107)

. T
22 (r,7) = = YEJF% (k) Jl+% (kr) — v

Ay (na) + 7adyyy (ka) 1Yy (ka) Ji,y (ua) = Ky (pa) Yy (k)|
madyyy (ka) |1,y (ka) Tyyy (ua) =k y (ua) Ty, (ko)

Jip1 (kr) Jip1 (kr), " <r<oo (2.108)

Lecas 0 <r<a<r<oo (ralintérieur et r’ a I’extérieur de la spheére))
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Dans ce cas, la fonction de Green s’écrit comme

G2 (r ) = — = Vi (kr) = Ay (’W)] S (pr) (2.109)

r

ou A est une constante déterminée a 'aide de la continuité de la fonction de Green a

r=a:
GY21 (r, a)J N G2 (r, a)J . (2.110)
puis
- [Yl—i-% (ka) — /\Jl+§ (k:a)] Jl+% (pa) = YH—% (ka) Jl+% (ka)
Wy () + madyyy (k) (1Y, (o) Tiyy (o) — Ry () Vi (k)| -
- 2 ” l+l a
7 |y y (ka) Ty, (ua) = Ky () Ty (ko) 2
(2.111)
ou
\ = Yz+% (ka) n Y2+% (ka) _

Jl+% (ka) Jl-s—% (1a)
414y (pa) + mady.y (ka) |1Yy g (ka) Tipy (pa) = Ky (50) Vi y (ka)

mady,y (na) [y, (ka) Jiyy (na) = ki y (ua) Ji, y (ko)

_ YEJF% (ka) WakJH% (pa) <J’l+%(ka)YH% (ka) — Y/H% (ka) Jl+% (ka)) + 4Jl+% (pa)
Jiyy (ka) maJy, 1 (pa) [NJH-% (ka) Jiy1 (pa) — kJy 1 (pa) J’z+%(ka)]

Y, 1 ka
A= J”? (k ) _ 6 (2.112)
vy R0 [y (Ra) Jiyy (00) = Ry (a) Ty (ka)
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alors la fonction de Green mixte devient
G2 (r, 1) = =2, 1 (k) Jyya ()
’ g +1 M

Y. 1 (k:a) 6
+ - Jips (kr) Jips (ur)
"\ i1 (ka)  7q [;LJH% (ka) Ji1 (ua) — ks (pa) J;, 1 (ka) ’ ’

2

(2.113)

Lecas 0 <r<a<r<oo (ralintérieur et r’ a ’extérieur de la sphére)

Dans ce cas, la fonction de Green s’écrit comme

s
G"2 (1) = iy () | Yo (k) =iy (kﬂ]

ol 7 est une constante déterminée a ’aide de la continuité de la fonction de Green a

r=a:
GH2 (r, a)J N GHU (r, a)JTi (2.114)
Jiey (na) [Yigy (ka) = nJyy (ka)| = =Yy () Jpyy ()
[ () w0y () [ ) Tiy (k) = iy (k) Vi ()| ] »
4 ” l+l ,Lta/
7 |kJyy g (1a) Ty, (ka) = i,y (ka) Ty (o) 2
(2.115)
puis
= YE+% (ka) n Yl+% (na) _

Jl+% (ka) Jl+% (ka)
L,y (ka) + madyy (na) kY, (ua) Jipy (ka) = pdi.y (ko) Yy (na)]
mady.y (ka) [kJy, 3 (na) Ty (ka) = i,y (ka) iy (o)
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ainsi apres quelques simplifications on a

n = Yl+§ (ka) _ 6 (2.116)
Tt (ka) g [kJH% (1a) Ty, 1 (ka) — py; 1 (ka) Jyy s (pa)

alors la fonction de Green mixte devient

T
GUL2 (1) = ?YH% (k) JH% (pr)

Y . 1 (ka) 6
T I+
|7 . (ka) - ) - Jl-s—% (kr) Jl+% (ur)
P\ ey k) ra Ry (50) Ty (ke) = g (ka) iy (na)

(2.117)

2.3.2 Lecas 0< E <V,

Dans ce cas i/ devient nombre imaginaire pur p/ = iy :

W=1i\2(E—-Vy)=ip (2.118)

0<r<r<a:(retr’alintérieur du spheére)

(r0) + (22 (B = Vo) +1(1+1)) ¥, =0 (2.119)

L’équation (2.119) admet deux solutions independantes I, 11 et K, 11et la fonction

de Green correspondante est

A() Iy () 0<r<r

(2.120)
B (r) [Kl+§ (pr) — 7114—% (pr) r<r<a

G353 (r,r) = {
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d’apres la continuité de la fonction de Green au point r = 7°

G133 (', 7) — G353 (r_,r) =0<= B(r) Kz+% ()

—[A() + B ()] Ly (pr) =0

(2.121)

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point

r=r1r"ona
d w33, d 133, 2 )
G = G ) = 5 = B Ky (o)
, 2
—[A() + 9B (M) [ (ur) = —5
ur
20, 1 (pr
B(r)= _’++H
Ky 1 (pr) — L, (pr
A = o3 W) = iy (1)
r
Donc
G133 (r, 1) = _2{ [K”% () =Ly (W)] Iy (pr) 0<r<r¢
" [KH% (pr) — 7[l+% (/”“)] ]z+% (ur) r<r<a

le cas a <r <r' < oo :(r et r’ alextérieur de la sphére)

de méme maniére de la construction du premier cas on obtient
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G2 (r,r) = GY2 (r,7) = Z{ [YH% (kr) = 61’]”% (k:r)] Ji+1 (k) a<r<r
' [YH% (kr) + BrTi g (/ﬂ“)] Sy (kr) r<r<oo

(2.126)
Pour déterminer les coefficients vet (3;, nous utilisons la continuité de la fonction de

Green et la discontinuité de sa dérivée au point = r = a c-a-d on résoud le systéme :

G333 (a_, a) = G"*? (ay, a) & —2 [Kl+% (na) — g2 T (ua) Iy (ua)

=7 [Yiyy (ka) = B1Jyyy (ka)| Jyyy (ka) (2.127)
et
iGl’S’Z (ay,a) — iGlf”?’ (a_,a) = 2 & 7k [Y’ 1 (ka) — By, 1 (ka)| J1 (ka)
dr +5 dr — - a2 I+3 190+5 I+35
, , 2
2 | Ky (pa) = T3,y ()] Ty (pa) = (2.128)

apres quelques simplifications nous obtenons le coefficient v :

4,y (ka) +2al,,y (ua) (KK, () Ty, (ka) = pd, g (ko) Koy (o)

fy fry
2l (1a) [kl (4a) Tisy (ka) = iy (ka) Ty y ()]

(2.129)

et

Al () + mady,y (ka) [uly (pa) Yiey (ka) = Ky (ka) Ty (ua)]

S
wadyyy (ka) |ulipy (50) Jypy (Ka) = k7, (Ka) I,y (na)]

(2.130)
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Enfin, la fonction Green a l'intérieur de la sphére est donnée par

2 2
GY2 (r,r) = ?Kl+% (ur) 1 (pr) — s
A,y (ka) +2al,, 3 (ua) [REK () Ty (ka) = g (ko) Koy ()|
2al,..y (na) [kl (1a) Jiyy (ka) = iy (ko) Iy (ua)

Ly (pr) Ly (pr) 0<r<r (2.131)

9 2
G353 (r, r) = ;,KH% (pr) [l+% (pr) = I

4%+;(ka)+-2aﬁ+%(ﬂa)[kPQ+§(MQ)J?+;(kd)—/hh+%(ka)f9+;(uaﬂ
2al,..y () [kl (1a) Jiyy (a) = iy (ko) Iy (ua)

Iy (ur) Iy (ur) r<r<a (2.132)

lim G2 (r,r) =0

H—+00

avec

I 1 (pa) K 1 (pa)
—— > 0,—2—— —0,et K, 1 (,lﬂ") I (;LT) — 0, quand g — 400
plyes (pa) ply s (pa) o s

T m
G2 () = Yoy (k) Ty (k) = —

AL,y (na) + 7ty (Ka) |uliyy (na) Yiyy (ka) = kY 1y (k) Iy ()]
malyyy (ka) |l (ua) Jyyy (ka) = kJj,y (k) Iy (o)

Jl+% (kr) Jl+% (kr) a<r<r (2.133)

- T
Gl3:2 (n 7”) — ?}/2+% (kr') Jl+% (/W’) — ;

Al (pa) + mady,y (ka) [liyy (na) Vi, g (ka) = RY7, 3 (ka) Ly (o)
mady,y (ka) |uli.y (ua) Jyy g (ka) = k7,3 (ka) Ly (o)
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Jip1 (k) Jppa (kr) " <r<oo (2.134)

Le cas 0 <7< a <r < oo (r’ alintérieur et r a I’extérieur de la sphére)

Dans ce cas la fonction de Green s’écrit comme

™

GH (r,r) = 7 Yl% (kr) — )‘1Jl+§ (kr) ]l—i—% (1) (2.135)

ol A; est une constante a déterminer par la continuité de la fonction de Green au

point r = a :

Gl7371 <T7 a)Jr:a - Gl73’2 <T’ a)JT a And (2136)

_ [YH% (ka) = My (ka)} I, 1 () (2.137)
= Yyl (ka) Jl+% (ka) —

Al (na) + mady,y (ka) [puliyy (na) Vi g (ka) = K7,y (ka) Ty (o)

- - Jz+§ (ka)
ma |uliyy (na) iy (a) = kJp, 5 (ka) Iy (ua)
aprés quelques simplifications
Y, . 1 (ka
A= Jl“ (k ; - 0 (2.138)
ey (K0) - wa [l g (na) Jyyy (ka) = T3y (ka) Iy ()
alors la fonction de Green mixte devient
i
GY (r,1) = =Yy (kr) Ly (pr)
Y, 1 ka
T g { )_ 6 Jio1 (kr) I 1 (pr)
J. (k ) , ) l+2 l+2
T g R Ta NIH—% (pa) Jl+% (ka) — kJH% (ka) Il+% (pa)
(2.139)
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lim G"! (r,r) = —o0
Vo—+oo

avec
[l+% (pr)

—2—— — 0, sir<a, quand y — 400
N[l+% (na)

lecas 0 <r <a <7< oo (ralintérieur et r’ & ’extérieur de la sphére)

Dans ce cas la fonction de Green s’écrit comme

T
GHY3 (1) = ?]H% (pr) [YH% (kr) — My (kr')] (2.140)

ol 7); est une constante & déterminer par la continuité de la fonction de Green au point

r=a:
G"P (ra)| _ =GP (ra)] _ (2.141)
| Yigy (ka) = m iy (k)| = 23,5 (ua)
4,y (ka) + 2al,,y (ua) (KT, 3 (ua) T,y (a) = kT, (ka) Koy (o)
@ |iliyy (1) Juyy (ka) = KT,y (ka) Iy (na)|
Y, 1 ka
" I+3 (ka) 6 (2.142)

Ty (ka) o [MH% (na) Jyes (ka) = kJy, o (ka) I (Ma)}

alors la fonction de Green mixte devient :

N
GH3 (1) = ?YH% (kr) [z+$ (pr)
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lim G”?’(r ) = +00

Vo—-+oo
avec
I 1 (pr I, 1 (pa
Hz—()—>0,si7’<a,etl+2—<>—>0, quand g — +o00
pulyy s (pa) plyy s (pa)
d’ou
Yz+%(k @)
s r Vi1 (kr) JH%(,C)JZJr (kr) Jip1 (kr), a<r<r
lim G (r,r) =
Vo—+o0 T §/l+l(ka’) ,
Y, 1 (k) 7 AL (kr)| Jppn (kr),  r<r <400
+3 2
(2.144)
2.3.3 Le puits sphérique (1 < 0)
Dans ce cas le potentiel est
—Vo; si,0<r<a
Vir,0,¢) = T T 2.145
o0 ={; e (2.145)
lecas 0 <r <r<a (retr’alintérieur de la sphére) :
(r*0) + (2r* (Vo + E) +1(1+1)) ¥ =0 (2.146)
notons, w =+2(Vo + E) (2.147)

De méme maniére, on construit la fonction de Green, donc, nous obtenons

Yiey (ur) = @iy (ur)] iy (ur)

G (r,r) = —E{
U Wiy Gur) = aadiy (un)] iy (1)

le cas a <r <1< oo :(retr’alextérieur de la sphére)
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G2 (r,r) = GM2 (r,7) = E{ [Yl+% (kr) = Baey (kr)] iy (k) a<r<r
' [YH% (k1) = Badrsy (krﬂ vt (kr) 7 <r <00

De méme procédure nous déterminons les coefficients ay et 3,

4dyyy (ka) + 7ady,y (11a) [KYi,y (aa) iy (Ka) = iy (k) Yy (ya)

gy =
WGJH% (1) [kjué (pya) J,l+% (ka) — M1J1+% (ka) J/l+% (Nla)]

(2.150)
L1y (@) + madyyy (ka) 1Yy (ka) Tipy (1na) = KTy (120) Yiiy (ko)

et B, =
WGJH-% (ka) [Mljl-s-% (ka) J/H-% (1ya) = le-s—% (10) J/H-%(ka)]

(2.151)

donc les fonctions de Green a l'intérieur et a I’éxterieur sont données par

™

™
e (7", T*) — TYH_% (,ulr’) Jl+% (M17“) + ;

4Jl+% (ka) + WLJH% (1a) [ijng% (11a) J/l+% (ka) — M1Jz+% (ka) Yll+% (Nl@]
madiey (10) (R (@) Jipy (ka) = iy (ka) Jipy ()]

Jips () Jips () 0<r<v (2.152)

- T
Gl (7", T*) _ _?YH-% (er) ‘]l+% (M17“/) + ;,

L1y (@) + madyyy (ka) |1 Yigy (ka) Tipy (10a) = Ry (110) Vi (ko)
mady;y (ka) |y (ka) Ji,y (@) = kg (ma) Ty, (ka)

Jips (ar) Jip (g r) r<r<a (2.153)

. T
ot 43 (r,r) = ;YH% (kr) Jl+% (kr) — 7
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4Jl+% (ya) + WQJH% (ka) |:lu1}/2+% (ka) J,l+% (1a) — kJH% (110) Yﬂ% (ka)]
madyyy (ka) [ Jiyy (ka) Tipy (na) = Ry (1a) Jiyy (ko)

Jip1 (kr) Jip1 (kr) a<r<r (2.154)

T m
G453 (r, 1) = ?YEJF% (k1) JH% (kr) — 7

Ay (@) + wady,y (ka) Yy (k) iy (110) = Ky (1) Vi (ko)
madyey (ka) [y (Ka) Ty (1na) = Ry (1na) iy (ko)

Jip1 (k1) Jip1 (kr), <r<oo (2.155)

Lecas 0 <r<a<r<oo (r alintérieur et r a I’extérieur de la sphére)

dans ce cas la fonction de Green s’écrit

m
G2 (1) = = Vi (k1) = My (k)] iy (17) (2.156)
Vi1 (ka) —6
on, Mg = Jl+2 Ol (2.157)
w3 R0 ma [y (ha) iy (i) = Ry () iy (ka)
donc G2 (ryr) = ==Yy (kr) iy (ar)
Y1 (ka) —6
g’ Jl+? (ka) * . , Ji+1 (kr) Ji+1 (117
I+3 ma |:M1Jl+% (ka) Jl+% (1a) — kJH% (1ya) Jl+%(ka)

(2.158)

lecas 0 <r <a<r<oo (ralintérieur et r’ a I’extérieur de la spheére) :

dans ce cas la fonction de Green s’écrit

T
GH2 (r,r) = ;/JH% (1) Y2+% (kr) — 774Jl+% (kr) (2.159)
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ou 7, est donné par

Yl-i-l (ka) 6
= f ) : : (2.160)
3 (K)o [k g () Jiyy (ko) = iy (ka) Ty y (y0)
donc la fonction de Green dans cette région est donnée par
T
G2 (r, r) = ;Yi-i-% (kr) Jl+% (p117)
Vi1 (ka) 6
m | Yit
_;/ J f (ka) - , / Jl+% (ler) JH*% (k?"))
42 Ta k'JH% (110) Jl+% (ka) — N1J1+§ (ka) Jl+% (1a)
(2.161)
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Deuxiéme partie

METHODE DES EQ. INTEG. ET
PERTURBATIONS
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Introduction

Dans cette partie nous proposons de résoudre quelques problémes de physique ma-
thématique en faisant usage des équations intégrales [1, 15]. Tout d’abord on construit
I’équation intégrale relative au probléme aux limites posé, puis on calcule la fonction de
Green [4],[11],[12],[18],[30],[31],[44] associée au probléme moyennant la théorie des pertur-
bations indépendantes du temps [3],[14],[26],[27],[28],[43],[34],[53],[56]. Concrétement ce
probléme entre dans le cadre de la théorie du potentiel trés fréquentée par les physiciens
de la mécanique quantique. Les potentiels a traiter sont bien étudiés dans la premiére
partie et nous souhaitons retrouver, par le biais de la théorie des perturbations, les noyaux
de Green associés a ces différents potentiels [58]. Nous avons trouvé que les termes suc-
cessifs de la série sont reliés par une formule intégrale que nous avons pu résoudre puis
sommer la série pour ainsi construire la solution de Green.

Au troisiéme chapitre, nous avons présenté la méthode de la théorie des perturbations
adaptée a la mécanique quantique en intérprétant physiquement les termes de la série
de perturbation. Nous avons présenté également le role du propagateur de Feynmann
[19], [22],[23],[24],[25],[29],[41],[45] et sa relation avec la fonction de Green ainsi qu’avec
la fonction d’onde, solution de 1’équation de Schrodinger. Et nous avons fini ce chapitre
par ’élaboration de I’équation intégrale gouvernant la fonction de Green. Il s’avére que
cette équation appartient au probléme de Wiener-Hopf de deuxiéme espéce.

Au quatriéme chapitre, nous avons développé la théorie des fonctions sectionnellement
analytiques qui a été d’abord appliquée au problémes de Hilbert avec succés puis nous
I’avons appliqué pour la résolution de notre probléme de Wiener-Hopf.

Au cinquiéme chapitre, nous avons construit la série de perturbations et calculé ses
termes moyennant la théorie développée au chapitre 3. Nous avons trouvé que les termes
successifs de la série sont reliés par une formule intégrale que nous avons pu résoudre
et sommer la série pour ainsi construire la solution de Green. Nous avons aussi, dans ce
chapitre, vérifié dans chaque étape de calcul de la série de perturbation, la justesse de

notre proceédure et ceci en se reférant & la méthode directe, pour trois types de potentiels
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a deux dimensions : le probléme d’une barriére finie, le probléme d’un puits fini et le
probléme d’un puits infini.

Nous avons cloturé ce travail par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 3

LA METHODE DES
PERTURBATIONS EN
MECANIQUE QUANTIQUE

Dans ce chapitre nous allons développer une méthode de traitement des potentiels
[11],[12],[30],[23],[41] appelée le développement en séries [7],[13],[40],[63] de perturba-
tion utilisée généralement quand le potentiel est comparativement faible (comparé, par
exemple, & 'énergie cinétique du systéme) [33]. De nos jours, et dans plusieurs travaux
(voir références sus-mentionnées), la sommation des séries pour des potentiels non néces-
sairement faibles converge et reproduit exactement le résultat. Dans notre travail, nous
nous proposons aussi une telle tAche pour les potentiels particulier a savoir le potentiel
de Heaviside, le potentiel sur le disque et le potentiel sur la sphére. Bien que le dévelop-
pement de perturbation puisse étre développé dans un sens strictement mathématique, il
s’appréte aussi une interprétation physique intéressante que nous présentons également.

Cette méthode méne a une compréhension plus profonde de la mécanique quantique.
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3.1 Développement des termes de la série de pertur-
bation

Supposons qu’une particule se déplace dans un potentiel V(x,t). Pour le moment le
mouvement sera restreint & une dimension entre les points a et b et le noyau de Feynman

(souvent dénomé propagateur de Feynmann) est :

Ky(b,a) = / (exp{% /t b[%:‘ﬁ—x/(x,t)]dt})px(t) (3.1)

L’indice V' est employé pour nous rappeler que la particule est soumise a l’action du
potentiel V. Dorénavant la notation K, dénotera le noyau pour le mouvement d’une
particule libre sans contraintes physiques. Dans certains cas de potentiels, le noyau Ky
peut étre déterminé par différentes méthodes se trouvant dans la littérature standard.
Par exemple, dans le chapitre 3[23] nous allons déterminer le noyau pour 'oscillateur
harmonique soumis & I’action d’une force extérieure f(¢). Dans ce cas le potentiel est de
la forme :

V(z,t) = %wﬁ —xf(t) (3.2)

En général, nous avons constaté que si le potentiel est quadratique en x, le noyau peut
étre déterminé exactement. Cependant il y a quelques d’autres types de potentiels qui
peuvent étre traités avec succes a ’aide de I’équation des Schrodinger. Ici nous étudions
une technique qui est trés utilisée si l'effet du potentiel est petit. Supposons que le
potentiel est petit ou bien avec plus de précision supposons que l'intégrale sur le temps
du potentiel le long d’'un chemin est petit comparativement a la constante de planck h.

Puisque l'intégrale de 'exponentiel dans (3.1) dépend de V (z,t), alors :

2

exp [—%/t:bV(:c,t)dt} - %/t:bV(x,t)dtJr% (—%)2 [/t:bV(:c,t)dt} b (33)
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qui est défini le long de n’importe quel chemin particulier x(¢). En utilisant ce dévelop-

pement dans (3.1) on trouve :

Ky(b,a) = Ko(b,a) + KY(b,a) + K@ (b,a) + ... (3.4)

ou

/t " Via(s), slds (3.6)

1 b

K(2)(b, a) == _2_h2

ta

/t " Da(t)V]z(s), s]ds /t Via(3), 3]ds (3.7)

et ainsi de suite...

3.2 Evaluation et interprétation des termes

Considérons d’abord le noyau K, nous souhaitons échanger ’ordre de I'intégration par

rapport a la variable x et le chemin z(¢) que nous écrivons :

!

KD(ba) = —2 /tbF(s)ds (3.8)

-2
mx

h /i,
b i [t
ou F(s) = /Da:(t) [exp(i—i t Tdt V]z(s), s (3.9)
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L’intégrale de chemin F'(s) peut étre décrite comme suit. Elle est la somme sur tous
les chemins des amplitudes de la particle libre. Penderée par le potentiel V']z(s), s] évalué
alors au temps s. La seule caractéristique du chemin x(t) qui est impliqué dans ce potentiel
particulier V' est la position du chemin z(¢) au moment particulier t = s. Ce que signifie
que avant et apres le temps s les chemins impliqué dans le calcul de F'(s) sont les chemins
d’une particule libre. Ce chéma qu’on vient de décrire est représenté sur la figure ci-contre.

En utilisant les mémes arguments qui ont mené a Eq.(2-31) [23], nous divisons chaque
chemin en deux parties, une avant le temps t = s et I'autre apreés ce temps. Explicitement,
nous supposerons que chaque chemin passe par le point x. & cet instant s (voir fig.3.1).
Nous intégrerons sur toutes les valeurs que peut prendre x. et ceci dépend du potentiel en
question. Si nous dénotons le point z.(s) par ¢ (c'est-a-dire, s = t..), donc la somme sur
tous des tels chemins peut étre écrite comme K (b, ¢)Ko(c,a). Ceci signifie que F(s) =

F(t.) peut étre écrite comme suit :

F(t,) = /_ " Kolb, o) Kolc, a)dz, (3.10)
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ty fp—m——————— —~_ b
t.=s |~ ———————————— C
ty p—m—————————— - 3

-

la substitution de ceci dans Eq (3.8) donne (avec V(z.,t.) = V(c), voir fig.3.2)

- tb o0
KO(b,a) = / / Kolb, &)V () Ko(c, a)dx.dt, (3.11)
ta —00

L’équation (3.11) est tres importante trés utile, et posséde une interprétation phy-
sique. Nous appelons diffusion I'interaction entre le potentiel et la particule; ainsi nous
disons que le potentiel disperse ou diffuse la particule et que I’amplitude de diffusion par
un potentiel est —(%)V par unité de volume et par unité de temps.

Avec cette interprétation nous pouvons décrire Ky, de la fagon suivante. Evidemment
Ky est la somme sur différents groupes de chemins commencant tous par le point a et
finissant par le point b :

1. La particule n’est pas dispersée du tout [ Ky(b,a) |.

2. La particule peut étre dispersée une seule fois [ K™ (b, a) ].

3. La particule peut étre dispersée deux fois [K® (b, a) ] etc.....

Chaque groupe de chemins est lui méme une somme sur différents groupes.
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Considérons par exemple le noyau 4 une seule dispersion KV (b; a). La particule com-
mence a partir de a, se déplace en tant qu’une particule libre au point x.,t. = c, ot elle
est dispersée par le potentiel V' (c), apres quoi elle se déplace comme une particule libre

du point ¢ a la position finale. L’amplitude pour un tel chemin est :

Ko(b, ¢) [—%V(c)dwcdtc] Ko(c,a) (3.12)

(on doit se rappeler que dans la convention que nous employons le mouvement de la
particule est tracé en lisant les formules vers I’avant, c.-a-d., de droite a gauche)

La construction de cette amplitude suit la régle indiquée dans la section.2-5[23], a
savoir, que les événements d’amplitudes se produisant en succession & temps se multi-
plient. La forme finale pour le noyau K™ est obtenu en ajoutant toutes les amplitudes
élémentaires en intégrant sur x. et ¢, comme indiqué dans I’équation (3.11). En utilisant
ce raisonnement, nous pouvons noter le noyau K pour la double dispersion immédia-

tement comme :

K®(b,a) / / Ko(b, )V (e)Ko(c, d)V (d)Ko(d, a)dr.drg (3.13)

ou dr =dux.dt
Ici, la particule se déplace comme une particule libre de a a d. En d la particule est
dispersée par le potentiel V' (d) puis elle se déplace alors comme particule libre jusqu’a c,
ou elle est dispersée par le potentiel V'(¢). Ensuite elle se déplace de ¢ a b, encore comme
particule libre.

Ici nous avons supposé que t. > t4 et donc :

K(bya) =0 pour t, <t,. (3.14)

Alors (3.13) est correcte sans aucune restriction sur l'intervalle de l'intégration sur t. et

ty..
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3.3 Les équations intégrales

Avant d’appliquer les résultats des paragraphes précédents sur un exemple nous déve-
lopperons quelques relations mathématiques impliquant les noyaux et les fonctions d’onde
des systémes se déplacant dans un potentiel. En utilisant les résultats jusqu’ici obtenus,

nous pouvons écrire (3.4) comme suit :

Ky(b,a) = Ky(b,a)— —/Kg (b, )V (c)Ko(c,a)dr,

( ) //Kobc ) Ko(c, )V (d)Ko(d, a)dTedry + ... (3.15)

Alternativement, cette expression peut étre écrite comme :

Ky(b,a) = Koy(b,a) (3.16)

/Kg (b, )V [Ko(c a) — —/Ko c, )V (d)Ko(d,a)drq + ....| dT¢

L’expression entre les crochets a la méme forme que (3.15). Ceci signifie que Ky peut

étre écrit comme :

Ky(b,a) = Ky(b,a) /KO (b, )V (c)Ky(c,a)dr. (3.17)

qui est une expression exacte. C’est une équation intégrale déterminant Ky si Ky
est connu. Ainsi le probléme de 'intégrale de chemin a été transformé en une équation
intégrale.

Ce dernier résultat peut étre compris physiquement de la facon suivante : Toute
amplitude de transition du systeme de a vers b, peut étre exprimée comme somme de
deux atlernatives. La premiére alternative est I’amplitude que la transition a lieu sans la

dispersion, exprimée par K. La deuxiéme alternative est 'amplitude que la transition a
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lieu avec une ou une infinité de dispersions données par le dernier terme de (3.17).

3.4 Développement de la fonction d’onde

[23] a présenté l'idée d’une fonction d’onde et discuté quelques relations entre la
fonction d’onde et les noyaux. L’équation (3.42) [23] montre comment la fonction d’onde
a l'instant t;, peut étre obtenue a partir de la fonction d’onde & un temps plus tot t, a

I’aide du noyau décrivant le mouvement du systéme entre les deux instants :

b(b) = / Ky (b, a)(a)dz, (3.18)

Si le dévelopement en série de [ Eq.(3.12) | pour Ky est substituée dans cette équation,

le résultat sera ainsi un développement en série pour ¢ (b) :

wlt) = [ Kolbayp(@)dz, — 5 [ [ KalboV(o)Ko(e a)drabalde, + . (319

Le premier terme de la série donne la fonction d’onde a 'instant ¢, en supposant que
le systéeme est libre entre les moments ¢, et t,. Dénotons ce terme par ¢ :

Ainsi

o(b) = / Ko(b, a)(a)d, (3.20)

En utilisant cette définition, la série de (3.19) peut étre reécrite comme :
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wt) = o) - 5 [ K.V @s(e)dr,
/ / Kolb, )V (0) Ko(e, AV (d)d(d)drodrg + ... (3.21)

Exemple En utilisant des arguments semblables & ceux qui ménent & (3.17), on peut

prouver que la fonction d’onde 1(b) satisfait I’équation intégrale :

»(b) = — —/KO (b,c)V(c)(c)dr, (3.22)

Cette équation intégrale est équivalente a I’équation de Schrodinger :

—Eaa—f + —v% + V=0 (3.23)

En travaillant dans une dimension seulement, on a donc montré comment I’équation

de Schrodinger peut étre déduite de I’équation intégrale.

3.5 Théorie des perturbations et diagrammes de Feyn-

man

Les 7 diagrammes de Feynman ”

ont prouvé d’une maniére graphique intuitive pour
exprimer la théorie de perturbation. Ces diagrammes émergent naturellement de I’expres-
sion de l'intégrale de chemin pour le propagateur par des techniques semblables & celles
employées par Kac dans sa preuve que ’espérance conditionnelle satisfait & I’équation de

diffusion.

Les outiles mathématiques & employer pour obtenir les diagrammes de Feynman
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sont presque identiques a celles utilisées dans la section précédente, sauf que mainte-
nant nous travaillons dans l'image intégrale de chemin plutét que I'image -mesure de

Wiener-. comme dans (9.17) et (9,18) [23] et nous développons alors le noyau de Green :

K(z,t;y,0) = /zt dz (7) exp [% /Ot <%m$2 - V@)) dT}

[Farmen [ [ 2] S (G ([ Vit )2y

= T(T)exp |- —mx - | = I\T))aT .

0 Plnfy 2™ | &\

Y, ]:0

dans (3.24) expli fg (ma®/2h)dr] apparait en tant que facteur de la fonction a intégrer.
Dans la notation de la section 9[55] (qui est la notation habituelle dans la littérature

mathématique) le fateur p(z,t) = (47 Dt) "/ 2exp(—a?/4Dt)] a été absorbé dans la mesure

et n’est pas explicitement apparu dans I’écriture de 1’espérance.

Le premier terme (j = 0) dans le développement (3.24) :

z,t . t 1
Ko(z,t;y,0) = / dzx (T) exp [%/ §mi2d7']
y 0

,0
_ m oo
— Vomim P [2ht (=) } (3:25)

est le propagateur de la particule libre. Le terme pour j = 1 s’exprime comme

Ki(2,t:7,0) = /y e (1) exp [% /0 taﬁdT} /0 V(a(r))dr (3.26)

,0

Comme dans la preuve de Kac nous échangeons l'ordre de l'intégration et faisons
I'intégration de chemin avant l'intégration de 7. A ce stade dans la preuve de Kac nous
avons discuté la probabilité pour obtenir (9.21) [55], mais maintenant nous employons
le raisonnement légérement différent. Nous faisons appel a la définition de I'intégrale de

chemin comme limite d’une intégrale multiple; notons 7 par ¢;, et notons (1) par z;.
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Ceci donne

N m (N+1)/2
(z,t: = A
K;(z,t;y,0) Zj:( t) / Ed‘”l <2mhAt)

‘ N
m 2
X exp [Mkz_% (Tp1 — )" | V(zy) (3.27)

Les intégrales pour k =1......5 — 1l et k= j + 1...., N sont justes des intégrales de la

particule libre. Pour j = 1, il & noter :

(x,t;y,0 / dT/d§K0 — &t —1)V(OKo(&E—y,7) (3.28)

définissons donc :

et comme dans la section 9 [55], il suit

x,t t
Ki(z,t;y,0) = / dx (7)exp [Zg/xsz]

/ drs / dro... / eV (2 () V (@(7))

— /0 ar / A€ Ko (2,16, )V () Ky (€.7:5,0) (3.30)

et

K(x,t:9,0) i_o:( ) (@, :9,0) (3.31)

7=0
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Comme avant, nous pouvons immédiatement établir ce qui suit :

0

La transformation de Fourier sur le temps de K (z,t : y,0) est
i [t
G(z,E:y,0)= 7—1/ dTK (x,T : y,0) (3.33)
Donc la transformation de Fourier d’équation (3.32) est
G (2,E :y.0) = Go(x,E : y,0) - / dCGy (2, B: C,0)V (€) G (¢, B,y,0)  (3.34)

—00

Dans certains problémes, V(x) est continu par morceaux. Il est alors nécessaire d’énoncer

la théorie des fonctions sectionnellement analytiques [46].
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Chapitre 4

METHODE DE RESOLUTION
UTILISANT LES FONCTIONS
ANALYTIQUES ET LES
FONCTIONS
SECTIONNELLEMENT
ANALYTIQUES

Ce chapitre présente un ensemble de méthodes diverses de résolution des équations
intégrales. Ces méthodes ont toutes pour outil commun, 'utilisation des fonctions ana-
lytiques de la variable complexe dans le plan complexe C [20],[21],[35],[46],[57],[61]. Elles
permettent la résolution, explicite dans beaucoup de cas, d’équations intégrales d’une
seule variable (réelle ou complexe). Nous obtenons aussi a 'aide de la théorie du pro-
bleme de Hilbert, des résultats concernant ’existence et I'unicité des solutions de certaines

de ces équations intégrales.

71



4.1 Les fonctions analytiques

La méthode de Wiener-Hopf

Introduction : Equation de Wiener-Hopf On considére le probléme suivant :
Probléme(1) :

cherchez f, nulle pour t < 0 vérifiant :

/+OO k’(t — to)f(to)dto = g(t), tE]O, +OO[ (41)

ot k(t) est une fonction donnée définie sur R, appelée noyau et g(t) est une fonc-
tion donnée définie pour ¢t > 0. (4.1) est appelée équation intégrale de Wiener-Hopf de
premiere espece.
Probléme(2) :

On cherche une fonction f, définie pour tout tel, vérifiant :

+oo
£(t) = / B(t — to) £ (to)dto + 9(1) (4.2)

ou le noyau k(t) et la fonction g(¢) sont définis pour tout teR. (4.2) est appelée équation

intégrale de Wiener-Hopf de deuxiéme espéce.

4.2 Méthode de Wiener-Hopf

L’équation (4.1) est une équation de convolution, l'utilisation de la transformation
bilatérale de Laplace (ou transformation de Fourier selon [46]) est la base de la méthode
Wiener-Hopf que nous allons expliciter pour résoudre ’équation (4.1). Pour cela, nous
allons faire les hypothéses suivantes :

Le noyau est borné et vérifie :

k(t) = O(exp(—blt])),  t— o0 , b>0 (4.3)

72



La fonction donnée g(t) est localement bornée et telle que,

g(t)=0(exp(ct)), t— 400, 0<c<b (4.4)

Alors on cherche f(t) localement bornée et telle que :

f(t) = O(exp(at)), t—4o00 ,0<a<b (4.5)
Introduisons
0 t>0
9+(t) = (4.6)
g, t<0
o (t) = — K (t — to) f (to) dto t>0 )
0 t<0
=4 0 -0 (48)
0 t<0

On vérifie alors que :

g+(t) = O(exp(bt)), pour t — —oo (4.9)

Considérons formellement les transformées bilatérales de Laplace :

F_(s) = +OO f-(t)e *dt (4.10)

Go(s) = /_ e (etdt — /_ g(t)e"dt (4.11)
+00

G (s) = / o () e dt (4.12)



K(s) = /_+O<> k(t)e *'dt (4.13)

Le comportement de type exponentiel décroissant du noyau k(t) montre que sa
transformée bilatérale de Laplace K est définie pour tout selt. Elle se prolonge en outre
dans le plan complexe en une fonction analytique pour tout s telle que —b < Re(s) < b.
De méme la fonction G (s) se prolonge en une fonction analytique dans le plan complexe
définie pour Re(s) < b. Les transformées bilatérales de Laplace F_ (s) et G_ (s) ne
sont pas & priori définies pour s réel, on peut les définir pour s complexe vérifiant
respectivement, Re(s) > a, Re(s) > c.

La transformtion bilatérale de Laplace formelle appliquée a (4.1) permet de trouver

F_(s) et G4 (s) vérifiant :
K (s)F_(s)=G1(s)+G_(s) (4.14)

relation qui vaut pour tout s appartenant a la bande commune d’analyticité des fonctions

K, F_  G,,G_, ie pour s vérifiant :
{seC;maz(a,c) < Re(s) < b} (4.15)

Alors le type d’équation (4.14) rentre dans le cadre général suivant :
Probléme(3) :-
Trouver F_et F' telles que :
s — F_(s) soit analytique pour Re(s) > a, et s — F(s) soit analytique pour

Re(s) < b, a,beR, a < b, vérifiant :
A(s)F_(s) + B(s)Fy(s) = C(s) (4.16)

ou les fonctions A, B, C' données de la variable complexe s sont pour a < Re(s) < b;

la résolution du probléme(3) est alors basée sur deux idées qui sont la factorisation et la
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décomposition d’une fonction analytique définie dans une bande du plan complexe plus

précisément si nous pouvons factoriser A/B sous la forme :

H_(s)
= (4.17)

avec H_(s) analytique dans Re(s) > a, H_(s) # 0, pour tout s (avec Re(s) > a),
et H,(s) analytique dans Re(s) < b, H,(s) # 0 pour toute s (avec Re(s) < b) alors

I'équation (4.16) est équivalente a :

H.o(s)Fy(s) + H_(s)F_(s) = % (4.18)
De (4.17) on deduit que :
Ho(s) H (s)
B(s) ~ A(s) (4.19)
donc I’équation(4.18) s’écrit :
H.o(s)Fy(s) + H_(s)F_(s) = % (4.20)
Si nous pouvons alors décomposer C(sf)fég(s) sous la forme :
% _ S.(s) = 5_(s) (4.21)

avec S_(s) analytique dans Re(s) > a, et S4(s) analytique dans Re(s) < b, alors I’équa-
tion (4.20) s’écrit

H(s)Fy(s) = Sy(s) = —H_(s)F(s) = 5-(s) (4.22)

Les deux membres de 1'équation (4.22) sont deux fonctions analytiques sur la bande
a < Re(s) < b, ou elles sont égales. Elle sont donc toutes les deux égales a une

fonction entiére E(s), nous en déduisons finalement toutes les solutions de 1’équation
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(4.16),
S_ (s)

CIORT ONNPSE (UL
S H(5)

Fils) = H, (s)

(4.23)

Décomposition d’une fonction analytique definie dans une bande du plan com-

plexe

Théoréme(1)[46] :

Soit s — G(s) une fonction analytique dans la bande a < Re(s) < 3, soient a,beR

tels que a < a < b < . Si G vérifie 'hypothése du comportement a l'infini :

|G(s)] < , 7>0 ,¢>0,Vs, a< Re(s) <b (4.24)

|s["+1

elle admet une décomposition de la forme :

G(s) =Gi(s) —G_(s) (4.25)

avec G_ est analytique pour Re(s) > a, et G est analytique pour Re(s) < b.
Preuve
Considérons le contour ¢ » suivant du plan complexe : d’aprés la formule de Cauchy,

pour tout s appartenant & l'intérieur du domaine du contour ¢ -, on a :

G(s) = / G 4, (4.26)

u—=S

D’apres (fig.4.1) :

b—id b+id a+id a—id
G(s):/ G(u)du:i[/ G(u)du+/ G(u)du—l—/ G(u)du+/ G v
c, U—S$ 27 | Jgiqg u—s b—id W — S bid U — S atid U — S
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a+id < b +id

a-id ’ b - id

Puisque G vérifie (4.24), alors pour d — +00 on obtient :

Gls) = — / IO F . /b TEGW,, (4.27)

20T Jyioo U— S 2T Jyprivo U— S

En posant
1 [P G (u)
= 4.2
G (s) ik /a_ioe U — sdu (4.28)
et
1 b+ioo
G_(s) = — / G ) 4 (4.29)
2T Jorico U—S

ou G_ et G sont analytiques d’aprés (4.24) pour Re(s) > a et Re(s) < b respectivement.

Remarque(1) : La décomposition obtenue au théoréme précédent n’est pas unique,

en particulier on peut ajouter & G, et G_ une méme fonction entiére.
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Factorisation d’une fonction analytique dans une bande du plan complexe

Théoréme(2)[46] :  Si H est une fonction analytique dans la bande o < Re(s) < 3,
qui vérifie;
()
H(s)#0 , a < Re(s) < f (4.30)

(ii) Il existe une constante non nulle notée H(oo) telle que :

|H(s) — H(0)| < %, C>0,7v>0, a<Re(s)<p (4.31)

alors H se factorise sous la forme :

H(s) = (4.32)

ou H_ et H, sont des fonctions analytiques respectivement pour Re(s) > a > a, et

Re(s) < b < (8 donnée par :
Hy(s) =) H_(s5)=efO (4.33)

et ne s’annulent pas dans leurs domaines respectivement d’analyticité (G_ et G sont
des fonctions analytiques respectivement dans Re(s) > a et Re(s) < b).
Preuve
Nous voulons ainsi factoriser H(s) sous la forme (4.32) avec H_ analytique pour
Re(s) > a et H, analytique pour Re(s) <b,ou a<a<b<}f.
Lorsque H(s) et telle que log H(s) est bien défini dans la bande a < Re(s) < et
vérifie 'hypothese (4.31), il suffit d’appliquer le théoreme(1) a log H(s) pour obtenir :

log H(s) = G1(s) — G_(s) (4.34)
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d’ou
eG+(S)

H(s) = G+ (8)=G-(s) — Weak (4.35)

Or sous les conditions (i) et (i7), il existe un entier relatif p tel que pour

P (4.36)
les fonctions log H(s) soient définies de maniére unique et vérifient (4.24).

Remarque(2) : Si la fonction H ne vérifie pas (i) mais vérifie (i), la méthode du
théoréme(2) ne s’applique pas directement. Supposons que H présente des zéros de
multiplicité finie dans la bande o < Re(s) < [ et notons aj,as, ......... ,a.  les zéros

distincts ou non de H. Introduisons une fonction L telle que :

L(s) = (4.37)
cette fonction vérifie les hypotheses (i), (i7) de théoreme(2) elle se factorise donc sous la

forme :

L(s) = (4.38)

avec L_ (resp L) étant analytique pour Re(s) > a(resp Re(s) < b), on en déduit de
(4.37) et (4.38)que :

H(s) = H@ — a;) - 5}1 ) (4.39)

Remarque(3) : La décomposition d’une fonction n’est pas unique, il en est de méme
de la factorisation, car on peut multiplier le numérateur et le dénominateur par une
méme fonction entiére n’yant pas de zéro dans C. (Avec les notations du théoréme (2)
pour H(s) = gt—g on peut prendre H.(s) = e+ avec G4 (s) la méme notation du
théoreme (2) et le comportement de H.(s) (donc de Hy(s) a linfini).
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Application a ’équation intégrale de Wiener-Hopf de deuxiéme espéce :géné-

ralités  Considérons maintenant le probléme(2) qui consiste a trouver f vérifiant (4.2).

On suppose que le noyau k vérifie (4.3) et on définit cette fois g, et g_ par :

o m=1 90 A
0 t<0 g(t)

On suppose que g_ et g, vérifient

g- (t) = O (expct) t— 400, 0<c<b
g+ (t) = O (expbt) t— —o0

Il résulte de (4.16) et (4.41) que 'on a :

f+(t) = O(expbt) , t— —o0
ou
0 t>0
f+(t) =
f) t<0
et
— 0
=y Y -
0 t<0

On propose donc de chercher f bornée sur tout bornée de R et telle que :

f(t) = O(expat) , t— 400 ,0<a <b

t>0

t<0
(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Désignons par F_,G_, K, F,, G les transformées bilatérales

de Laplace de f_ ¢g_, k, f+, g+ on a:

F_ est analytique dans Re(s) > a
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G_ est analytique dans Re(s) > ¢
F', est analytique dans Re(s) < b
G est analytique dans Re(s) < b
K est analytique dans —b < Re(s) < b
Les fonctions F,, G, F_,G_, K ont en commun la bande d’analyticité mazx(a,c) <

Re(s) < b ety vérifient (d’apres (4.2) par la transformation de Laplace :
Fo(s)=[1—-K(s)|[F_(s)+ G(s) + G_(s) (4.45)

qui est une équation de type (4.16) qui peut se résoudre par la méthode de la factorisation

et la décomposition.

4.3 Les fonctions sectionnellement analytiques

4.3.1 Les fonctions sectionnellement analytiques (s.analytiques) :

Définition(1) : Un arc de courbe différentiable est I’ensemble des points de coordon-
nées (x,y),
x=x(t)
. <t <ty (4.46)
y=y(t)
(to et t, finis, si bien que par la suite, un arc de courbe différentiable sera une par-

tie compacte de R?), ou les fonctions z(t) et y(t) sont différentiables et telles que :

dr\? dy\?
=) () #0 V6 t<t<h (4.47)
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les extrémités, notées a et b, sont des images de ¢, et t,. Nous supposons qu’il n’y a pas

de point double, ce qui se traduit par la propriété :

~ ta = tp, (448)

Définition(2) : On appelle contour différentiable un arc différentiable fermé, c’est-a-
dire tel que les éxtrémités a et b coincident ainsi que la tangente en ces deux points.

Nous traduirons cette derniére propriété par :

dz(te+0) _ dz(tp—0)

dy(ta+0) _ dy(t,—0)
dt dt ’

Définition(3) : On appelle courbe différentiable une union finie d’arcs ou de contours
différentiables, d’intersection vide. Une courbe différentiable par morceaux est une union
d’arcs différentiables dont les extrémités peuvent coincider. Dans ce cas, les tangentes

sont en général différentes en ces points.

Définition(4) :  Une fonction ® du plan R%est dite sectionnellement continue, (s.continue)
relativement & un arc ou & un contour L, si elle est continue en tout point z, zef? — L, et
si elle est continue jusqu’au bord de part et d’autre de ’arc ou du contour L (& I’exception

éventuelle de deux extrémités de l'arc).

Remarque(4) : Une fonction s.continue admet donc des limites éventuellement diffé-
rentes de part et d’autre du contour L. Nous noterons &, et ®; ces limites dans le cas
d’un contour, ®; étant la limite a 'intérieur du contour et ®, la limite a ’extérieur. Les

fonctions ®,(t) et ®.(t) sont donc des fonctions continues en 1’abscisse t.

Définition(5) : Une fonction @ (s) du plan complexe est dite sectionnellement analy-

tique (ou s.analytique) relativement a une courbe différentiable L si :
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1) elle est analytique en tout point non situé sur la courbe L,
2) elle est s.continue relativement a la courbe L,

3) elle vérifie au voisinage de toute extrémité a des arcs de la courbe L

Cc

|D(s)] < —s ¢ L 0<a<1ol cestune consante. (4.50)

|s —al
Intégrales de Cauchy et formules de Plemelj

Soit L un contour ou un arc. Nous allons examiner les propriétés des intégrales de

Cauchy de la forme :

2im ). 2 — s

dz, seC —1L (4.51)

ou f(z) est une fonction définie sur la courbe L.

Lorsque la fonction f(z) est intégrable, la fonction @ (s) est définie et analytique en
tout point s non situé sur la courbe L. Mais elle n’a pas de sens lorsque le point s est sur
la courbe L, car alors la fonction f(z)/(z — s) n’est pas intégrable lorsque z parcourt la
courbe L.

Sous certaines hypothéses concernant la fonction f, nous allons définir, lorsque s
est sur la courbe L, une fonction liée a l'intégrale (4.51) que nous appellerons valeur

principale de Cauchy.

Définition(6) : Nous appellerons valeur principale de Cauchy que nous noterons :

1
2im J, 2 —s
la limite suivante, quand elle existe :
1 ér .1
— &dz def hm+/ 1) dz, zeL. (4.53)
2im Jp z—s =024 J 1 (LAB(se)) 2 — S

ou B (s,¢) est la boule du plan complexe de centre s et de rayon e.
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Proposition(1)[46] : Soit L un contour ou un arc de classe C1#. Supposons que la

fonction f(z) soit holderienne sur la courbe L, i.e vérifie :
|f(z1) = f(22)] < |z — 22‘,8 ,0< B<1 2z, 29 . (4.54)

Alors la valeur principale de Cauchy donnée par (4.53) existe en tout point s de la courbe
L et elle est une fonction continue de s.
Preuve :
considérons d’abord le cas ot L est un contour. Nous avons :
1 1 —
fe, 1 [E)-1),,

L1 / _dz_
2T JL_(LnB(se) Z — S 20T J_(LAB(se) 2 S 27 S (LAB(s,e)) Z — S
(4.55)

L’hypotheése (4.54) montre que le premier terme du second membre admet pour limite

quand ¢ — 0, l'intégrale suivante :

L [ () =f(s)
%/LT(ZZ (4.56)

La limite du second terme du second membre est f(s)/2 (ici intervient I’orientation

positive de parcours du contour). Nous avons donc :

I d_2m/f po +@ (4.57)

2 LZ—S 2

La continuité de cette expression de s résulte alors d’aprés le théoréme de Lebesgue .
Théoréme(3)[46] :  Soit L un contour ou un arc de classe C1#; alors la fonction :

D(s) = 1z ) , s¢ L (4.58)

2w Lz—s

est s.analytique lorsque la fonction f est holderienne. Dans ce cas les limites non tangen-

tielles ®; et @, de cette fonction, de part et d’autre de la courbe L, vérifient les formules
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de Plemelj suivantes :

D, (s) — P (s)=f(s) sel
®;(s)+ Pe(s) ==X ¢, IG) g, seL

1T zZ—S

(4.59)

(si L est un arc, s différent les extrémités de L) ou la valeur principale de Cauchy

est donnée par (4.53).

4.3.2 Probléme de Hilbert

Introduction :

Nous étudions dans ce paragraphe un probléme général concernant les fonctions
s.analytiques et appelé généralement probléme de Hilbert (ou également probléme de
Riemann-Hilbert) [46].

Nous en donnons, sous certaines hypothéses concernant les données, la solution géné-
rale dans le cas d’'un contour, puis d’un arc et enfin dans le cas d’une droite infinie.

Soit L un contour ou une droite infinie. Le probléme de Hilbert consiste en la recherche
d’une fonction ¢ s.analytique relativement a la courbe L (voir définitions (1) a (5), §1).
Nous lui imposons en outre d’avoir une croissance au plus polynomiale a 'infini et de

vérifier I’équation :

0i(2) = A(2)e.(2) + B(2), 2L, (4.60)

o A(z) et B(z) sont des fonctions données sur la courbe L. Rappelons que ¢,(z) et
©.(z) sont définies de méme maniére au paragraphe §1. Le probléme de Hilbert est dit
homogene si B = 0. Nous suposerons dans tout ce paragraphe que A n’a pas de zéros sur

la courbe L.

Le probléme de Hilbert dans le cas ou L est un contour Nous supposerons par

commodité que 'origine des coordonnées est intérieure au contour L. Examinons d’abord

85



la résolution du probléme homogeéne. Dans le cas ou la fonction A(z) est telle que logA(z)

admet une définition univoque sur le contour L. [’équation homogéne de Hilbert :

@, (2) = A(2) @, () (4.61)

est équivalente a

log ®; (2) — log @, (z) = log A (2) (4.62)

Donc une solution est donnée dans ce cas utilisant les formules de Plemelj (si logA(s)

est holdérienne, et si L est de classe C1¥), pour les fonctions log ®.(z) (resp log ®;(2))

on obtient :
1 log A(s) —log A
log ®.(z) = —/ 0g A (s) — log (z)ds, zeL (4.63)
2im ), s—z
1 log A(s) —log A
log ;(2) = —— / ogA(s) —logA(2) )1 g A(z),  zeL (4.64)
2im J;, §—z

de (4.63) et (4.64) on en déduit les formule de Plemelj :

log®; (z) —log @, (2) =log A(z), z el
£:(2) ~ log . (2) = log A () e
log ®; (z) +log ®. (2) = = legf(zs)ds, zeL.
d’ou
1 log A
B(2) = exp(— / 08 A() 1) seC, 2 ¢ L (théo(1),§2). (4.66)
2im ), s—z

Dans le cas général, nous allons suivre la méme idée pour trouver toutes les solutions du

probléme de Hilbert homogéne.

Définition(7) : L’indice p est un entier relatif égal au rapport a 27 de I’accroissement

de Pargument de A(z) lorsque le point z parcourt le contour L :

p= o farg A(2)], (4.67)

2T
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Proposition(2)[46] :  Soit A(z) une fonction définie et holdérienne sur un contour L
( L de classe C*”) et ne s’annulant pas sur ce contour : si p désigne I'index donnée par
la définition précédente, le probléme de Hilbert homogene (4.61) admet comme solution

particuliére la fonction ®(z) s.analytique suivante :

& (2) exp (= [, dslog (sTPA(s)) /s — z), si z est intérieur au contour
Z) =
zPexp (5= [, dslog (s PA(s)) /s — z), si z est extérieur au contour
(4.68)
Toutes les autres solutions du probléme de Hilbert homogene sont de la forme :
O(z) = ®(2)P(2), (4.69)
ou P(z) est un polynoéme quelconque.
Preuve :
L’origine étant intérieur au contour, la fonction :
A
v — Ag(z) = 2 PA(2) = (j) (4.70)
2

a un indice nul et ne s’annule pas sur le contour L (i.e, Ap(z) ne subit pas d’acroissement
lorsque z parcourt L et log Ag(z) est une fonction continue sur L). Son logarithme a une
détermination unique et une solution ¥ du probleme de Hilbert homogéne correspondant

a la fonction Ay est donnée par (4.66) :

U(z) = exp(% /L %d!‘s), zeC, z¢ L (4.71)
et ainsi
U,(z) = Ap(2)T(2) zel (4.72)
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considérons alors la fonction ® définie par :

U(z), si z est intérieur au contour
O(2) = (4.73)

st z est extérieur au contour.

zP

il est clair que la fonction ® est une solution du probléme homogéne de Hilbert relatif &
la fonction A. Ceci montre la premiére partie de notre proposition.

Démontrons enfin (4.69). Soit donc © une autre solution de notre probléme i.e :

Oi(z) = A(2)O.(2), zeL (4.74)

Nous avons donc

G)z' (Z) . @e (Z)
=% zel (4.75)

e(Z)’

Mais la fonction ® ne s’annulant pas dans le plan complexe, la fonction 28 est analytique.

O(z)
®(2)

Etant d’autre part & croissance polynomiale & I’infini, cette fonction est un polynéme
d’aprés le théoreme de Liouville. Réciproquement, il est clair que toute fonction de la

forme ®(z)P(z) ou P est un polyndome, est une solution de notre probléme

Théoréme(4)[46] : Soit A holdérienne d’index p et B holdérienne définie sur le contour
L (avec L de classe C1#); le probléme de Hilbert d’équation (4.60) admet pour seules

solutions les fonctions s.analytique ¢ suivantes :

o(z) = q;g;) /L i j E?_ s+ P20 () (4.76)

ou P est un polynoéme quelconque et ot ® est la solution du probléme homogene donnée

par (4.68), ®;(z) étant la limite intérieure de ®(z) sur le contour L :

D,(z) = exp(% log log A(z) + L fL Mds) zel (4.77)

zP um s—z
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Si nous imposons en outre aux solutions de tendre vers zéro & l'infini, nous aurons selon
la valeur de I'index p :

i) p =0, il y a une seule solution correspondant & P =0

ii) p > 0, il y a une infinité de solutions correspondant a tout polynéome P de degré
inférieur ou égal a p — 1;

iii) p < 0, il y a une seule solution si et seulement si la fonction B(z) vérifie les

conditions :

s™B(s)
——2ds=0, 0<m<-—-p-—1. 4.78
L% e

Preuve :
Soit ®(z) la solution particuliere du probléme homogéne donnée par(4.68). Les fonc-
tions ®;(2) et ®.(z) correspondantes ne sannulant pas sur le contour L, nous pouvons

remplacer I’équation (4.60) par ’équation

©; (2) v, (2) B(z) zel. (4.79)

D’aprés les formules de Plemelj (voir théoréme(1) , §2), une solution particuliére est

donnée par :

o(z) = @(z)i ’ #(j)_z)ds, z¢ L, zeC. (4.80)

On obtient toutes les solutions en ajoutant a cette solution particuliére toutes les solu-
tions de ’équation homogeéne correspondantes qui sont données par (4.69), i.e, 'équa-
tion :

o(2) =P(2)P(2), (4.81)

ou P(z) est un polyndéme quelconque. Nous avons obtenu 'expression de la solution
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générale de notre probleme :

o(z) = @(z)% /L #(?_Z)ds + O(2)P(2). (4.82)

Au lieu de ®(z) nous pouvons prendre ®;(z) a Uintérieur de L et ®.(z) a Pextérieur

de L, i.e, :

o) = ®; (2) 5= [, %ds +®,(2)P(2), sizestalintérieur au contour L
P, (2) 5= [, %ds + . (2)P(2), si z est a l'extérieur au contour L
(4.83)

Examinons le comportement a l'infini de ces solutions selon la valeur de l'index p.
Les fonctions ®;(z) et ®.(z) sont définies par (4.73); donc le premier terme du second
membre de (4.76) est d’ordre (—p — 1) a linfini, le second terme d’ordre (m — p), m
désigne le degré du polynéme P(z).

i) Si p = 0 le premier terme sera d’ordre négatif a l'infini, alors que dans le second il
faudra prendre P(z) = 0. Notre probléme admet de toute évidence une solution unique.

ii) Si p > 0 le premier terme du second membre est d’ordre négatif a 'infini, quant
au second terme, il sera d’ordre négatif si et seulement si m < p, i.e, la formule (4.76)
s’annule & l'infini si P(2) est un polynéme de degré inférieur a p. Dans ce cas notre
probléme admet une infinité de solutions nulles a ’infini.

iii) Si p < 0, compte tenu de ce qui a été dit plus haut sur l'ordre des termes du
second membre, il est aisé de voir qu'il faut prendre P(z) = 0 et qu’en outre le premier
terme ne doit pas contenir de termes en z P71, z7P72 .. 2% 1i.e, le développement de

I'intégrale

1 B (s) S:_z__l B (s) S_z__2 sB(s)S
2im ) @; (s) (s—z)d 2im ) @, (s)d 22'7T/L P, (s)d

qui a lieu pour |z| suffisamment grand ne doit pas contenir de terme s en 2!, 272 ... 27P.

On est ainsi conduit aux conditions suivantes, et qui sont nécessaires et suffisantes pour
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que notre probléme admette une solution nulle & I'infini :

s"B(s) , o o
/LCI%(S) ds=0,(m=0,1,..,—p—1) (4.85)

Si ces conditions sont réalisées, notre probléeme admet une solution unique, nulle & I'infini

et définie par la formule (4.76) ; P(z) étant identiquement nul.

Le probléme de Hilbert dans le cas d’une droite Examinons la résolution du
probléme de Hilbert (4.60) dans le cas de la droite L d’équation Re(z) = b.

Les solutions du probléme homogéne sont données par la proposition suivante.

Proposition(3)[46] : Soit A holdérienne sur la droite Re(z) = b, ne s’annulant pas

sur cette droite et vérifiant :

1
A(z)=140 (—) : v >0, pour |z| — oo; (4.86)

2]

et soit I’entier p appelé index défini par :

1
p [ lim argA(z)— lim a,rgA(z)} ,avec zeC' et Re(z) =b (4.87)

21 | Imz—+oo Imz——o00

Une solution s.analytique relativement a la droite du probléme homogéene de Hilbert est

donnée par : (Re(a) > b et Re () < b).

~—

(=22)) (s—2)ds), Re(z) >0

5(2) (z—B) Pexp (2%” :_tf;o log (A (s
z) = :
(z —a) Pexp (ﬁ bb_tt;o log (A (s) (zig)p) (s —2)"" ds) , Re (2) <.
(4.88)
Toutes les autres solutions s.analytiques sont de la forme
O(z)=P(2)P(2), (4.89)

ou P (z) est un polyndéme quelconque.
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Preuve :
Soit « et § deux points du plan complexe tels que :
Re(a) > b et Re(B) < b.

Considérons la fonction Ay définie sur la droite L :

Ao(2) = ("’ —F )pA(z), velL (4.90)

zZ—

Elle est holdérienne sur cette droite, vérifie '’hypotheése (4.86) et son index est nul. Nous
pouvons donc définir log Ay (z) de maniére univoque sur la droite L. Le probléme homogéne

de Hilbert peut s’écrire de la fagon suivante
log (®; (2) (2 — B)P) —log (P. (2) (z — @)P) = log Ao(2), zel (4.91)

Le second membre de (4.91) vérifie les hypothéses (i.e, holderienne et f(z) = f(o0) +
O(z7P),8 >0, zeC, f(c0)eR) , avec log Ag(co) = 0, et nous avons donc, d’aprés cette
proposition, la formule (4.88). La démonstration de (4.89) est analogue au cas déja consi-

déré du contour.

Théoréme(5)[46] :  Soit A holdérienne sur la droite L d’équation Re(z) = b, ne s’y

annulant pas et vérifiant :

C
¥ Y

() 1< v>0,  zel, (4.92)

et soit B holdérienne sur la droite L et telle que :

|B(z) — B(c0)| < < v >0, zeL. (4.93)
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alors les seules solutions s.analytiques relativement & la droite L du probléme de Hilbert

(4.60) sont données par :

®(2) / e B(s)

o(z) = om0 o Bi(s) (s = z)dS +P(2)®(2), z¢L (4.94)

ot @ est donnée par (4.88) et ®; est donnée (pour zeL) par :

1= e pheats (S s &of om0 (22)) 2

et P est un polynéme quelconque, et ou « et 3 sont des nombres complexes tels que
Re(a) > b et Re(B) < b.

Preuve :

Elle découle de la proposition (3) ci-dessus et de la proposition (2), en remarquant

que I’équation (4.60) se rameéne a

e (2) = zel, (4.96)

D, (2) et P, (2) étant les limites intérieures et extérieures de la fonction & données par

(4.88).

Remarque(5) : Les solutions données par (4.95) du probléme de Hilbert dans le cas
d’une droite ont a 'infini, dans une direction non paralléle & la droite L, un comportement
en |z|7?. Ceci nous permet de caractériser, comme aux théorémes (1) et (2) les solutions
qui tendent vers zéro & l'infini dans une direction non paralléle a la droite L selon la

valeur de l'index p défini par (4.87).

Equation intégrale de Wiener-Hopf de deuxiéme espéce : Nous avons déja étu-
dié ’équation intégrale de Wiener-Hopf de deuxiéme espéce a la sectionl. Nous reprenons

ici cette étude par la méthode du probléme de Hilbert, ce qui permet d’affaiblir les hy-
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pothéses. Rappelons qu’il s’agit de trouver une fonction f(t) solution de

f(t) = /Ooo k(t — to) f(to)dto + g(t), —00 < t < 00, (4.97)

ou g(t) et k(t) sont des fonctions données définies pour tout t réel. Nous supposons qu’il

existe b réel, b >0, tel que :
k(t)exp(—bt) et g(t)exp(—bt) sont intégrables sur 'axe réel. (4.98)

Nous cherchons une solution f(t) telle que f(t)exp(—0bt) soit intégrable sur I’axe réel.
Pour appliquer le théoréme de convolution a la transformation bilatérale de Laplace nous
devons avoir pour intervalles d’intégration 'intervalle —oo < t < 400 . Procédons comme

suit. Introduisons les fonctions :

0 st t>0 —f(t) si t>0
f+ () = ' L ()= |
f(t) st t<0 0 si t<0
(4.99)

et les transformations bilatérale de Laplace

F.(s) = _:O fr(t)e dt = /_ : f(t)e " dt, Re(s) =b (4.100)
Fo(s) = _:O (e *tdt = /O et Re(s)=b  (4.101)
K(s) = /_ :o k(t)e"dt, Re(s) = b (4.102)

F(s) = _;OO J(t)edt = Fi(s) — F_(s) Re(s) = b (4.103)
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G(s) = /+OO g(t)e *dt, Re(s) =10 (4.104)

Ces transformations sont définies pour s sur la droite Re(s) = b, d’aprés ’hypothése
(4.99). De plus F;, est analytique pour Re(s) < b et F_ est analytique pour Re(s) > b.
Rappellons que I'hypothése (4.99) entraine que toute les transformations bilatérales de

Laplace tendent vers zéro & l'infini ; en particulier :
K(s) —0 quand |[Im(s)| — oo, Re(s) =b (4.105)
L’équation (4.98) entraine

Fi(s)=[1—K(s)]F_(s) + G(s), Re(s) =10 (4.106)
En considérant la fonction ¢(s) analytique relativement a la droite L, I’équation Re(s) = b
définie par

F, (s), si Re(s) <b,
F_(s), st Re(s) > 0.

(4.107)

I'équation (4.106) peut étre considérée comme un probléme de Hilbert pour cette fonc-

tion . En posant (compte tenu de lorientation de la droite L (de gauche a droite)

pi(s) = F_(s
seC, Re(s)=b, (4.108)
. (s) = F4 (s)
ce probléme s’écrit :
1 1
G(s), Re(s) =b. (4.109)

pi(s) = m%(s) + () =1

Toutes les solutions s.analytiques de cette équation sont données par le théoreme(3).
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Proposition(4)[46] :  Soient k et g deux fonctions données vérifiant (4.99) et telles
que leurs trasformations bilatérales de Laplace K et GG soient holdériennes sur la droite
L d’équation Re(s) = b. Supposons de plus que la transformée bilatérale de Laplace
vérifie
C
|K(s)] < ik v >0, sel, (4.110)
s
et que (1 — K(s)) ne s’annule pas sur la droite L. Alors la transformation bilatérale de

Laplace F' de toute solution f(t) de I’équation (4.97) est donnée par :
F(s) = @;(s) = @c(s), seL, (4.111)

ou la fonction s.analytique ¢ est la solution de (4.109) et donnée par :

3] C 11 By (%/mzlg ((1 X f(fs<s_>>ﬁ <)si - a)p) Z) Re (z) > b
T (Tm/b_m log <(1 - [55(;))588 . a)p) S _SZ) Re(z) < b

(4.112)

P g | i, e (%K& T e, g(l_%q)) o I)

%)= 7 ! o (4.114)

o (e (e (20) )+ ﬁf:lg ((50) k) i) e
par

o) = @27(;) /::o e (1(—;(;)(63) = PO, 2¢ L (4115)



ou P(z) est un polynéme tel que :
i) sip >0, degré (P) <p-—1;
ii) p= 0, P=0;

iii) p < 0, il n’y pas de solutions sauf si

)

—(p+1), (4.116)

<m

IN

s™G (s) B
/Lcm DI 0 .
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Chapitre 5

APPLICATIONS

Dans de chapitre, nous avons traité quatres problemes par la méthode des équations
intégrales : le probléme du potentiel de Heaviside & une dimension, les problemes a deux
dimensions relatifs aux potentiel puits et barriére finie et puits infini.

Nous avons aussi construit la série de perturbations et calculer ses termes moyennant
la théorie de Feynmann développée au chapitre 3. Nous avons trouvé que les termes
succéssifs de la série sont reliés par une formule intégrale que nous avons pu résoudre
et sommer la série pour obtenir la fonction de Green pour deux types de potentiels : le
probléme d’une barriére finie de Heaviside & une dimension, le probléeme d’un puits infini

4 deux dimensions.

5.1 La fonction de Green pour le potentiel de Hea-
viside
5.1.1 Solution par la méthode directe :

On considére le probléme aux valeurs propres a une dimension (dans $ ) suivant :
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<—%A + V(@) U = EV (5.1)

ot V(x) est la fonction de Heaviside c’est & dire égale & V pour = > 0 et nulle
pour z < 0. Les conditions aux limites sont celles de Dirichlet-Neumann (continuité de
la solution et de sa dérivé aux points frontieres). Nous allons démontrer que le noyau
de Green relatif a ce probléme obéit & une équation intégrale dans C' que nous allons

résoudre pour trouver les solutions du probléme.

+o00
G Eiy) =GolnBiy)— [ A E:OVEOCEE:) ()
Pour
V =Vl (x) (5.3)
si x>0,
avec Vo >0, et, 0(z)=
0 si x <0.
Donc (5.2) s’écrit
+0o0
G@Eiy) =Gole.Bi) =V [ diGo(wE:GEEy)  (5:4)
0
Notons par
Gz, E:y)=g(z,y) (5.5)
Donc (5.4) s’écrit
+o0o
ole) = anle.) = Vo [ dsan (o= ) a(6.0) (5.6)

ou

400
go (z,y) = 2/ dT Ko (x,t : y,0)exp (—iEt)
0

99



- %exp (—klz —y|) avec k* =2mE (5.7)

D’ou (5.6) s’écrit
mVy

m +oo
glo) = Fow (ko —y) = "0 [ dtexp (o= €)g€n)  63)

0

()= exo (ko —yl) = 0 [ deexp -k -al)g,©) 69

L’équation (5.9) est du type de I’équation (4.2) du probléme de Hilbert Secl. Sa solution
est donnée par la formule (4.94) de théoreme (5) du Sec3. Le cas ou L est une droite

(A’'Eq Re(s) = b), chapitre 4, ot P(z) est un polynome nul ie :

©(s) = w/b - &(h’ : s¢ L (5.10)

270 Jyivo @i (7) (T —9)
Avec
¢ (r) =g, (2) (5.11)
B(x) = - exp (~klz — ) (5.12)
k(z) = —mTVOexp(—mxy) (5.13)

Soient ®; (s), P, (s) les limites intérieure et extérieure de & (s) solution du probléme

homogene de Hilbert,

B = | :° B (2) exp (—sa) d
- :" exp (k| — y]) exp (—sz) di
- mew i) [ :" exp (“kful)exp (—su)du, ot u=z—y
_ mexp () ( / OO exp((h — ) u)du + / " exp (—k — 5)u) du)
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exp (—sy)

=2m 22

avec —k<s<k (5.14)

L(s):/ Ook(x)exp(—sx)dx

+oo
= —mTVO/ exp (—k|z|) exp (—sz) dx
2mVy
s? — (k* + 2mVp)
1—-L(s)= gy

— (is_—% Ej i 2;) ol A = V2 4 2mV, (5.16)

Notons

®; (s) =®" (s) pour Re(s)<b, et ®.(s)=® (s) pour Re(s)>b.

Y k
o (s) = et () = i (5.17)

Région Re(s) < b. La formule (5.10) s’écrit sous la forme :

+ (s b+ioco T
p" (s) = (I)Qifr)/b. %dr (5.18)

Pour la droite immaginaire (d’éq Re(s) = 0), la solution est :

_ +ico 2 —
o= gt [ P ) g
27T2k S — k — 4500 (kQ _T2>7—_>\1 (7__8)
T—k
_ +i00 —
___m (s A1 / 2k exp (—Ty) (5.19)
2imk \ s =k ) Joioo (K+7)(T =) (T —5)

Voyons le cas y < 0 :
Alors le théoréme de résidus donne le calcul de ce intégrale, le demi cercle est sur la

gauche de I'axe immaginaire, donc il y a deux poles simples I'un pour 7 = —k et 'autre
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pour 7 = s

Loyom(s—=X 2k exp (ky) 2k exp (—sy)
7 (3)—E(s—k> [(/{:+)\1)(k+s)+(s+k)(s—/\1)1

2m (s — A1) exp ky 2im exp (—sy)

Al s y o Wy Sl ey oy (5.20)

(s

Mais avant d’inverser, il faut revenir & la valeur exacte de k = ik :

A=/ (ik)* +2mVy = ip , ob p=1/k2— k2 aveck}=2mVy, k> ko

ot (s) = 2m (s —ip) exp (iky) 2m exp (—sy)

TGk Gkt (k) (5—ik) (s +ik) (5:21)
Lecas x <0 y
@ =5 [ o Wexp ta)
_ 2imexp (iky) [T (t —ip)exp (tz) 2im [T expt(z —y)
#0) = Guvikyzin /m Crim - o | Gemarw” 522
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Donc pour x < 0 : U'intégrale de premier terme est prise dans le demi-cercle a droite (le
résidus est au pole t = ik). L’intégrale de deuxiéme terme pour x < y est prise dans

le demi-cercle a droite (le résidus est au pole ¢ = ik), pour x > y est prise dans le

demi-cercle a gauche (le résidus est au pole t = —ik) (voir fig.5.1) :
o (z) = _m(k—u)exp(ik;(a:+y)) m —exp (ik (z —y)), T <y (5.23)
ik (k + ) k| —exp (—ik(z —y)), x>y
La solution dans le cas y<0 et x<0 notée g_ _(z,y)
9 (esy) = = |exp (k= yl) + e ik (2 +)) (5.24)
De meme nous trouvons les 3 autres resultats :
Lecas:y>0>x:
2imexp (ikx — ipy)
() = 5.25
4 .0) o (.29
lecasy <0<z
2imexp (—ipx + iky)
(a,y) = 5.26
ge (2.0) — (5.20
lecas: x>0ety >0
() = " lesp il —v) ~ P exp (cin (e y)|  (5.27)
x,y) = — |exp (iplz —y|) — xp (—ip (x :
9+,+ Y L pH Yy itk p H Yy
5.1.2 Meéthode des perturbations :
Reprenons le probléme aux valeurs propres a une dimension (dans R ) :
ﬁ2
——A+V U =FEU 5.28
(<584 Vi) (5.25)
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ou V(x) est la fonction de Heaviside c’est a dire égale a V pour > 0 et nulle pour z < 0.
Les conditions aux limites sont celles de Dirichlet-Neumann. Nous allons maintenant le
traiter par la méthode perturbative qui consiste a développer le noyau de Green en série
et travailler directement sur les propriétes des termes de la série qui sont eux aussi des
fonctions analytiques par morceau (sectionnellement analytiques). Ceci nous conduit a
établir des relations de récurrence entre différents termes du développement perturbatif
que nous arrivons par la suite & les resommer et retrouver les différents résultats par
la méthode directe qu’on vient d’accomplir dans le paragraphe précédent. Le noyau de

Feynman [23] associé & ce probléme est defini comme :

o(T)=z
K(x,T/x0,0) = / Diz(t)] exp(

z(0)=z9

S| =

/ (%mi‘z _V(@))dt) (5.29)

ot D[z(t)] est la measure formelle de I'espace du chemin. La méthode des perturbations

[55] permet d’écrire le noyau K (z,T/xy,0) comme une série infinie :

[e.e]

K(z,T/x0,0) = > K, (2,T/x0,0) (5.30)

n=0

ou :

Jj=n Jj=n
// KQ(I]+1,t]+1/I‘],t]>HV(I‘])dI‘] (531)
e o §=0 j=1

et Ko(xj11,tj41/%j,t;) est le noyau de la particle libre donné comme :

m

1/2
o) elimar = 2 - ) (532

Ko(zj1,ti /2, 15) = (W
J
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La transformation de Fourier de K,,(z,T/z0,0) en T est :

gn(z,20) = i/Kn(a:,T/xo,O) exp(—iET)dT (5.33)
0
donc on peut écrire :
+oo +Ooj:n j=n
gn(l‘,l'0> = (_1)n / / gO(x]+17x]) Hv(w‘j)dl‘]
oo —oo0 70 J=1
oo j=n—1 j=n—1
= (=1)" / dx,go(z, x,)V (2,) 9o(Tj11, ;) H V(x;)dx;
—00 J=0 J=1
+oo
= [ dng )V @) () (5.34)
ou :
g0l z0) = i / AT Kofa, T - ,,0) exp(~iET) = " exp(—k |1 — ) (5.35)
0
k* = 2mE et :
V(z) = Vob(zx), (Vo > 0) (5.36)

Apres le substitution de la derniére expression de potential V' (x) dans (5.34), on obtient :

—+00
mVo

onle0) = gnl) = =22 [ dgexp(—k [~ €)) gua(€) (5:37)

0

Dans les étapes suivantes on utilise les notations de [57] comme :
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0; x>0 B — gn(z); x>0
gn () = et g, () =
gn(z); <0 0; x < 0.

Donc I’équation (5.37) s’écrit :

o1 (@) = g, (@) = " [ dgexp(~Klz = €]) g, 1@

(5.38)

(5.39)

La transformation bilatérale de Laplace au point x de "I’équation intégrale” (5.39) est :

mVo

ou :

0

g (s) = /gn(ﬂﬁ)eXp(—SI)dx 1 5<0

—0o0

9, (s) = —/gn(:t) exp(—sz)dr ;s> 0

2
K(s) = /dmexp(—sx—k|m|):kz—_ks2 telle que — k< s <k

—0o0

puis on calcule les trois termes seccessives de cette série de perturbation :

_ —2mVy _
g:(S) — 9y (S) = rkggn—l(s)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

La solution de cette equation s’obtient par la discussion sur les regions (y < 0 et y > 0)

qui tombe dans le probléme non homogene de Hilbert section -58- & [57].
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Region y < 0: Comme dans le cas des équations différentielles, on utilise les conditions

initiales puis en généralisant la solution. D’abord calculons les termes initiaux g, (s) et

9o () :

i) = () [dvesp(-se—klo—y) = R .5
gg(s) = %/dxexp —sx —k|z —yl)
m, (exp(ky)  exp(—sy) exp(—sy)
B <_Z)( stk | s—k stk ) (5.46)
07 (5) — g5 (5) = () (2200 ) PP, ) (5.47)

la correspondanse entre le probléme non homogene de Hilbert et la derniére équation

(formule (4.94)du théoreme (3) paragraphe (3) chapitre précédent :

100

gl (s) = i Td_TSfl(T) = —residue (%) . + (P(s) =0)
i) = (1o (5.48)

Retournons a I’équation initiale pour n = 2

D’abord calculons g (s)
g1 (s) =gi (s) = fi(s)

gy (s) se calcule & partir de la formule :

I B exp(ky) (2k)?
() =9 (6) ~ i) = (R (1 BIL) g
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Calculons maintenant g (s) obéissant & la formule de récurrence :

n 2mVj

g (s) = 97 () =~ 0 (5) (5.50)

= fa(s)

s2 — k2

500 (5125 2%

kJ\E)4s—k (s + k)2

En utilisant le méme formule (4.94), nous déduisons :

1 +ico g
+ _
0@ = 5 [ R

_ % <%)2 %2 exp(ky)% * {(2;)2 /+°° (r — k:C)iT(T —5) % /_+: (7 — k;iT(T —s)

{ N 1 B 3 1 ]
(2k)* (k—s)  (2k)(k—s)® (2k)°(k—s) 2k(k—s)
n B m (Vy 21expky
% (5) = 7(5) 85—k

En suivant le calcul terme a terme on peut remarquer que :

gr(s) = _@an(k)(exp(ky)) ; pourn > 1 (5.51)
k s—Fk
ou :
2P O" (1 —+1—2 —Vo
= _Z = — .52
an (k) T (1 n m) R avec z = — (5.52)
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g7 (s) = gi(s)+ ) gi(s)

-m [eXp(ky) exp(—sy) exp(—sy)]

k s+ k s—k s+ k
m exp(ky) >

—_(——== n(k

O m

_m [exp(ky) | exp(=sy) _ exp(=sy)
k| s+k s—k s+ k

m exp(ky), (1 - /1+ Vo/E)
L )(1+1/1+V0/E) (553

Retounons a notre probleme, de la fonction de Green pour le potentiel de heaviside.
Calculons la transformé inverse de Laplace des deux termes pour (y < 0 et x < 0). Le

calcul de I'intégrale admet les demi-cercles a droite ou a gauche respectivement suivant

le sign de (x-y) ou X :

1 100
g-~(ry) = 5— [ exp(sz)g™(s)ds

—100

B Zexp(—k(z —y)) + 7 exp(k(z + y))(w—iﬁ:g)

m _ m 1—/14+Vo/E\
Fexp(k(z = y)) + Fexp(k(e + 1) (o) 0 <

o e9) = ekl —ul) + el s ) ()

;T >y

(5.54)

De méme, pour les autres domaines on trouve [1]

Pour z > 0,
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1 100 B
gr—(z,y) = 5 | 9 (s) exp(sz)ds

—100

m k—p—p+k pt+k
= - — k -
gr-l@y) = g(w,y) = —pexplhy —pr) | p=h— =+

—2m

— Ky — 5.55
k+MeXp(y ) (5.55)

Le résultat pour y >0 et z <0 :

m —pu—p+k uw+k
g-+(@y) = —explhy — pr) |7 —2u 20
—2
= 7 J:Z exp(kz — py) (5.56)

pour x >y >0 :

+i00

% / 9~ (s,y) exp(sz)ds

—100

g+,+<5€7 ?/) =

(k — p) exp(—px) exp(—p(z —y))

= —2mexp(—py) T I -
- —% (l,z J_r Z exp(—p(z +y)) — exp(—pu(r — y))) (5.57)

qui est conforme avec [6] et [7].
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5.2 Les problémes 4 deux dimensions

5.2.1 Meéthode directe du probléme d’une barriére finie :

On consideére le probléme relatif & I’équation de Schrédinger pour un potentiel continu
par morceau : il vaut une constante (nulle) sur un disque de rayon "a" et une autre
constante Vj en dehors de ce disque.

soit I’équation intégrale

() = g0 :7) = Vo [ Con 12V 1 (6,19 € (5.58)
pour résoudre cette équation intégrale, définissons les nouvelles fonctions g;" et g,
telles que
+ . gl(pﬂ”)a r>a _ - 0, r<a
9 (p’r)_{ 0, r<a G <p’r)_{—gz(pﬂ"), r>a
donc I’équation intégrale (5.58) se transforme comme
g1 (1) = g7 (1) = 0 ()4 Vo [ oo (. ) g (Cr) e (5.59)
0

on définit la transformation de Bessel d’une fonction g; comme

o0

G (p.r) = / rJy (pr) g1 (r, ) dr

0
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la transformation de Bessel de I’équation (5.59) est

oo [e.o] o0

/TJ[ (pr) g, (r,r)dr — /T’Jl (pr) g, (r,r)dr = /TJ[ (pr) go (r,7) dr (5.60)

0 0
oo 0o

" / rJi (pr) dr / Coo (r, Q) g (o) dC

0

On définit go (r, 1) par

o0

2 2 ,
d
go (1, 1) = /GXP [—2046 (T T ) + q I; (40zeﬁ) = (5.61)
U 2 U U
0

en subustituant (5.61) a (5.60) on obtient

> i 2 /
C;*f (p, 1) — éf (p,r) = /rJl (pr) dr/ exp |:—2046 (Tz Z ! ) + g} I; (4@6%> d_s
0 0
00 o) 00 ) N §2 . Cr d )
+Vo [ rdi(pr)dr [ ¢ ( exp [—Qae (r ) + —] I; (4%_) _) g7 (¢, d¢
o/ 0/ 0/ Uu 2 u /) u

o0

o 2 , - ,
= /exp [—2046 <%) + g} Cz—u/rJl (pr) I (40[6%) exp ( QZGT ) dr
0 0
#06 [ e | =20e ($) + 5| o @ [raiom 1 (1ae” ) oxw (22 )
00 J

(5.62)

d’apres la formule 6.633.4 Gradchtayn

T 2 doer’) 2 2 ,

; ; doar)® _ 4

Gl (p.)~Cy () = [exp {—2046 (7‘_) +E] o [()_Pu] Jl< o’
0
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00 00 9 daeC 2 9
—|—VO// exp |:—20é€ <C—) + g] exp [(@Tpu] J; (404;10( X %%) d—:LCg;r (¢, 1) dC
ol (5.63)

e

FoT 1607 2 2 d
o [cdc [Lexp {—Me ( - 2ae) <42 (1 - %&6)} T (00) g1 (6.r) 4o
0 0

r 16022 ” p? du
/exp {—20&6 ( i — 2ae) —t5 <1 — E)} Ji (pr)) T (5.64)

— [ | (1= £.) 5] o 00+ o [ 0) a7 (6.1 dc (5.65)

sous la condition 1 — %jg < 0 & p? > 4ae, l'intégrale est convergente et

G (0.1) = G (07) = s | A0+ % [ GRG0 87 (Cr) e
0

donc I’équation intégrale se transforme comme

A A 2.J; (pr) 2Vo A

Gt (pr) = G (p) = S 2 (5.66)
A 2V4 A 2J; (pr)
G —1+———1G = —— 5.67
P |12 Gy = S0 (5.67

pour

e=F, 2a0 = m, ona 4dae=2mFE =k, et 1?2 =k* -2V,
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donc (5.67) s’écrit
+ p2 B ,u2 a
G (p,7) — {m} Gy (p,r) = T b(p) (5.68)

soit la décomposition

posons
p—n

+( _ ) -
p—k D+ p

p) =

d’apres le théoreme [57] les fonctions G;“ et Gz_ sont détérminées par

le cas "> a :

- + b(r)d
G;r (p, 1) = X (p) / (7) dr , ou L est un contour fermé
L

_ 2(p—u)/ Jy (tr) dr
Beip—R)) ) () )

_ 2(p—n) Jy (tr) dr
- 2 (p—k)L/(r+k) (r—p) (= p) (5.69)

d’apres le théoréme des résidus les points 7 = —k et 7 = p & l'intérieur du contour on a

2B (k, p,a) (p — p) Jy (kr) 2(p—p) Ji (pr)
(p—Fk)(u+k)(p+k) (p—Fk)(p+k)(p—p)

_ 2Ji(p) 2B (k,p, a) (p — p) Ji (kr)
(p—k)(p+k) (—k)(ptk)(p+k)

la réciproque pour > r > a :

Gl (p,r) =

(5.70)

+oo

o o [pdipr) i (pr)dp 2B (k,p,a)Ji( k?") p(p— u Jz p?“) dp

g " (r,r) =2
(p—Fk)(p+k) u+k‘
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2B (k,p, a) Jy, (k') J; (kr)

= —nJ, (k)Y (kr) + (5.71
) (1 + k) :
de méme maniére pour ' < a :
(p, 1) = X () / b(r)d ou L est un contour fermé
G b, 2m xt () (r—p)’
L
k) Jy () d
_ 2(p+ / I 7'7“) T (5.72)
S 2mi(p+p)) (THE)(T—p) (T —p)

d’aprés le théoreme des résidus les points 7 = p et 7 = p & l'inrérieur du contour on a

G (pur) = — 2R T (r) 2A (K, p,a) (p+ k) Ji (ur)
P o)tk —p) 0+ p) (k) (p— )
_ 2A(k, p,a) (p £ k) i (ur) 2J, (pr)
RS PR e R R I >79)
la réciproque pour r < < a :
- A (k, p,a) Jy (pr) (p+ k) Jy (pr)dp +00le (pr) J; (pr)) dp
g, (r,r)= ,u+k / 02— 112 +2/ P2 — 112
2A (K, p, a) Jy (ur) Jy (pr)
e — mJy (ur) Y (pr) (5.74)
la continuité de la fonction de Green au point r = a
7 I 2B (k, pu,a) Jy (k) Jy (kr)
97" (a,7) = g, (a,7) & —7J, (k7)Y (kr) + Gt ) =
24 (k7 Ky (l) Ji (:ur)) Ji (MT) — (/JJT/) Y, (,U,(l) (575)

(1 + k)

la dérivabilité

8gl+’+ (a, r’)J _ dg, " (a,1)

or or Jr:a Sk <_7TJZ (kr’) Y] (k?“) + 2B (k; K, (1) gy <]€7”)) J] (]{;7‘))

(1 +k)
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_(2A(k, p,a) Sy (pr) Ji (pr)
! ( (1 + k)

d’apres la symétrie de la fonction de Green on prend A, B en fonction de a, donc on a le

— 7y (ur) Y7 (ua)) (5.76)

systeme au point r =1"'=a

9/ " (a,a) =g, (a,a)
dgl"'+(r,a)J _ dgl__(r,a)J <

dr dr

—7m(u+ k) J (ka) Y (ka) + 2B (k, p, a) J; (ka) J; (ka)

{ =2A(k, p,a) Ji (pa) Jy (pa) — m (p+ k) Jy (pa) Yi (pa) (5.77)
—7k (u+ k) Y7 (ka) J; (ka) 4+ 2kB (k, u,a) Ji (ka) J; (ka)
= 2pA (k, 1, a) Ji (pa) Ji (pa) — pr (p+ k) Y7 (pa) Ji (pa)
d’aprés un certain calcul on trouve
—2J; (ka) + maJ; (pa) (kJ; (ka) Y; (ua) — pJ; (ka) Y7 (pa))
Ak, p,a)=(n+k - - 5.78
e S A A R ACORATT) (5:78)
et
—2J, (pa) + wad, (ka) (pJ; (pa) Y, (ka) — kJ; (pa) Y7 (ka))
Bk, a) = (u+k : ) 5.79
(k@) = (p £ F) 24, (ka) [, (ka) J; (pa) — kJ; (ka) J; (pa)] (5.79)
d’ou
g (rr)=—n () ma () J,éjl 557(2 z/lg:?) )_Y (va)) (5.80)
- a Ta a Ha a)— a a
l !:mJl(ka)l[,qu(kl;)}l(ua)l—kfl(ka)f]ll{ua)}l Jl (k?“/) Jl (ICT)
et
Ji (pr) Yy (pr) —
o () = 1 (pr) Yi () (5.81)

2, (ka) +may (ua) (ki (ka)Yi(pa)—py (ka) Y (1)
rad e kT ha) (o) e Gha) )] It (HT) i ()

Les cas mixtes :
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lecasr<a<r:

d’apres Iégalité (5.69) on prend le pole 7 = p on a

2C (k, p, a) h (p)

Gf(p,) = J (ur fp)+ : 5.82
(p—p) (p + k) (=)' (1 + k)
ou f(p) P e () K+ h)
la réciproque est donnée par
[oo—mhrdp 2 [P ()
- _J 00 (I /pp—uzprp /p 1 (pr) dp
9 (T7 7”)) l(/“a)) ( 7:uaa> pg — k2 + (—k/’)l / pg — k2
(5.83)
=aJ; (ur) [=Y, (kr) + C (k, p,a) J; (kr)] (5.84)
D’aprés la continuité de la fonction de Green au point » = a on a
9" (a,a) = g/ (a,0) &
J Y, (ka) + C (k, p, a) Ji (ka)] = ~Yi (ka) + T (k
H(pa) [=Yi (ka) + C (ks a) Skl =10y ) o iy —engayviay | 7 F9)
Tl (ka) Ty (ua) T (ka) Ty (a0)]
(5.85)
C (k. i) = Y (ka) Y (ka) +—2Jl (na) + maJ; (ka) (pJi (pa) Y, (ka) — kJ; (pa) Y7 (ka))
Y Ji(ka)  Ji (pa) rad; (pa) [pdi (ka) Ji (pa) — kJi (ka) Ji (pa)]
Y, (ka) 4
C (k, 1, a) = - : : 5.86
(ks 1:0) = T0a) ~ Gy o) 71 Gea) = B (ha) Jr ()] (5-86)
enfin
_ Y (kr) Ji (pr)
g " (r) == [ Vitka) \ (5.87)
- [Wa) B M[qu(ka)J'z(ua)—kJ'z(ka)Jz(lw)]] Ji (kr) Ji ()

lecasr<a<r:
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d’apres la formule (5.72) on prend le pole au point 7 = —k

_ _ e [ 2Dk pa) n (p)

G o) = =) [T GG O
\ _ =)tk () (et k)
o T = Ty o) kL (p — )

la réciproque est donnée par

+o0 +oo
. —k)Ji(pr)dp 2 [P (pr)dp
7 (ror) = Jy (k') |2D (k, pa /p<p + /
g (rn) 1 (kr) (k, 1, a) 2 2 (_k)lo P2 — 12

5.89)
5.90)

~—~~

=7y (k') [=Y; (wr) + D (k, p, a) J; (pr)]

D’aprés la continuité de la fonction de Green au point » = a on a
+’7 J— T
91 (CL, CL) =9 (CL, a) A

Ji (ka) [Y; (pa) — D (k, p, ) Ji (pa)] = Ji (pa) Yi (pa) —

—2J; (ka) + maJ; (pa) (kJ; (ka) Y, (na) — pd; (ka) Y7 (pa))
ma [kJi (ka) Ji (pa) — pdi (ka) Ji (pa)]
_ Yi(pa)  Yi(pa)
PO =5 ) ™ aka)”
—2J; (ka) + maJ; (pa) (kJ; (ka) Y; (ua) — pJ; (ka) Y7 (pa))
naJ; (ka) [kJ; (ka) J, (pa) — pd; (ka) J; (pa)]
Yi (pa) 4

DI =5 ) ™ malhi (ka) T pa) — i ) Ty ()] )

Ji (pa)

d’ou

Jo (kr) Yy (pr)

Yi(pa) _ 4
Ti(1a) M[kJ'z(ka)Jz(ua)—qu(ka)J'z(ua)]] Ji (kr) Ji (ur)

9" () =—m | [ (5.92)
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5.2.2 Méthode directe du probléme d’un puits fini (-V; sur un
disque) :

soit I’équation intégrale
o1 (rer) = g0 (1) + Vi [ Con (1,011 (6,19 € (599
0

et soit les considérations

ro={30 s =" 3% 6

d’apres ces considérations 1'équation (5.93) s’écrit

gt (1) = g7 () = g0 (1) + Vo / Coo (r,C) g7 (€ ) dC (5.95)

on définit la transformation de Bessel d’une fonction g, comme

o)

G, (p,7) = /rJl (pr) g; (r,r) dr (5.96)

0

la transformation de Bessel de I’équation (5.95) est définie par

/rJl (pr) g, (r,r)dr — /TJ[ (pr) g, (r,r)dr
— [ratmwdr s [rawndr [cnr o €na G

de la méme maniére précédente on obtient

2J; (pr) 2Vo
P2 — k2 + P2 — k2

G/ (p,1)— Gy (p,7) = G (p.7) (5.98)
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2 2
- P — A 2J; (pr
Gt ) | -G ) = ) < By ow st =42 (59

et la décomposition de

2 _ 2
e N p— I ~ p+k
t F = t F = 5.100
e auies (p) o e (p) ——y (5.100)
d’apres le théoréme [57] les fonctions C?;“ et C?fsont détérminées par
pour " < a
Fp,r) = P p) / B(r)d ott L est un contour fermé (5.101)
’ 2 ) Ft(7)(t —p)’
L
_ ptk / 2J; (rr) dr
27Ti(p+u1)L (12 — k?) (T “1)(7'—]7)
k 2 d
__pt / Ji (rr) dr (5.102)
2mip + ) ) (7 +K) (7 = ) (7 = p)

en appliquant le théoréme des résidus aux points ( 7 = p; et 7 = p sont a U'intérieur du

contour) on obtient

26 (. k,a) (p = k) Ji (7)) 21 (pr)
(g +F) (0* — ) pQ—M?

G (p,7) = (5.103)

la réciproque pour r <r’'<a

+o0
(o 20 (py, k,a) Ji ( /M? pp—k)J(pr) dp+2/sz (pr) Ji (pr) dp

r,r) =
py +k (p? — 13) (p? — 13)

9

_ 28k @) Ji(par) I ur) T () Y () (5.104)

(11 + k)
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de méme maniére pour 7> a

. Ft B(r)d
Gy (p,r) = 27r<zp)/F+ (T()T()T ip), ou L est un contour fermé (5.105)
— 2 d
S / Ji (77 dr (5.106)
2eip — k) (T4 B) (7 — ) (= p)
en appliquant le théoréme des résidus aux points ( 7 = —k et 7 = p sont a 'intérieur au
contour) on obtient
A\ 200 (py, ki a) (p — py) Ji (k) 20 (pr)
_ 1
N T e S I (5107
la réciproque pour r >1r">a
2 (g, k, @) J (kr) VI dp [ pdi () i (pr) d
- a(py, k,a) Jy (kr (p— 1) Ji (pr)dp pJy\pr) Jy(pr)ap
= 2 5.108
g (7"7 74/) //Ll + k / p _ k2 + / (pg _ kQ) ( )
a(,ulakaa) ']l (k’?")) Jl (k’?") _7T<]l (]CTle(kJT) (5109)

(1 + k)
d’apres la symétrie de la fonction de Green on prend «, 5 en fonction de a, donc on a le

systéme au point r =1"'=a

{ 9" (a,0) = g; " (a,a)

clglJr+ r,a _ dg, (ra =
%J r=a %J r=a
—7 (1 + k) Ji (ka) Yy (ka) + 20 (k, py, @) Jy (Ka) Ji (ka)
{ =28 (k, py, a) Ji (pya) Ji (pya) — 7 (py + k) Ji (y0) Vi (p140)
—7k (py + k) Y7 (ka) J; (ka) + 2ka (k, py, a) Ji (ka) J; (ka)
= 2,8 (K, py; @) Ji (@) Ji (pya) — pam (py + k) Y (pya) Ji (p@)

(5.110)
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d’aprés un certain calcul on trouve

—2J, (ka) + mad; (ma) (kJi (ka) Yi (a) — pyJi (ka) Y7 (1ya))

2aJ; (pya) (py i (ka) Ji (pya) — kJy (ka) Ji (pya))
(5.111)

Bk, py,a) = (g + k)

et

—2J; (ma) + mad; (ka) (1 Ji (1ya) Vi (ka) — kJi (1y0) Y7 (ka))
2a.J; (ka) (kJy (ka) Jy (pya) — pyJi (ka) Ji (pya))

o (k:7/JJ17a) = (:ul + k)

(5.112)
donc
I =T arnand ><kJ'<i<:Y2>£l;1T)> . (Ju (1;));( ) (5.113)
— a)+maJi(pna 1(ka)Yi(pia)—pq Ji(ka Hia
Drad (i) (i ) T ) KT R 2 () Ji ()
et
Y (kr) Jp (k) —
o = — 5.114
G (7)== | )i ha) e i) Vi )y a) V) Iy (er) (k) (5.114)
2aJ(ka) (kJ; (ka)J; (1y ) — iy Jy (ka) T3 (11 a)) ! !
aussi les cas mixtes :
lecasr¥<a<r:
_ Y (k”") Ji (Nlr)
g (rr)=-= i) \ . (5.115)
= | Tika) T Tra[ulJz(ka)J'z(Mla)—kJ’z(lm)Jz(ula)]] Ji(kr) Ji (par)
lecas r <a <71
Ji (k7)Y (pqr
g "t (rr)=—n i) (5.116)

_ | Yi(pya) 4
T~ malnGa TG ngra) | 1K) i ()
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5.2.3 Probléme d’un puits infini :
La méthode directe :

soit I’équation intégrale

+o00
Gl (7",7”) = Go(’l“,’l“/)—i— /CGo(T,C)V(C)Gl (C,’I“/)dc

Gl (T,T’)) = Gg (T,T’)) +‘/0/(G0 (T,()é(C—G)GZ (C,T‘))dc

G (r, 1) = Go (r,7) + aVo G (1, a) Gy (a, 1)
pour r = a

G (a,7) = Go (a,7) + aVoGo (a, a) Gy (a,T)

GO (0'7 T))
1 —aVyGo (a,a)

G (a,r) =
en substituant a (5.119) on obient

aVoGy (r,a) Go (a,r)

Gy (r,7) = Go (r,7) + 1 —aVyGy (a,a)

quand V; tend vers l'infini on a

Go (r,a) Go (a, 1)

Gy (r,r) = Go (r,r) — Go(a.0)

lecas r<r<a:

Go (r, 1) = Jy (kr) H (k)

d’ou
Jy (k) Jy (k) HY (ka)
Jl (ka)

G, (r,r) = Jy (kr) HY (kr) —
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(5.123)
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Gy (r,r) = Jy (kr) HY (kr') — J, (kr) J; (kr) {1 i (’““q (5.126)

Jl (ka)
G, (r,r) =iy (kr) | Y, (kr) — ZEIZZ; Ji (k;r)} (5.127)
lecas r<r<a:
Gy (r,r) = Jy (kr) HY (kr) — J, (kr) J; (k) {1 + Z}JZ EZZH (5.128)

donc
Gy (r,7) = i (kr) [Yl (kr) — ?Z EZZ; J, (m)}

Méthode des perturbations :

+o0o
G (r,7) = / (G (1, )V (€) Gory (¢, 1) dC (5.129)
0
+oo
Gnl <T7 T')) = Vb / CGO (7’, C) 0 (C - CL) G(n—l)l (Ca 71)) dC (5130)
0
pour n =1 on a
+oo
Gur(1:1) = Vo [ €Ga (1. 0)3(¢ = 0) Gar(¢.1) ¢ (5.131)
0
ou
Goi (r,7) = Go (1,7 (5.132)
d’ou
Gy (r,7) = aVoGo (1, a) G, (a,7) (5.133)
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de méme maniére pour n = 2

Gy (r,7) = aVoGo (r,a) Gy (a,r)

= (OLVO)2 Gy (r,a) Gy (a,a) Gy (a, 1)

aussi pour n = 3

Gy (1, 1) = aVoGo (1, a) Gy (a,7)

= (aVo)3 Go (r,a) Gi (a,a) Gy (a,r)

et ainsi de suite le terme général
Gt (r,7) = (aVp)" Gy (r,a) Gy~ (a,a) Gy (a, )

la somme de cette série est

aVoGo (1, a) Goy (a, 1)
1 —aVyGo (a,a)

G (r,r) = Go (r,7) +

quand V; tend vers l'infini on a

Gy (r,a) Gy (a, )

Gy (r,r) = Go (r,7) — Gola.0)

donc le méme résultat par la méthode directe c-a-d résultat (5.123).
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Chapitre 6

CONCLUSION ET
PRESPECTIVES

Dans notre travail, nous avons abordé le calcul explicite de la fonction de Green pour
certains problémes concrets de la mécanique quantique : le probléme du potentiel de
heaviside, le probléme de Helmholtz sur un disque et le probléme du potentiel sphérique.
Les conditions aux limites utilsées sont celle qu’on rencontre en mécanique quantique
dans les problémes de diffusion et aussi pour les états liés. Dans la mécanique quantique,
si le potentiel présente un saut dans l’espace, la solution de I’équation de Schrodinger
dans notre cas et de sa dérivée sont continues sur la limite (le bord) du domaine.

Ainsi nous avons décomposé notre travail en deux deux parties. Une premiére partie
consacrée aux équations différentelles dans laquelle nous avons présenté : la théorie géné-
rale des équations différentielles ordinaires, la construction des fonctons de Green pour ce
type d’équations différentielles, puis quelques applications aux potentiel de Heaviside, le
potentiel sur un disque et le potentiel sphérique. En seconde partie, nous avons présenté
la technique des perturbations avec la théorie des équations intégrales associées. Nous
avons utilisé cette technique pour calculer la fonction de Green pour la sphére dure et le
puits infni & deux dimensions.

En explicitant : dans le premier chapitre nous avons présenté la théorie générale des
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équations différentielles ordinaires d’ordre n, la construction de la fonction de Green
pour ce type d’équations, la construction de la fonction de Green pour les équations
différentielles du second ordre puis on s’interesse & la fonction de Green pour les cas
importants en physique relative aux opérateurs auto-adjoints.

Au second chapitre, intitulé "application au calcul de la fonction de Green", nous
avons présenté le calcul de la fonction de Green relative au probléeme du potentiel de
Heaviside, du potentiel barriére finie & deux dimensions, du potentiel puits fini et enfin
une application du potentiel sphérique.

Au troisiéme chapitre, nous avons présenté la méthode de la théorie des perturbations
adaptée a la mécanique quantique en intérprétant les termes de la série de perturbation.
Nous avons présenté également le role du propagateur de Feynmann et sa relation avec la
fonction de Green ainsi qu’avec la fonction d’onde, solution de I’équation de Schrodinger.
Et nous avons fini ce chapitre par ’élaboration de I’équation intégrale gouvernant la
fonction de Green. Il s’avére que cette équation appartient au probléeme de Wiener-Hopf
de deuxieme espéce.

Au quatriéme chapitre, nous avons développé la théorie des fonctions sectionnellement
analytiques qui a été d’abord appliquée au problémes de Hilbert avec succés puis nous
I’avons appliqué pour la résolution de notre probléme de Wiener-Hopf.

Au cinquiéme chapitre, nous avons construit la série de perturbations et calculé ses
termes moyennant la théorie développée au chapitre 3. Nous avons trouvé que les termes
succéssifs de la série sont reliés par une formule intégrale que nous avons pu résoudre et
sommer la série pour ainsi construire la solution de Green pour trois types de potentiels
a deux dimensions : le probléme d’une barriére finie, le probléme d’un puits fini et le
probléme d’un puits infini. Nous comptons soumettre ces résultats & un journal sur les
équations intégrales. Comme perspective, nous allons aussi prolonger cette méthode a

I’étude des autres problémes pour des potentiels multi-sauts, autre forme, etc...
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